Limity kone¢nych automatu

L ={a"b" | n >0} ={e,ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . ..}

aaaaabbbbb
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Predpokladejme, Ze existuje automat M pf¥ijimajici jazyk L.
Necht M m3a k stavi.

Uvazme vypoclet M na slové a™b" kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

ProtoZe n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy,
Ze pri Cteni inicialni posloupnosti symboli a projde automat stavem p
(alespori) dvakrat.
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Plati

AN A AN

6(qo,z) =p 6(p,y) =p o(p,z) =rerF
Pak ale

O(go,22) = 0(0(g0,2),2) = O(p,z) = reF

aaaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb
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Analogicky mizeme “vsunout” slovo y

AN AN AN AN AN AN
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Lemma 1. [o vkladani, pumping lemma] Necht L je reguldrni jazyk.
Pak existuje n € N takové,

Ze libovolné slovo w € L délky alespon n lze psat ve tvaru

w = xyz, kde |zy| < n, y # € a xy'z € L pro kazdé i € Ny.

Dikaz. Necht DFA M = (Q, %, 6, qo, F') rozpoznava jazyk L.
Polozme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w € L délky alespoint n plati, Ze automat M projde
pri akceptovani slova w (alespoii) dvakrat stejnym stavem.

Slovo w se tedy miizeme rozdélit na t¥i ¢asti: w = zyz, kde y # ¢ a
5(%@) =D, S(p, y) =pa S(p, z) =r € F. Je zftejmé, Ze ke zopakovani
néjakého stavu dojde nejpozdéji po zpracovani prvnich n znaki a tedy
dostavame |xy| < n.

Déle 4(p,y") = p pro libovolné i € Ny, proto také d(qo, zy'z) = 7,
tj. zy'z € L(M) pro kazdé i € Ny. O
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L je regularni — dn e N .
VweL. (jw>n =
dz,y,z . (w=ayz N y#e A |layl <n A
Vi>0.xy'z€ L))

Pomoci Lemmatu lze dokazat, ze néjaky jazyk neni regularni
Necht pro jazyk L plati:

e pro libovolné n € N

e existuje takové slovo w € L délky alespon n, pro které plati, Ze

e pfi libovolném rozdéleni slova w na takové t¥i &asti z, vy, z, Ze |xy| < n
ayFe

e existuje alespori jedno i € Ny takové, Ze zy'z & L.

Pak z Lemma o vkladani plyne, Ze L neni regularni.
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Priklad dukazu ne-regularity
pomoci Lemmatu o vkladani

L = {uc™uf | u € {a,b}*,m > 0}
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Myhill-Nerodova véta
Motivace |

L={{we{ab}" | #4(w)> 3}
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Prava kongruence
Definice 2.20. Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na X*.

Ekvivalence ~ je prava kongruence (zprava invariantni), pokud pro
kazdé u, v, w € X" plati

U ~v=—uw ~ VW

Index ekvivalence ~ je polet t¥id rozkladu 3*/~.
Je-li téchto t¥id nekone¢né mnoho, klademe index ~ roven oc.

Tvrzeni 2.21. Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence pravé kdyz
pro kazdé u,v € X*, a € X plati u ~ v = ua ~ va.

(Implikace = je trividlni, implikace <= se snadno ukaZe indukci
k délce zprava pfFitetézeného slova w.)
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Priklad
Y, ={a,b}

~: U ~ v <= u a v zacdinaji stejnym symbolem
~ ma . .. tfidy ekvivalence

~IUN U #a(u) — #a(v)

~ ma . .. tfid ekvivalence

~: U ~ V<= 1 a v maji stejné predposledni pismeno
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Myhill-Nerodova véta
Motivace ||
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Prefixova ekvivalence

Definice 2.25. Necht L je libovolny (ne nutn& reguldrni) jazyk nad
abecedou X. Na mnoziné X" definujeme relaci ~; zvanou prefixova
ekvivalence pro L takto:

U ~, U L vweY ruw e L = vw € L
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Priklad
L = {we{ab}‘#a()>3}

~, ma . .. tfidy ekvivalence

L={a"" | n >0}
~; ma . .. tfid ekvivalence
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Myhill-Nerodova véta

Véta 2.28. Necht L je jazyk nad X.
Pak tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. L je rozpoznatelny deterministickym koneénym automatem.

2. L je sjednocenim nékterych t¥id rozkladu ur¢eného pravou kongruenci
na X.* s kone¢nym indexem.

3. Relace ~;, ma konecny index.

Dukaz.

1 — 2
2 — 3
3—1

[
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1l — 2

Jestlize L je rozpoznatelny deterministickym konenym automatem

pak L je sjednocenim nékterych tFid rozkladu ureného pravou
kongruenci na X* s kone¢nym indexem.

e pro dany L rozpozndvany automatem M zkonstruujeme relaci
poZadovanych vlastnosti

e M =(Q,%,0,q0, F), 0 je totalni
e na X* definujme bindrni relaci ~ predpisem
def o Q
u~v <= 6(qo,u) = 9(qo,v)

e ukaZzeme, Ze ~ ma pozadované vlastnosti
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— ~ je ekvivalence (je reflexivni, symetricka, tranzitivni)

— ~ ma konecny index
tridy rozkladu odpovidaji staviim automatu

— ~ Je prava kongruence:
Necht w ~ v a a € X. Pak d6(qo,ua) = 0(6(qo,u),a) =
0(6(qo,v),a) = d(qo,va) a tedy ua ~ va.

— L je sjednocenim téch t¥id rozkladu urCeného relaci ~, které
odpovidaji koncovym stavim automatu M L]
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2 — 3

Necht L je sjednocenim né&kterych t¥id rozkladu ur&eného pravou
kongruenci R na X* s kone¢nym indexem.
Pak prefixova ekvivalence ~;, ma kone¢ny index.

o uRv = u ~, v pro véechna u,v € ¥* (tj. R C~))

e kazda tfida ekvivalence relace R je cela obsazena v néjaké tridé
ekvivalence ~,

e index ekvivalence ~, je mensi nebo roven indexu ekvivalence R

e R ma konecny index =—> ~, ma konefny index
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3 =1

Necht prefixova ekvivalence ~, ma kone&ny index.
Pak jazyk L je rozpoznatelny deterministickym koneénym automatem.

Zkonstruujeme automat M = (Q, X, 9, qo, F') p¥ijimajici L:

e Q=3

Stavy jsou tFidy rozkladu ¥* uréeného ekvivalenci ~,. (Kone&nost!)
o "'={[v]|vel;
® qo = |¢]

e § je definovana pomoci reprezentanti: d(|ul,a) = |ual
Definice 0 je korektni, protoZe nezavisi na volbé reprezentanta.
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Dikaz korektnosti, tj. L = L(M)

o 4([¢],v) = [v] pro kazdé v € £* (indukci k délce slova v)

eve (M) < d(el,v)eF < []eF < vel
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty k dukazu neregularity

L={a"b"|n >0}

Necht i # j. Pak a* 4, a’, protoZe a'b* € L ale a’b* & L.

/3dné ze slov a',a’ a’ a* a’,a’ ... nepadnou do stejné tridy

ekvivalence relace ~;,.

~, nema kone¢ny index —
L neni regularni (-3 = —1)
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty k dukazu regularity

L= {w € {a,b}" | #a(w) = 3}

T¥idy ekvivalence relace ~,: T} = {w € {a,b}* | #,(w) =0}
Ty = {w € {a,b}" | #o(w) = 1}
Ty = {w € {a,b}" | #a(w) = 2}
Ty ={w € {a,b}" | #a(w) = 3}

~, ma kone¢ny index —
L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem,
tj. regularni (3 = 1)
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Dalsi pouziti Myhill-Nerodovy véty

Véta 2.29. a 2.31. Minimalni deterministicky koneny automat
s totdlni pfechodovou funkci akceptujici jazyk L je uréen jednoznacné az
na isomorfismus (tj. pfejmenovani stavii). Pocet stavil tohoto automatu
je roven indexu prefixové ekvivalence ~;.
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