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Kleeneho v�eta 2.63. Libovoln�y jazyk je popsateln�y regul�arn��mv�yrazem pr�av�e kdy�z je rozpoznateln�y kone�
n�ym automatem.
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Regul�arn�� p�re
hodov�y graf

De�ni
e 2.64.Regul�arn�� p�re
hodov�y graf M je p�eti
e (Q;�; Æ; I; F ), kde

� Q je nepr�azdn�a kone�
n�a mno�zina stav�u.� � je vstupn�� abe
eda.� Æ : Q�Q! RE(�) je par
i�aln�� p�re
hodov�a funk
e.� I � Q je mno�zina po�
�ate�
n��
h stav�u.� F � Q je mno�zina kon
ov�y
h stav�u.
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P�r��klad
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Slovo w 2 �� je grafem M ak
eptov�ano, pr�av�e kdy�z

� existuje posloupnost stav�u q0; : : : ; qn, kde n � 0, q0 2 I, qn 2 F� a Æ(qi�1; qi) je de�nov�ano pro ka�zd�e 0 < i � n

takov�a, �ze
� w lze rozd�elit na n �
�ast�� w = v1 : : : vn tak, �ze� vi 2 L(Æ(qi�1; qi)) pro ka�zd�e 0 < i � n.

Slovo " je ak
eptov�ano tak�e tehdy, je-li I \ F 6= ;.
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P�revod regul�arn��ho p�re
hodov�eho grafu na NFA

Motiva
e
V�eta 2.65. Pro libovoln�y regul�arn�� p�re
hodov�y graf M =(Q;�; Æ; I; F ) existuje ekvivalentn�� NFA M0 s "-kroky.IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 5



D�ukaz. Algoritmus konstruk
e NFA M0 s "-kroky.
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Krok 1 Ke grafu M p�rid�ame nov�y stav q0 a hranu q0 "! q pro ka�zd�eq 2 I. Stav q0 bude (jedin�ym) po�
�ate�
n��m stavem automatu M0,prvky F jeho kon
ov�ymi stavy.
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Krok 2 Opakovan�e realizuj kroky (a) a (b) dokud p�re
hodov�y grafobsahuje alespo�n jednu hranu ohodno
enou symbolem, kter�y nepat�r��do � [ f"g, tedy je tvaru F +G, F:G, F � nebo ;.(a) Odstra�n v�se
hny hrany, kter�e jsou ohodno
eny symbolem ;.(b) Vyber libovolnou hranu p E! q, kde E 62 � [ f"g, odstra�n ji aprove�d n�asleduj��
��:
onmlhijkp F+G

//onmlhijkq =) onmlhijkp F

//G //

onmlhijkq

onmlhijkp F:G

//onmlhijkq =) onmlhijkp F
//onmlhijks G

//onmlhijkq

onmlhijkp F �

//onmlhijkq =) onmlhijkp "
//onmlhijks "

//

[\
����

_^]F
��

onmlhijkq
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Kone�
nost algoritmu M obsahuje pouze kone�
n�e mnoho hran,tj. kone�
n�e mnoho regul�arn��
h v�yraz�u. Ka�zd�y regul�arn�� v�yraz obsahujejen kone�
n�e mnoho v�yskyt�u +, : a �. V ka�zd�em kroku 2(b) jeden v�yskytodstran��me.
Korektnost algoritmu� V�ysledn�y graf je p�re
hodov�ym grafem nedeterministi
k�eho kone�
n�ehoautomatu M0 s "-kroky.� P�r��mo z de�ni
e regul�arn��ho p�re
hodov�eho grafu se snadno ov�e�r��,�ze kroky 1 a 2 popsan�eho transforma�
n��ho algoritmu za
hov�avaj��ekvivalen
i automat�u, proto L(M) = L(M0).

2
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P�revod DFA na regul�arn�� p�re
hodov�y grafMotiva
e
V�eta 2.66. Pro ka�zd�y regul�arn�� p�re
hodov�y graf M =(Q;�; Æ; I; F ) existuje ekvivalentn�� regul�arn�� p�re
hodov�y graf M0 =(fx; yg;�; Æ0; fxg; fyg), kde Æ0 m�u�ze b�yt de�nov�ano pouze pro dvoji
i(x; y).IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 10



D�ukaz. Algoritmus transforma
e

Krok 1 Ke grafu M p�rid�ame nov�y po�
�ate�
n�� stav x a nov�y kon
ov�ystav y. P�rid�ame tak�e hrany x "! q pro ka�zd�e q 2 I a r "! y proka�zd�e r 2 F .
IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 11



Krok 2 Ka�zd�y stav p r�uzn�y od x; y nyn�� odstran��me spolu s hranami,kter�e do p v
h�azej�� nebo z p vy
h�azej��. Pokud do p nevede hrana zjin�eho uzlu, je nedosa�ziteln�y z po�
�ate�
n��ho stavu. Pokud z p nevedehrana do jin�eho uzlu, nelze z p dos�ahnout kon
ov�y stav. V oboup�r��pade
h p odstran��me bez n�ahrady.Pro ka�zdou dvoji
i vstupn�� hrany vedou
�� do p z jin�eho uzlu av�ystupn�� hrany vedou
�� z p do jin�eho uzlu p�rid�ame p�r��m�y p�re
hod.Pak p odstran��me.
onmlhijkr F

//onmlhijkp G
//onmlhijkq =) onmlhijkr F:G

//onmlhijkq

onmlhijkr F

//onmlhijkp G

//

[\
����

_^]

E

����
��

onmlhijkq =) onmlhijkr F:E�:G

//onmlhijkq
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onmlhijkr1 F1
%%JJJJJJJJJJJJJJJJJ

onmlhijkq1
onmlhijkp G1 99ttttttttttttttttt

G2 %%JJJJJJJJJJJJJJJJJ

[\
����

_^]

E
����
��

onmlhijkr2 F2 99ttttttttttttttttt

onmlhijkq2
�!

onmlhijkr1 F1:(E+;)�:G1

//

F1:(E+;)�:G2

##GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

onmlhijkq1

onmlhijkr2 F2:(E+;)�:G2 //

F2:(E+;)�:G1;;wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

onmlhijkq2

Po odstran�en�� v�se
h stav�u r�uzn�y
h od x a y z�ustanou tyto dva stavyspolu s (�z�adnou nebo jednou) hranou z x do y.Kone�
nost algoritmu Ka�zd�ym krokem 2 sn���z��me po�
et stav�u.Korektnost algoritmu Z de�ni
e regul�arn��ho p�re
hodov�eho grafup�r��mo ov�e�r��me, �ze kroky 1 i 2 za
hov�avaj�� ekvivalen
i. 2IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 13



Ekvivalen
e kone�
n�y
h automat�ua regul�arn��
h gramatik

Pojem regul�arn��ho jazyka byl de�nov�an dvakr�at { nejprve pomo
��regul�arn�� gramatiky a pak je�st�e jednou pomo
�� kone�
n�eho automatu.
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P�revod regul�arn�� gramatiky na kone�
n�y automat

Lemma 2.69. Ke ka�zd�e regul�arn�� gramati
e G = (N;�; P; S) existujenedeterministi
k�y kone�
n�y automat M = (Q;�; Æ; q0; F ) takov�y, �zeL(G) = L(M).D�ukaz.
IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 15



Konstruk
e kone�
n�eho automatu

� Q = fA j A 2 Ng [ fqfg, kde qf 62 N .� q0 = S.� Æ je nejmen�s�� funk
e Q� �! 2Q spl�nuj��
��:{ Pokud A! aB je pravidlo v P , pak B 2 Æ(A; a).{ Pokud A! a je pravidlo v P , kde a 6= ", pak qf 2 Æ(A; a)

� F = (fS; qfg pokud S ! " je pravidlo v P;fqfg jinak:

IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 16



Korektnost Nejprve induk
�� vzhledem ke k dok�a�zeme, �ze pro ka�zd�ea1; : : : ; ak 2 � a B 2 N plat��S )� a1 : : : akB () B 2 ^Æ(S; a1 : : : ak):� Z�akladn�� krok k = 0: Z de�ni
e ^Æ plyne ^Æ(S; ") = fSg. ProtoS )� B () B = S () B = S () B 2 ^Æ(S; ")

� Induk�
n�� krok:S )� a1 : : : ak+1B() 9C 2 N takov�e, �ze S )� a1 : : : akC ) a1 : : : ak+1B() 9C 2 N takov�e, �ze C 2 ^Æ(S; a1 : : : ak) ^ C ! ak+1B() 9C 2 N takov�e, �ze C 2 ^Æ(S; a1 : : : ak) ^ B 2 Æ(C; ak+1)() B 2 ^Æ(S; a1 : : : ak+1).IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 17



Dok�azali jsme: S )� a1 : : : akB () B 2 ^Æ(S; a1 : : : ak)Uk�a�zeme, �ze w 2 L(G)() w 2 L(M):� w = ":" 2 L(G) () S ! " 2 P () S 2 F () " 2 L(M)

� w = va, kde v 2 ��, a 2 �:va 2 L(G) () S )� vB ) va() S )� vB ^ B ! a 2 P() B 2 ^Æ(S; v) ^ qf 2 Æ(B; a)() qf 2 ^Æ(S; va) () va 2 L(M) 2IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 18



P�revod kone�
n�eho automatu na regul�arn�� gramatiku

Lemma 2.71 Pro ka�zd�y kone�
n�y automat M = (Q;�; Æ; q0; F )existuje regul�arn�� gramatika G = (N;�; P; S) takov�a, �ze L(M) = L(G).D�ukaz.
IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 19



Bez �ujmy na obe
nosti p�redpokl�adejme, �ze M je nedeterministi
k�y.� N = fq j q 2 Qg [ fSg, kde S 62 Q.� P je nejmen�s�� mno�zina pravidel spl�nuj��
��:{ Pokud p 2 Æ(q; a), je q ! ap pravidlo v P .{ Pokud p 2 Æ(q; a) a p 2 F , je q ! a pravidlo v P .{ Pokud p 2 Æ(q0; a), je S ! ap pravidlo v P .{ Pokud p 2 Æ(q0; a) a p 2 F , je S ! a pravidlo v P .{ Pokud q0 2 F , je S ! " pravidlo v P .Gramatika G = (N;�; P; S) je z�rejm�e regul�arn��.Plat��: ^Æ(q0; a1 : : : ak) \ F 6= ;; kde k � 0; a1; : : : ; ak 2 �() S )� a1 : : : ak 2IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 20



Rozhodnuteln�e probl�emy pro t�r��du reg. jazyk�u

Regul�arn�� jazyk { popsan�y n�ekter�ym z uva�zovan�y
h formalism�u.Ot�azky: M�ame-li d�any kone�
n�e automaty M a M0 nad �ekvivalen
e: jsou M a M0 ekvivalentn��? (plat�� L(M)=L(M0) ?)inkluze (jazyk�u): plat�� L(M) � L(M0) ?p�r��slu�snost (slova k jazyku): je-li d�ano w 2 ��, plat�� w 2 L(M) ?pr�azdnost (jazyka): je L(M) = ; ?univerzalita (jazyka): je L(M) = �� ?kone�
nost (jazyka): je L(G) kone�
n�y jazyk?

IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 21



V�eta 2.74 Probl�em pr�azdnosti (L(M) ?= ;) a probl�em univerzality(L(M) ?= ��) jsou rozhodnuteln�e pro regul�arn�� jazyky.D�ukaz. L(M) je pr�azdn�y, pr�av�e kdy�z mezi dosa�ziteln�ymi stavyautomatu M nen�� �z�adn�y kon
ov�y stav.Univerzalita: L(M) = �� () 
o{L(M) = ;. 2

V�eta 2.77 Probl�em ekvivalen
e je rozhodnuteln�y pro regul�arn�� jazyky.D�ukaz. Pro libovoln�e L1; L2 plat��:(L1=L2) () (L1 \ 
o{L2) [ (
o{L1 \ L2) = ;:

Pro L1; L2 zadan�e automaty lze uveden�e opera
e algoritmi
ky realizovat.Alternativn�e: minimaliza
e a kanoniza
e. 2IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 22



V�eta 2.76 Probl�em, zda jazyk L zadan�y automatemM je kone�
n�y,resp. nekone�
n�y, je rozhodnuteln�y.D�ukaz. Ne
h�t M je DFA. L je nekone�
n�y pr�av�e kdy�z M ak
eptujealespo�n jedno slovo w 2 �� s vlastnost�� n � jwj < 2n, kde n = 
ard(Q).(=)) L nekone�
n�y, pak existuje u 2 L takov�e, �ze juj � n.Je-li juj < 2n, jsme hotovi.Ne
h�t juj � 2n. Z lemma o vkl�ad�an�� plyne, �ze u = xyz, kde 1 � jyj � na xz 2 L. Plat�� jxzj � n. Pokud jxzj � 2n, 
el�y postup opakujeme.((=) jwj � n, pak M na w mus�� proj��t dvakr�at stejn�ym stavem.Proto w = xyz tak, �ze jyj � 1 a plat�� xyiz 2 L pro ka�zd�e i 2 N 0 (vizd�ukaz lemmatu o vkl�ad�an��), tedy L je nekone�
n�y.Existen
i w 2 L takov�eho, �ze n � jwj < 2n, lze algoritmi
ky ov�e�rit(slov je kone�
n�e mnoho,\vyzkou�s��me" ka�zd�e z ni
h). 2IB102 Automaty a gramatiky, 22. 10. 2012 23



Aplika
e reg. jazyk�u a kone�
n�y
h automat�uvyhled�av�an�� vzor�u (pattern mat
hing) v textu (editory, textov�e syst�emy),DNA sekven
��
h, . . .Nap�r��klad v Unixu:grep - vyhled�av�an�� podle zadan�eho regul�arn��ho v�yrazuegrep - vyhled�av�an�� podle zadan�eho roz�s���ren�eho regul�arn��ho v�yrazufgrep - vyhled�av�an�� podle zadan�eho �ret�ez
eZpra
ov�an�� lexik�aln��
h jednotek nap�r��klad p�ri automatizovan�e konstruk
ip�reklada�
�u (lex, flex)Zpra
ov�an�� obraz�u (image pro
essing)Kone�
n�e automaty nad nekone�
n�ymi slovySpe
i�ka
e a veri�ka
e kone�
n�e stavov�y
h syst�em�uKone�
n�e automaty s v�ystupem
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