e-pravidla

Definice 3.13. Rekneme, ¥¢ CFG G = (N, %, P, S) je bez e-pravidel
pravé kdyz bud

1. P neobsahuje Zadné e-pravidlo (tj. pravidlo tvaru A — ¢ ) nebo

2. v P existuje pravé jedno e-pravidlo S — ¢ a S se nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla z P.
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Priklad

G = ({S,A,B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aAbBc
A — BB | a | ¢
B — AcA | b
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Algoritmus pro odstranéni c-pravidel

Vstup: CFG G = (N,X, P,S)

Vystup: CFG G’ = (N', %, P', S") bez e-pravidel spliiujici L(G)=L(G")
1 Zkonstruuj N. ={A € N | A =" ¢}

2 MnoZinu pravidel P’ zkonstruuj takto:

3 foreach A — X;...X,, € Pdo

+ ptidej do P’ v8echna pravidla tvaru A — a7 ... «, spliiujici

5 (a) pokud X; ¢ N, pak a; = X

6 (b) pokud X; € N, pak q; je bud X, nebo ¢

7 (c) ne v8echna «; jsou €

s od

9 if S € N, then pfidej do P’ pravidla 8" — S |e (8" ¢ N UX);
10 N':= NU{5"}

11 else N':=N; S =5 fi
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Priklad
G = ({S,A,B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aAbBc | AB
A — BB | a | ¢
B — AA | b
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Vysledna gramatika je bez s-pravidel.

Ekvivalence gramatik.

IB102 Automaty a gramatiky, 5.11.2012



Jednoducha pravidla

Jednoduchym pravidlem nazyvame kazdé pravidlo tvaru A — B, kde
A, BeN.

S — aAbBc
A — aA | B | a
B — bB | b
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Algoritmus pro odstranéni jednoduchych pravidel
Vstup: CFG G = (N,X, P, S) bez e-pravidel
Vystup: CFG G’ = (N, %, P’,S) bez jednoduchych a e-pravidel, kde
L(G) = L(9')
1 foreach A € N do
2 1:=0; N;:={A}
3 repeat 1:=1+1

4 NiI:Ni_lLJ{C‘B%CEP,BENZ'_l}
5 until V; = N,

6 Ny:= N;

7 od

s P':=1)

o foreach A € N do
0w P =P U{A—a|B&NsyANB— ac P nenijednoduché}
11 od
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Priklad

G=({SAB,C},{a,b,c}, P,S),
kde P obsahuje pravidla

S — ABC
A — aA | B
B —- bB | A
C — cC | A

| a
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Vysledna gramatika neobsahuje jednoducha pravidla.

Ekvivalence gramatik:

L(G") € L(G) Necht w € L(G'), pak existuje derivace
S:Oé() =g A1 =gl ... =g Oy = W.
Pokud bylo p¥i kroku a; =g/ a;41 pouzito pravidlo A — 3, pak
existuje néjaké B € N4 takové, Ze v G plati A =" B a B — .
Tedy v G plati A =* 8 a a; =" a;11.

L(G) C L(G") Necht w € L(G), pak existuje leva derivace
S:Oé():>g041 =G ... =g Qp = W.
Tu lze rozdélit na useky tak, Ze v celéem useku se pouZila pouze
jednoducha pravidla anebo zadné jednoduché pravidlo. Useky
s jednoduchymi pravidly Ize nahradit.
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Vlastni bezkontextova gramatika

Definice 3.17. CFG G = (N, X, P,S) se nazyva necyklickd, pravé
kdyZ? neexistuje A € N takovy, 7e A =T A.

G se nazyva vlastni, pravé kdyz je bez nepouzitelnych symbolii, bez
e-pravidel a necyklicka.

Véta 3.18. Ke kaZdému neprazdnému bezkontextovému jazyku
existuje vlastni bezkontextova gramatika, kterd jej generuje.

Dukaz. Z bezkontextové gramatiky pro neprazdny jazyk odstranime
e-pravidla a jednoducha pravidla. Odstranénim nepouzitelnych symboli
pak ziskame vlastni gramatiku. O
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Chomského normalni forma

Definice 3.19. Bezkontextova gramatika G = (N,X, P,S) je

v Chomského normalni formé& (CNF) <<% G je bez e-pravidel a
kazdé pravidlo z P ma jeden z téchto tvaru:

1. A— BC,kde B,C € N
2. A —=a, kdea € X
3. > ¢

Véta 3.21. Kazdy bezkontextovy jazyk Ize generovat bezkontextovou
gramatikou v Chomského normalni formé.
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G=({S,A,B},{a,b},PJS),
kde P obsahuje pravidla

S — AS | a
A — AB | AA | a
B — b

IB102 Automaty a gramatiky, 5.11.2012
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Lemma o substituci

Lemma 3.20. (o substituci)
Necht G = (N, 3, P, S) je CFG. Necht A — a1 Bas € P.
Necht B — 31 | ... | B, jsou v8echna pravidla v P tvaru B — «.

Definujme G’ = (N, X, P, S), kde
P = (P AN {A — OélBOéQ}) U {A — 04151042 ‘ e ‘ Oélﬁr()ég}.

Pak L(G) = L(G").

IB102 Automaty a gramatiky, 5.11.2012
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Algoritmus transformace do CNF

1. L=0
2. L #(

Gramatiku pro L pfevedeme na vlastni a bez jednoduchych pravidel.

E

A
ab
aB
Ab
AB

SRl I
A

>
l

aBcD
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Lemma o vkladani pro bezkontextové jazyky

Véta 3.24. Necht L je CFL. Pak existuji p,q € N (zavisejici na L)

takova, ze kazdé slovo z € L delsi nez p lze psat ve tvaru z = uvway,
kde

e alespori jedno ze slov v, x je neprazdné (tj. vx # ¢),

o vwzx| <q a

o uv'wx'y € L pro kazdé i € Ny.

Poznamka 3.25. Tvrzeni zistava v platnosti i kdyZ namisto konstant
p, q budeme v3ude psat jen (jedinou) konstantu n.
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Dukaz Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Necht L je generovan gramatikou v CNF.

délka cesty z kofene do listu
= pocet modrych hran
— pocet neterminalu na cesté - 1

hloubka stromu
= maximalni délka cesty

Derivaéni strom hloubky & ma max. 2% listi = slovo délky nejvyse 2F.
Derivaéni strom pro slovo deléi nez 28=1 m3 cestu délky alespoii k.
Tato cesta obsahuje alesponi £ 4+ 1 neterminald.
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Dukaz Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Necht L generovan gramatikou G = (N, X, P, S), kterd je v CNF.
Oznaéme k = card(N) a poloZme p = 2F~1 ¢ = 2%,

Necht z € L je slovo delsi nez p. Pak v libovolném derivaénim stromu
slova z existuje cesta délky alesponi k. Zvolme pevné jeden takovy
strom T" a v ném (libovolnou) nejdelsi cestu C.
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Na cesté C' lze zvolit tFi uzly w1, us, ug s vlastnostmi:

1.

uzly w1, us jsou oznaceny tymz neterminalem, feknéme A,

. uq lezi blize ke kofenu nez s,

2
3. ug je list a
4

. cesta z uy do uz ma délku nejvyse k.
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Pouziti Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Lemma o vkladani je implikace P = (), kde P je vyrok, ze L je CFL
a () jsou uvedené vlastnosti.

Obménu Lemmatu o vklddani =) =— —P lze pouZit k dikazu, Ze
néjaky jazyk L neni CFL — stadi, kdyz ukaZeme platnost —().

—():

1. Pro libovolnou konstantu n € N

2. existuje slovo z € L delSi nez n takové, ze

3. pro v3echny slova u, v, w, x,y spliujici
z = uwvwxy, vr Fe a |lvwx| <n

4. existuje i € Ny takové, Ze uv'wz'y & L.
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Priklad pouziti Lemmatu o vkladani

L={abc|i>1}

1. Pro libovolnou konstantu n € N
2. existuje slovo z € L delSi nez n takové, zZe

3. pro vSechny slova u, v, w, z,y spliujici
z =uwvwzxy, vr #e a |lvwx| <n

4. existuje i € Ny takové, Ze uv'wz'y & L.

— L neni CFL.
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