1. Normalni rozlozeni a odvozena rozlozeni.

Nahodna veli¢ina s normalnim rozlozenim X ~ N(u, 0?) ma dominantni postaveni v poétu
pravdépodobnosti i v matematické statistice. Vyskytuje se v takovych situacich, kdy se ke
konstantni stfedni hodnoté p pricita velké mnozstvi nezavislych nahodnych vliviy, které
lehce kolisaji kolem nuly. Takto vznikla variabilita je charakterizovana konstantou ¢ = 0.
Normalné rozdélena nahodna velicina je tedy urcena dvéma parametry p a o2, kde u je
jeji stiedni hodnota a o® je jeji rozptyl. Specialni pfipad, kde ¢ = 0 a ¢ = 1 nazyvame
standardizované normalni rozlozeni a znacime jej U7 ~ N(0, 1). Priklady: procentové zmény
v cenach akeii na dobte fungujicich trzich ( Eugene Chama, 1960), devizové vyplatni poméry
men,. ..

Ze standardizovaného normalniho rozlozeni U lze riznymi transformacemi odvodit dalsi
rozlozent, z nichz se seznamime s Pearsonovym y2—rozloZzenim, studentovym #—rozlozenim
a Fisher-Snedecorovyim F—rozlozenim. Tato rozlozeni nachazeji velké uplatnéni predevsim
v matematické statistice.

Definice 1.1
O spojité nahodné veli¢ing X fikadme, Ze ma normalni rozlozeni s parametry p a o2, kdyz

Ifx— B - n
jeji hustota je dana vzorcem f(z) = U—»};Q—WE_E(_"EJ , = € R. Zkrécené piseme X ~ N(pu.o?).
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Distribuéni funkei normalni nahodné veli¢iny X vyjadfime
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Definice 1.2
Nahodnou veliéinu U/ ~ N(0.1) nazyvame standardizovana normalni nahodna veli¢ina.
Jeji hustota ma tvar f(u) = ;,-lg?f_é”z, ueR

u 2
a distribuéni funkce ma tvar F(u) = [ %E‘_IT dt.
g VT

Nasledujici véta uvede vlastnosti normalniho rozlozeni.

Poznamka: Pro standardizovanou normadlni veli¢inu je obvyklé oznaceni
hustoty: f (u) = ¢(u) distribuéni funkce: F (u) = qJ(u) :
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Nalezeni vrcholu a inflexnich bodi v obecném pripadé:
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Hlavni charakteristiky kifivky normalniho rozdéleni:

Unimodalni

Symetricka okolo priméru

Asymptoticky se ptiblizuje k ose x

M3 zvonovity tvar

Plocha pod kiivkou = 1

Inflexni body lezi ve vzdalenosti £ ¢ od priméru

99% plochy pod kiivkou se rozprostira ve vzdalenosti + 36 od priméru

0.2 032 0.4

34.1% 34.1%

0.0 0l

Véta 1.3

a)
b)

Jestlize X ~ N(p,0?), pak E(X) = pu, D(X) = 2.

Necht a,b € R, b# 0.
Jestlize X ~ N(u,0%) aY = a+bX, pak Y ~ N(a + bu, b%c?).
[Linearni transformace normélni nahodné veli¢iny normalitu neporusi.]

Necht X,,... X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny,
_ i n n
X;~ N(pg02), i=1,...n.Pak Y = 3 X; ~ N(X i, 3 07)
i=1 i=1 i=1

[Soucet nezavislych normalnich ndhodnych veli¢in je opét normalni ndhodna veli¢ina. |

Nechf X ~ N(u,0?). Pak U = X2 ~ N(0,1)

T

[Normalni nahodnou veli¢inu X standardizujeme tak, ze od ni odecteme jeji stfedni
hodnotu a tento rozdil pak délime jeji smérodatnon odchylkou.|

Poznamka 1.4

Distribuéni funkce nahodné veliciny U ~ N(0, 1) je tabelovana ve statistickych tabulkach
pro u > 0. Jinak se uziva prepoctovy vzorec F(—u) = 1 — F(u). Kvantily nahodné veliciny
L7 ~ N(0,1) se znaé¢i u, a jsou tabelovany pro a = 0, 5. Jinak se u#iva prepoctovy vzorec

By = — Uy




Priklad 1.5

Vysledky u pfijimaci zkousky na jistou VS jsou normalné rozlozeny se stiedni hodnotou
p = 550 bodi a smérodatnou odchylkoun & = 100 boda. Jaka je pravdépodobnost, ze
nahodné vybrany uchazeé bude mit aspon 600 bodu?

Reseni

Nahodna veli¢ina X udava bodovy vysledek nahodné vybraného uchazece, X ~ N(550, 100?)
4‘_2‘_‘.

P(X >600)=1— P(X < 600)=1- P(X < 600)+ P(X =600) =

= 1— P{-“';D-j‘]m < B =1 - P(U <0,5)=1-F(0,5) =1 —0,69146 = 0, 31.

F(0,5) je distribu¢éni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni v bodé 0,5 - viz.
tabulky.

Priklad 1.6

Necht X ~ N(—1,4). Najdéte kvantil K gos(X).

Reseni
U =22~ N(0,1), Kop2s(X) =7

h f 6 & K X+ Ko pzs{X
ﬂ. DQJ : .IDI:J.‘.. E I\u-ugsl:k):] — P{!‘—;’l E D.DBEEE 1] 1‘; _ P{U E CI.OLQ; }+IJ.
Tedy Ho.azséx\]+l = g2
Proto I{D.D'E\E{JY:I == 2'1!.&0—25 —1=2- {—11-1_01025} —1=-2 “Up.ors — 1=-—2-1,96—-1=—4.92

Priklad: K danému ¢isli e, 0 < o < 1, uréete interval tak, aby pro nidhodnou
velicinu U, ktera ma normované normalni rozdéleni N(0; 1) platilo:

a) (&) P(lU|<a)=1-a;

b) (o) PU<a)=1-a

c) (dodeds) PU>a)=1-a.

Resend: a) Z podminky vyplyva

l-a=P(-a<Ucx<a)=®(a) - ®(—a) =2(a) - (1 - ®(a)) =28(a) — 1= ®(a) =1 F.
Odtud plyne, ze a = U2 kvantil. Je tedy

—a<U<ae —u o <U<u_aqa.

b) Obdobné jako v a) dostaneme
l—a=P(U <a)=®(a)= a = u1—n. Je tedy
U<aseU<uj_q-

¢) Z podminky pro interval plyne
l—a=PU>a)=1—®(a) = ®la) = a= a = ug. Je tedy
U>a<U>u,.



Nyni budou nasledovat definice odvozenych rozlozeni (Pearsonovo rozlozeni, Studentovo
rozlozeni a Fisher-Snedecorovo rozlozeni) a souvisejici priklady. V definicich nepfehlédnéte
pozadavky na nezavislost!
Definice 1.7
Necht U/, ..., U, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, U; ~ N(0,1), i =1,....n.
n _
Pak nahodn4 veli¢ina V = 3 U? ~ y?*(n).
i=1
Rikdme, Ze nahodné veli¢ina V ma Pearsonovo rozlozeni "chi kvadrat”™ a parametr n na-

Zzyvame stupné volnosti.
(Explicitni tvar hustoty lze nalézt napr v priloze A Sbirky prikladu.)

Poznamka 1.8
a—kvantil Pearsonova rozlozeni s n stupni volnosti znaéime y2(n). Tyto kvantily jsou
tabelovany a pro n > 30 uzivdme priblizny vatah x;(n) ~ 1(u, ++/2n —1)°
Priklad 1.9
a) Necht V' ~ x?(10). Najdéte kvantil x{ g75(10).

b) Necht V' ~ x*(3). Najdéte kvantil y§ q5(3).
Reseni
a) X2 475(10) = 20,483,

b) X20s(3) = 0,352.

Definice 1.10
Necht [/, V jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, U ~ N(0,1), V ~ x%(n).

Pak nahodna veli¢ina T' = jz ~ t{n). Rikime, Ze nahodna veli¢ina T ma Studentovo

rozlozeni s n stupni volnosti.
(Explicitni tvar hustoty lze nalézt napf v priloze A Sbirky prikladi. )
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Poznamka 1.11
a—kvantil Studentova rozlozeni s n stupni volnosti znacime t,(n). Tyto kvantily jsou ta-
belovany. Pro a < 0,5 se pouziva prepoctovy vzorec ta(n) = —ti1-a(n) a pro distribuéni

funkei plati vztah F(—z) =1 — F(x).
Piiklad 1.12
a) Nechf T ~ t(8). Najdéte kvantil t54(8).

b) Necht T ~ #(6). Najdéte kvantil {gg5(6).

Reseni

a) tyo(8) = 1,3968.

b} t[]__g.s(ﬁ:] — —f.g._gs{ﬁ} — —]_, 9432

Priklad 1.13
Necht X ~ #(14). Uréete konstantu c tak, aby platilo: P(—e < X < ¢) =0,9.

Reseni
0,9=P(—c<X<ec)=F(c)— F(—c)=F(c)—[1=F(c)] =2F(c) — 1
Tedy 0,9 = 2F(c) — 1 = F(c) = 12 = 0,95 = ¢ = tggs(14) = 1,7613

Definice 1.14

Necht V;, V5 jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, V; ~ y%(ny), Vo ~ v¥(no).

Pak nahodna velicina F = :T;’% ~ F(ny,ns). Rikdme, 7e nahodna velidgina F ma Fisher-
Snedecorovo rozlozeni, kde n; je pocet stupin volnosti Gitatele a ns je poéet stupiii volnosti
jmenovatele.

(Explicitni tvar hustoty lze nalézt napf v pfiloze A Sbirky prikladii.)
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Poznamka 1.15
a—kvantil Fisher-Snedecorova rozlozeni se stupni volnosti n,, n; znacime F,(n;,ns). Tyto
kvantily jsou tabelovany. Pro a0 < 0, 5 se pouziva prepoctovy vzorec F,(ny, ng) = ;

Fi—a{nzm}"
Priklad 1.16
a) Necht F' ~ F(5,7). Najdéte kvantil Fjgr5(5,7).

b) Necht F ~ F(8.6). Najdéte kvantil Fjgas(8.6).

Reseni
a) Fogrs(b,7) = 5,2852.

b) Fps(8,6) = —2— = ——-=10,215.

Foers(6,8)  4,6517

Priklad 1.17
Necht X ~ F(5,8). Uréete konstantu c tak, aby platilo: P(X < ¢) = 0,05.

Regeni
0,05 = P(X < )= F(c)
Tedy ¢ = Foos(5,8) = oy = zam = 0» 2075.



Nyni se budeme vénovat nahodnému vektoru s n—rozmérnym normalnim rozlozenim, pro
jednoduchost budeme uvazovat n = 2. Konvenci pii zapisovani nahodnych vektori ilu-
strujme nasledovneé:

.‘}:]_
; , - ; , : Xs
sloupeovy vektor nahodnych veliéin znaéime velkym tlustym pismenem, napt. X =
_XP}]
ty
. o - 2 » % ﬂ-g
sloupcovy vektor konstant znacime malym tlustym pismenem, napf. a =
fly

Definice 1.18

O spojitém nahodném vektorn X = (::,2) fikame, ze ma dvojrozmérné norméalni rozlozeni
2
a tleptep - .
s parametry ju = (:j;) 3= 1 f 2 , kdyz jeho hustota je dana vzorcem

po103 O3

2 2

1 . 1 I:(II_F"[) _Eprl_f‘l_IE_f-‘2_(I2_F:2):[
H{1—p=) L bl | L T3 2
. , xeR*

flx) = 2maioay 1 — Eﬁ

Zkricené piseme X — (:;) ~ No(p, X).
0
1

Pro p = (g) 8 — (; ) mluvime o standardizovaném dvojrozmérném normalnim rozlo-

ZEeT.

Poznamka 1.19
Vyznam parametrii je nasledujici:

m = E(X.), pa = E(X3), 02 = D(Xy), 02 = D(Xa), p= R(X1, X5)

Graf dvourozmerne hustoty
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Véta 1.20
Necht dvojrozmérny vektor X ma dvojrozmérné normalni rozlozeni

X z a3l 10

SR T
2 Ha POy Ta T
Potom pro marginalni rozlozeni skalarni nahodné veliciny X; plati: X; ~ N(p;, 02), i = 1,2.
[Slozky normélniho nahodného vektoru normalitu "podédi”.|
Véta 1.21
2
Necht X = ( 2 ) ~ N, i ) ( - pglzg ! )) je normalni ndhodny vektor,
2

X Ha PO10% LE
; a \. T : bu b . : Qs w
nechf a = o | e vektor realnych ¢isel, necht B = b B ) I€ matice realnych éisel.
2 71 bag
Potom transformovany nahodny vektor Y = a + BX ~ Ny(a+ Bu, BEXB').
[Linearni transformace zachovava normalitu.|
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Priklad 1.22

Necht devizovy kurs marky je ndhodna veli¢ina X ~ N(19,0.5%) a devizovy kurs dolaru je
nahodna velidina X, ~ N(32,0.62). Korelace R(X;, X5) = —0.8. Jaka je pravdépodobnost,
ze ménovy kos 0.65X; + 0.35X5 bude mit hodnotu vétsl nez 247 Navod:

X w19 0.25 —0.072
X | 32 )| —o072 036

0.65X; + 0.35X, = (0.65 0.35) ( ;‘:‘ )
2
Priklad 1.23
Nechf kursy dvou akcii json nahodné veliciny X; ~ N(600,40%), X, ~ N(800,30%). Kore-
lace R(X;, X5) = —0.4. Jaka je pravdépodobnost, ze index X; + X5 nepoklesne pod 1300
boda?

Reseni
P(X; + X, > 1300) =?
Jelikoz X, X5 jsou korelované, nelze nzit véty 1.3.c). Abychom mohli uzit vét 1.20 a 1.21,

# T e 'v » - - X
musime nejdfive uréit rozlozeni nahodného vektorn X = (Y;)

X, v 600 1600 —480
X, )72\ soo )\ —480 900 :
(Pro prvek o5 matice ¥ plati: 15 = 041 = poyoy = —0,4- 40 - 30 = —480)

0 1
Uzijeme-li ve vété 1.21 a = ( 0 ) aB = (

i B ) potom transformovany nahodny vektor

Y=at+BXx= (011N
rozlozena i kazda jeho slozka. Tedy ndhodna veli¢ina Z = X| + X5 ma normalni rozlozeni
a pro jeji parametry plati:

E(Z)=E(X;+ X;) = E(X;) + E(X3) = 600 + 800 = 1400

D(Z)= D(X; + X5) = D(X;) + D(X3) + 2C( X, X3) = 1600 + 900 — 2 - 480 = 1540

Z ~ N(1400, 1540)

zlistava normalné rozlozeny a dle véty 1.20 je normélné

0

P(X1+ Xy > 1300) = P(Z > 1300) = 1 — P(Z < 1300) + P(Z = 1300) =
=1— P{% < %ﬂ—” —1— P(U < —2,55) = P(U < 2,55) = 0, 99486,

Index X, + X, nepoklesne pod 1300 bodi s pravdépodobnosti 0,9946.
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Nahodny vektor X ma vicerozmérné normalni rozdéleni, jestlize jeho hus-
tota je dana vztahem

(x—p)"E N x—p)
2 3

F(x) = (2m)P? |22 exp

kde p je vektor strednich hodnot a ¥ je kovarianéni matice.

Vicerozmérné normalni rozdéleni ma tyto vlastnosti:

e linearni kombinace prvki z X maji normalni rozdéleni
e viechny podmnoziny X maji normalni rozdéleni

e neckorelovanost veli¢in z X (slozek vektoru X)) znamena i jejich neza-
vislost

e viechna podminéna rozdéleni jsou normalni

I pro vicerozmeérné normalni rozdéleni je mozno chapat kvadratickou formu
v exponentu jako étverec vzdalenosti vektoru x od vektoru p, ve kterém je
obsazena 1 informace z kovarinacni matice

C?=(x—p) S (x—p).

C' je Mahalanobisova vzdalenost, pro zvolenou hodnotu f(x) jeji ¢tverec
je geometricky plocha elipsoidu se stfedem p a osami cy/A;v; pro j =
1.2,--- ,p, kde A; jsou vlastni cisla matice 2 a v; jsou vlastni vektory

1 J L .
matice 2.

C?= (X — p) TS YX — p) ~ x%p)
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