4. Metody hledani bodovych odhadi parametri. Uvod do
testovani hypotéz.

4.1. Motivace: Necht’ Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L($8 ), které zavisi
na parametru 9. Ukolem je najit statistiku T = T(X, ..., X,), kterd nabyva
hodnot blizkych parametru 8 resp. parametrické funkci h(8), at’ je hodnota
parametru 8 jakdkoliv. Seznamime se se dvéma metodami hleddni bodovych
odhadt, a to metodou maximalni vérohodnosti a metodou momentu.

4.2. Definice: Definice maximalné vérohodného odhadu.

Necht X;, ..., X, je nahodny vybér z diskrétniho rozloZeni (je popsdno
pravdépodobnostni funkci m(x; §) resp. ze spojitého rozlozeni (je popsano
hustotou @(x; 9)).

Simultanni pravdépodobnostni funkce resp. simultdnni hustota ndhodného
vektoru (X, ..., Xp) je m(xy ; 8)...7w(X, ; 8) resp. ¢ (x5 8)...0 (X,; §). Pro pevné

dané x = (X, .., X,) zavedeme vé&rohodnostni funkci L(8)=rn| m(x,;9)
i=1

v diskrétnim ptipadg resp. L(9)= |'| o(x,;9) ve spojitém piipadg.
i=1

Statistika 8(X), ktera ma tu vlastnost, ze 090Z:L[)>L(8), se nazyva
maximalné vérohodny odhad parametru 9.

(Misto vé&rohodnostni funkce L(8) pouZzivame logaritmickou vé&rohodnostni
funkci In L(8).)

4.3. Definice: Definice vérohodnostnich rovnic.
Necht 8 = (9,,...,9,). Logaritmickou vérohodnostni funkci In L(8) parcidlng
derivujeme podle 3,,...,9, a derivace polozime rovny 0:
oL, 9) o j_1 5 | g

99,
Dostaneme systém vérohodnostnich rovnic. Jeho feSenim je maximalné
vérohodny odhad parametru 9: §(X)= (SI(X),...,Sk(X)).

4.4. Priklad: (Maximalné vérohodny odhad v diskrétnim skalarnim ptipad¢)

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozloZzeni A(8). Metodou
maximalni vérohodnosti najdéte odhad parametru 9.
ReSeni:

X; _ 1-x; —
X ~ A(8)=> () = {19”(1 9) ¥ prox =0,1
0 jinak

Vérohodnostni funkce: L(9) = |'| 95 (1-9)™ = 1921 (1 —19)“_?i prox;=0,1,=0

i=1

n

jinak.



Logaritmicka funkce vérohodnosti: InL(9)=1n9 Eﬁ:xi + [n - ixi Jln(l -9)
i=1 i=1
Vérohodnostni rovnice:
X. n-— X.
dlnL({)):iZ:l: b Z‘ N
dd ) 1-9

N (1—19)§xi —S(n—éxi] =0=

n

:,,Z;:xi —SZ:xi 19 +9) x, =0 =

n
X;

=
i

Maximalné vérohodnym odhadem parametru 9 alternativniho rozloZzeni A(9) je
tedy statistika 9(X) =M, tj. vyb&rovy primér.

4.5. Priklad: (Maximaln¢ vérohodny odhad ve spojitém vektorovém piipade)
Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z normalniho rozlozeni N(j, ¢%). Metodou
maximalni vérohodnosti najdéte odhad vektorového parametru 9= (i, 6°).

(x-p)’
W 1 —_ 5
Reseni: X ~ N(, 6%) => ¢(x) = e 20
(1, 67) => @(x) oy
n n 1 _(xi-u) 1 _i(Xi_E)z
Vérohodnostni funkce: L(8)=[7 ¢(x;;1,0) =T e o = R
i=1 i=1 0\/5[ (2_“0_2)3
- (xo-w)

Logaritmicka funkce vérohodnosti: InL(8)=- %ln(Znoz) -

Veérohodnostni rovnice:

dInL(9) N\
= -u)=0
au 0_2 p (Xl u)
dInL(9) 1 )
9o’ 20° * 20" 45 (i -w)

Zprvni rovnice plyne > x,-np=0=p= lZXi . Maximaln¢ vérohodnym
n 5

i=l1

odhadem parametru p je tedy statistika i(X)= lZXi =M, tj. vybérovy primér.
n

i=1



Z druhé rovnice plyne —n02+zn:(xi—p)220. Za u dosadime odhad

le =ma ziskame &’ ——Z(x -m)’. Maximalné vérohodnym odhadem
n

a:

parametru o° je tedy statistika 6*(X)= lZ(X -M).
n

4.6. Definice: Definice momentového odhadu
Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L($9),8 O=. Pfredpokladame, ze
existuje prvnich k pocate€nich momentt p,'= E( r) rozlozeni L(8),r=1, 2, ...,

« | . TR ..
k. Ozna¢me Mr‘:—ZXi vybérové pocatecni momenty, r =1, 2, ..., k. Statistika
n s
9(X), ktera je feSenim systému momentovych rovnic u,'=M_',r=1,2, ..., k, se

nazyva momentovy odhad parametru 8.

4.7. Priklad: Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozloZeni
Ge(9). Metodou momentii najdéte odhad parametru 9 .
1-8)*"dprox=0,1,...

3 Lze odvodit, ze
0 jinak

ReSeni: X ~ Ge(s) => n(x) = {

E(X):%.

1
1+M

Momentova rovnice: u, =M, , tj. % =M=1-9=0M=§(X)=

4.8. Motivace k testovani hypotéz.

Castym tukolem statistika je na zakladé dat ovéfit predpoklady o parametrech
nebo typu rozlozeni, z né¢hoz pochazi nahodny vybér. Takovému predpokladu se
fika nulova hypotéza. Nulova hypotéza vyjadiuje néjaky teoreticky predpoklad,
Casto skeptického rdzu a uZivatel j1 musi stanovit predem, bez piihlédnuti k
datovému souboru. Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera
fikd, co plati, kdyZ neplati nulova hypotéza. Alternativni hypotéza je
formulovana tak, aby mohla platit jenom jedna z téchto dvou hypotéz.
Pravdivost alternativni hypotézy by znamenala objeveni néjakych novych
skute¢nosti nebo zasadnéjsi zménu v dosavadnich ptedstavach.

Napft. vyzkumnik by chtél na zaklad¢ dat provéfit tezi (novy objev), Ze pasivni
koufeni Skodi zdravi. Jako nulovou hypotézu tedy polozi tvrzeni, ze pasivni
koufeni neskodi zdravi a proti nulové hypotéze postavi alternativni, ze pasivni
koufeni Skodi zdravi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postup, ktery je zaloZzen na daném
nahodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodneme o zamitnuti ¢i nezamitnuti
nulové hypotézy.



4.9. Definice: Definice nulové a alternativni hypotézy.
Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L(9), kde parametr 90=
nezname. Necht’ h(9 ) je parametrické funkce a ¢ dané redlnd konstanta.

a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(9) = ¢ se nazyvéd jednoducha
nulova hypotéza. Proti nulové hypotéze postavime sloZzenou oboustrannou
alternativni hypotézu H;: h(9) # c.

b) Levostrannad alternativa: Tvrzeni Hy: h(8) > ¢ se nazyva slozena
pravostranna nulova hypotéza. Proti jednoduché nebo slozené
pravostranné nulové hypotéze postavime slozenou levostrannou
alternativni hypotézu Hy: h(9) <c.

c) Pravostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h(8) < ¢ se nazyva slozena
levostranna nulova hypotéza. Proti jednoduché nebo slozené levostranné
nulové hypotéze postavime sloZenou pravostrannou alternativni hypotézu
Hi:h(9)>c.

Testovanim H, proti H; rozumime rozhodovaci postup zaloZeny na ndhodném
vybéru
X1, ...y Xy, 8 JehoZ pomoci zamitneme ¢i nezamitneme platnost nulové hypotézy.

(Volba alternativni hypotézy neni libovolnd, ale vyplyva z konkrétni situace.
Napt. pii soucasné technologii je pravdépodobnost vyrobeni zmetku & = 0,01.

a) Po rekonstrukeci vyrobni linky byla obnovena vyroba, pficemz technologie
zlstala stejnd. Chceme oveéfit, zda se zménila kvalita vyrobkil. Testujeme Hy: 3
=0,01 proti H;: 8 # 0,01.

b) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem zvysit kvalitu. V tomto
piipad¢ tedy testujeme Hy: 8 = 0,01 proti Hy: § <0,01.

c) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem snizit nédklady. V této
situaci testujeme Hy: 8 = 0,01 proti Hy: 8 > 0,01.)



4.10. Definice: Definice chyby 1. a 2. druhu.

Pti testovani Hy proti H; se miizeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1.
druhu spociva v tom, ze Hy zamitneme, a¢ ve skutecnosti plati a chyba 2. druhu
spoc¢iva v tom, Ze Hy nezamitneme, a¢ ve skuteCnosti neplati. Situaci piehledné
znazoriuje tabulka:

skutecnost rozhodnuti
H, nezamitame H, zamitame
Hy plati spravné rozhodnuti | chyba 1. druhu
Hy neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnuti

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci a a nazyva se hladina vyznamnosti
testu (vétSinou byva a = 0,05, méné& casto 0,1 ¢i 0,01). Pravdépodobnost chyby
2. druhu se znaéi B. Cislo 1-P se nazyva sila testu a vyjadfuje pravdépodobnost,
ze bude H, zamitnuta za pfedpokladu, ze neplati. Obvykle se snazime, aby sila
testu byla asponi 0,8. Ob¢ hodnoty, a 1 13, zavisi na velikosti efektu, ktery se
snazime detekovat. Cim drobné&jsi efekt, tim musi byt vétsi rozsah nahodného
vybéru.

4.11. Poznamka: Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze tiemi
zpusoby.

Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze lze provést pomoci
kritického oboru, pomoci intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.

4.12. Definice: Definice testového kritéria, oboru nezamitnuti, kritického oboru
a kritickych hodnot.

Statistika Ty = To(Xj, ..., X,) se nazyva testovym kritériem. MnoZina vSech
hodnot, jichz mize testové kritérium nabyt, se rozpadd na obor nezamitnuti
nulové hypotézy (zna¢i se V) a obor zamitnuti nulové hypotézy (znaci se W a
nazyvd se téz kriticky obor). Tyto dva obory jsou oddé€leny kritickymi
hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti o je lze najit ve statistickych
tabulkach).

4.13. Véta: Rozhodnuti o nulové hypotéze pomoci realizace testového kritéria
v oboru nezamitnuti ¢i v kritickém oboru.

JestliZe Ciselna realizace ty testového kritéria Ty padne do kritického oboru W,
pak nulovou hypotézu zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti o a znamena to
skute¢né vyvraceni testované hypotézy. Jestlize t, padne do oboru nezamitnuti
V, pak jde o pouhé mlceni, které platnost nulové hypotézy jenom piipousti.



4.14. Véta: Stanoveni kritického oboru v pfipadé oboustranné alternativy,
levostranné alternativy, pravostranné alternativy.

Kriticky obor v ptipad€ oboustranné alternativy ma tvar
W - (tmin ’ I<0(/2 (T)> u <K1—O(/2 (T)9 tmax )9

kde Ky»(T) a K;_»(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz se tidi testové kritérium T,
je-li nulova hypotéza pravdiva.
Kriticky obor v pripad€ levostranné alternativy ma tvar:

W = (£, Ko (T)).
Kriticky obor v pfipad¢ pravostranné alternativy ma tvar:
W = <Kl—a (T)’tmax)'

4.15. Poznamka: Doporuceny postup pii testovani nulové hypotézy proti
alternativni hypotéze pomoci kritického oboru.

- Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit
jako alternativni hypotézu ten piedpoklad, jehoZ pfijeti znameni zdvazné
opatteni a mélo by k nému dojit jen s malym rizikem omylu.

- Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime a = 0,05, mén¢ casto 0,1
nebo 0,01.

- Najdeme vhodné testové kritérium a na zaklad¢ zjisSténych dat vypocitame jeho
realizaci.

- Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou
hypotézu zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a a pfijimame alternativni hypotézu.
V opacném piipad¢ nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti a.

- Na zakladé rozhodnuti, které jsme ucinili o nulové hypotéze, u€inime néjaké
konkrétni opatfeni, napt. sefidime obrabéci stroj.

(Pf1 testovani hypotéz musime mit k dispozici odpovidajici néstroje, nejlépe
vhodny statisticky software. Nemdme-li ho k dispozici, musime znat ptislu§né
vzorce. Dale pottebujeme statistické tabulky a kalkulacku.)



4.16. Véta: Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze pomoci
100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci h(9).

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci
h(9). Pokryje-li tento interval hodnotu c¢, pak H, nezamitame na hladiné
vyznamnosti a, v opacném piipad¢ Hy zamitdme na hladiné vyznamnosti a.

Pro test Hy, proti oboustranné alternativé sestrojime oboustranny interval
spolehlivosti.
Pro test Hy proti levostranné alternativé sestrojime pravostranny interval
spolehlivosti.
Pro test Hy, proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval
spolehlivosti.

4.17. Véta: Testovani nulové hypotézy proti alternativni hypotéze pomoci p-
hodnoty.

hypotézy. Je to riziko, ze bude zamitnuta H, za ptedpokladu, ze plati (riziko
planého poplachu). Jestlize p-hodnota < o, pak H, zamitdme na hlading
vyznamnosti o, je-li p-hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti
Q.

Zpusob vypoctu p-hodnoty:

* Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(T, <t,), P(Ty > t()}.
* Pro levostrannou alternativu p = P(T, < ty).

* Pro pravostrannou alternativu p = P(T > t,).

(p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, sjakou Cciselné realizace x;, ..., X,
ndahodného vybéru X;, .., X, podporuji H,, je-li pravdiva. Statistické
programové systémy poskytuji ve svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet
vyzaduje znalost distribu¢ni funkce rozlozeni, kterym se tidi testové kritérium
Ty, je-li Hy pravdivd. Vzhledem k tomu, Ze v béznych statistickych tabulkach
jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho
rozlozeni, bez pouziti specialniho software jsme schopni vypocitat p-hodnotu
pouze pro test hypotézy o stiedni hodnoté normalniho rozlozeni pii znamém
rozptylu.)



4.18. Poznamka: Ilustrace vyznamu p-hodnoty.
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4.19. Priklad: Necht Xj, ..., X400 je nahodny vybér z N(w,0,01). Je zndmo, Ze
vybérovy primér se realizoval hodnotou 0,01. Na hladiné¢ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: > 0

a) pomoci intervalu spolehlivosti

b) pomoci kritického oboru

¢) pomoci p-hodnoty.

Reseni:
ad a) Pti testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternativé pouzivame
levostranny interval spolehlivosti.

o 0,1 0,1
d=m-—= =0,01-—— =0,01——1,64485=0,0018.
m \/Hul—u \/4—00“0,95 20

Protoze ¢islo ¢ = 0 nelezi v intervalu (0,0018; ), Hy zamitdme na hlading
vyznamnosti 0,05.

ad b) Vypocteme realizaci testové statistiky:
_m-c _0,01-0_0,01(20

ty i 0,1 0.1 =2.
Jno 400

Stanovime kriticky obor:

W = (U, ,0) = (U 5,00) = (1,64485, o)

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy, zamitame na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

ad c) Pii testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternativé se p-hodnota
poCita  podle vzorce: p = P(Ty, > t). VnaSsem pfipadé:

p=P(T, 22)=1-®(2)=1-0,97725=0,02275. ProtoZze p-hodnota je mensi nez
hladina vyznamnosti 0,05, Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.



