5. Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

5.1. Motivace: MozZnost pouZiti statistickych testii je podminéna né&jakymi
piedpoklady o datech. Velmi cCasto je to pfedpoklad o typu rozloZeni, z n¢hoz
ziskana data pochazeji. Mnoho testl je zaloZeno na ptfedpokladu normality.
Opomijeni piedpokladi o typu rozlozeni mulze v praxi vést 1 ke zcela
zavad¢jicim vysledkiim, proto je nutné vénovat tomuto problému patiicnou
pozornost.

5.2. Popis Kolmogorovova — Smirnovova testu a jeho Lilieforsovy varianty
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi

o 1 ) ,
z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x). Necht’ F, (x) = —card{l;Xi < x} je vybérova
n

distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika D, = sup |F,(x) - ®(x)|.

—o0<x <00

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti a, kdyz D, > D,(a), kde
Dy () je tabelovana kritick4 hodnota.
(Pro n > 30 Ize D,(a) aproximovat vyrazem 2Lln2 )

n a
Upozornéni: Nulova hypotéza musi specifikovat distribucni funkci zcela
piesné, véetné vSech jejich ptipadnych parametrii. Napt. K-S test 1ze pouZit pro
testovani hypotézy, Zze ndhodny vybér X4, ..., X, pochazi z rozlozeni Rs(0,1), coz
se vyuziva pii testovani generatori nahodnych ¢isel.

Lilieforsova modifikace Kolmogorovova — Smirnovova testu

Necht nulova hypotéza tvrdi, Ze ndhodny vybér pochédzi z normélniho rozlozZeni,
jehoZ parametry p a 6° nezname. Tyto parametry musime odhadnout z dat. Tim
se zmeéni rozlozeni testové statistiky D,. V takovém ptipadé jde o Lilicforsovu
modifikaci Kolmogorovova — Smirnovova testu. PfisluSné modifikované
kvantily byly uréeny pomoci simula¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE: Test normality poskytuje hodnotu
testove statistiky (ozn. d) a dvé p-hodnoty. Prvni se vztahuje k pfipadu, kdy p a
o° zname predem, druhd (ozn. Liliefors p) se vztahuje k piipadu, kdy p a o
nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (tj. non significant), pak hypotézu o
normalité nezamitadme na hladin€ vyznamnosti 0,05.



5.3. Priklad: Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci Lilieforsovy varianty
K- Stestu ovéite na hladiné vyznamnosti 0,05, zda tato data pochazeji
z normalniho rozlozeni.

Reseni: Odhadem stfedni hodnoty je vybérovy primér m = 11, odhadem
rozptylu je vybérovy rozptyl s*> = 10. Usporadany nahodny vybér je (8, 9, 10, 12,
16). Vypocteme hodnoty vybérové distribucni funkce:

X<81F5(X):0,8SX<91F5(X):%:0,2,9SX<102F5(X):§:0,4,

10Sx<12:F5(x)=%=O,6,12£X<16:F5(x)=%=0,8,x216:F5(x)=1

Hodnoty teoretické distribu¢ni funkce ®r(x) v bodech 8§, 9, 10, 12, 16:
8-11
P 8)=P —— |=P(-0,95)=1-D(0,95)=1-0,82894 = 0,17106
=071 =0-099)=1-0(005)

9-11
P 9)=P — | =P(-0,63)=1-D(0,63)=1-0,73565=0,26435
6)=¢ 21 |=o-063)=1-0{053)

GJT(IO) 10-11

® = ®(-0,32)=1-®(0,32) =1-0,62552 = 0,37448
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® = ®(0,32) = 0,62552
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@, (16) o

® = ®(1,58) = 0,94295

(d je distribucni funkce rozlozeni N(0,1).)

Rozdily mezi vybérovou distribu¢ni funkci Fs(x) a teoretickou distribu¢ni funkci
CDT(X):

d,=0,2-0,17106 = 0,02894; d, = 0,4 — 0,26435 = 0,13565; d; = 0,6 — 0,37448
=0,22552;

d,=0,8—-0,62552 =0,17448; ds =1 — 0,94295 = 0,05705.

Testova statistika: Ds = 0,22552, modifikovana kriticka hodnota pro n =5, a =
0,05 je 0,343. Protoze 0,22552 < 0,343, hypotézu o normalit¢ nezamitime na
hladin€ vyznamnosti 0,05.



5.4. Popis Shapirova — Wilkova testu
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze nahodny vybér X, .., X, pochazi
z rozlozeni N(p, 6°).
Testova statistika ma tvar:
2

m

Z ai(”) (X(n—i+1) - X(i))

i i=1

n 2

Z(Xi _M)2

i=1
kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n liché. Koeficienty a™ jsou
tabelovany.
Na testovou statistiku W lze pohlizet jako na korelaéni koeficient mezi
uspotadanymi pozorovanimi a jim odpovidajicimi kvantily standardizované¢ho
normalniho rozloZeni. V ptipad¢, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnim
rozloZzenim, bude mit W hodnotu 1. Hypotézu o normalité tedy zamitneme na
hladin€ vyznamnosti o, kdyZ se na této hladiné neprokaze korelace mezi daty a
jim odpovidajicimi kvantily rozloZeni N(0,1).
Lze také fici, Ze S — W test je zaloZen na zjisténi, zda body v Q-Q grafu jsou
vyznamnég odlisné od regresni piimky prolozené témito body.
(S-W test se pouziva piedevSim pro vybéry menSich rozsahii, n < 50, ale v
systtmu STATISTICA je implementovano jeho rozSifeni 1 na vybéry velkych
rozsaht, kolem 2000.)

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

V sedmi ndhodné vybranych prodejnach byly zjistény nasledujici ceny urcitého
druhu zbozi (v K¢): 35, 29, 30, 33, 45, 33, 36. Rozhodnéte pomoci Lilieforsovy
varianty K-S testu a S-W testu na hladin¢ vyznamnosti 0,05, zda lze tyto ceny
povazovat za realizace nahodného vybéru z normalniho rozlozeni.

ReSeni:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a 7 ptipadech. Do proménné X
jsou zapiSeme zjisténé ceny.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tabulky ¢etnosti - OK — Proménné X,
OK — Normalita — zaskrtneme Lilieforstiv test a Shaphiro - Wilksiv W test —
Testy normality

Testy normality (Tabulka22)

N| max D |Lilliefors W p
Proménna p
X 7 0,240290 p>.20 0,868661 0,180679

V tabulce je uvedena hodnota testové statistiky pro Lilieforsiv test (d =
0,24029) a pro S-W test (W = 0,86866) a odpovidajici p-hodnoty. Lilieforsovo p

3



je pocitano na zaklad¢ parametri odhadnutych z dat. V naSem ptipadé p > 0,2 a
pro S-W test p = 0,18068. Ani jeden z testli nezamitd nulovou hypotézu o
normalité.

Vypocet doplnime normalnim pravdépodobnostnim grafem a kvantil —
kvantilovym grafem:

Graphs — 2D Graphs - Normal Probability Plots (resp. Quantile- Quantile plot)-
Variables X — OK.

N-P plot:
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5.5. Poznamka: Dalsi testy normality

Existuji testy normality zaloZzené na vybérové Sikmosti a SpiCatosti. Pro
nahodnou veli€inu s normalnim rozlozenim plati, ze jeji Sikmost i Spicatost jsou
nulové. Pro vybér z normalniho rozloZeni by tedy vybérova Sikmost a Spicatost
m¢ély byt blizké 0.

Necht’ Xj, ..., X, je ndhodny vybér.

L2 (% M)
e

n g

Vybérova Sikmost: A, =

Vybérova Spicatost: A, = = -3

Lze dokazat, Ze pro vybér z normalniho rozloZeni plati:

B(a)=0, D(a)= 7Dy )on € s )= 2l o2nn)
(o) +3) ; o1 (a3 )

Pro n — oo se statistiky A,+/n a A,+/n asymptoticky fidi normalnim rozloZenim.

Test zalozeny na Sikmosti zamitne hypotézu o normalité¢ na asymptotické
hladin€ vyznamnosti a, kdyz

_|45]

2U—q/2,
JD(4,)

D’ Agostintv test: zavedeme pomocné veliCiny

Us

3(n2 +27n - 70)(n +1)(n +3)
(n=2)n+5)n+7)n+9)
w?=2b-1)-1,

b=




Us | (U3

Testova statistika ma tvar Z3 =d [n e p j +11 aplati, Ze ma pfiblizné

rozlozeni N(0,1). Pro n>8 zamitame hypotézu o normalité pokud |Zs| = u 4, .

Test zalozeny na $picatosti zamitne hypotézu o normalité na asymptotické
hladin€ vyznamnosti a, kdyz

_ |A4 _E(A4)| >u
4= —F— =Ul-aq/n2
1/DiA4i )

Také v tomto ptipade existuje D’Agostinova modifikace testu, nebudeme ji ale
uvadét. Z dalSich testd normality lze jmenovat napi. Andersontiv-Darlingtiv
nebo Jarque-Beratv test.

5.6. Popis testu dobré shody v diskrétnim a spojitém pripadé

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér X, .., X, pochazi

z rozlozeni s distribucni funkci ®(x).

a) Je-li distribu¢ni funkce spojitd, pak data rozd€lime do r tfidicich intervalt
(u ;»u j+l>, j =1, .., 1. Zjistime absolutni Cetnost n; j-t¢ho tfidiciho intervalu a

vypocteme pravdépodobnost pj, Zze ndhodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci
®(x) se bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza,
pak p; = O (uj11) - (u)).

b) Ma-li distribucni funkce nejvySe spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak
misto t¥idicich intervali pouZijeme varianty X, j = 1, ..., r. Pro variantu xg;
zjistime absolutni Cetnost n; a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodna
veli¢ina X s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat variantou xj;. Plati-li
nulova hypotéza, pak p, = d)(xm) lim®(x) = P(X = x[j]).

X—vXJ]_

Testova statistika: K = Zm
= np;

Plati-li nulova hypotéza, pak K = y*(r-1-p), kde p je pocet odhadovanych
parametrti daného rozlozeni. (Napt. pro normalni rozloZeni p = 2, protoze z dat
odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou hypotézu zamitame na
asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > y14(r-1-p). Aproximace se
povazuje za vyhovujici, kdyz tzv. teoretické Cetnostinp; > 5,j=1, ..., r.



Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je silné zavisla na volbé tfidicich
interval. Navic pfi nesplnéni podminky np; > 5, j = 1, ..., r je tfeba nekteré
intervaly resp. varianty sluovat, coz vede ke ztrat¢ informace.

5.7. Priklad (test dobré shody pro diskrétni rozloZeni): Byl zjiStovan pocet
poruch urcitého zatizeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich 100 h
intervalech. Vysledky méteni:

Pocet poruch za 100 hodin provozu 0 1 2 3 4avic

Absolutni ¢etnost 52 48 36 10 4

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ndhodny vybér
X, ..., X150 pochazi z rozlozeni Po(1,2).

Resent:

Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina s rozlozenim Po(A), kde A = 1,2 bude
nabyvat hodnot Pos vy P4 a vic je

R

D, = e2,=0,1,23,p, =1=(po +py +py +p3).

FREE
Vypoclty potiebné pro stanoveni testové statistiky K uspotadame do tabulky.

(nj —Ip; )2
Y np; np;

—.

5210,301]150.0,301=45,151,039
4810,361|150.0,361=54,15|0,698
36/0,217]150.0,217=32,55/0,366
10]0,087|150.0,087=13,05(0,713
4 10,034|150.0,034=5,1 0,237

AWIN|—=O

K = 1,039 + 0,698 + 0,713 + 0,237 = 3,053, r = 5, ¥’005(4) = 9,488. Protoze
3,053 < 9,488, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvofime datovy soubor o dvou proménnych (POCET a CETNOST) a péti
ptipadech a zapiSeme do n¢j hodnoty 0 1 23 4 a 52 48 36 10 4.

Statistiky — Proklddani rozdéleni — Diskrétni rozdéleni — Poissonovo — OK —
Proménna POCET — Proménnd vah CETNOST — Stav zapnuto — OK —
Parametry Lambda 1,2, OK.



Proménna: pocet, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,20000 (Tabulka4)

Chi-kvadrat = 3,03371, sv = 3, p = 0,38646

Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % | Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
Kategorie Cetnosti Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Ocekav. | O&ekav. | Oéekav.
<= 0,00000 52 52 34,66667 34,6667 45,17914 45,1791 30,11943 30,1194
1,00000 48 100 32,00000 66,6667 54,21495 99,3941 36,14330/ 66,2627
2,00000 36 136 24,00000 90,6667 32,52897 131,9231 21,68598 87,9487
3,00000 10 146 6,66667 97,3333 13,01159 144,9347 8,67439 96,6231
< Nekonecno 4 150 2,66667 100,0000 5,06535 150,0000 3,37690 100,0000

Ve vystupni tabulce je uvedena hodnota testového kritéria (3,03371) a
odpovidajici p-hodnota (0,38646). Nulova hypotéza se tedy nezamitd na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

(Podminky dobré aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti -
uvedené ve sloupci Ocekavané Cetnosti — jsou vetsi nez 5.)

Pro vytvotfeni grafu se vratime do ProloZeni diskrétnich rozloZzeni — Zakladni
vysledky — Graf pozorovaného a o¢ekavaného rozdéleni.

Proménna: pocet, Rozdéleni:Poissonovo, Lambda = 1,2000

Chi-kvadrat test = 3,03371, sv = 3, p = 0,3864€
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5.8. Priklad (test dobré shody pro spojité rozlozeni): Byl potfizen nahodny vybér
rozsahu n = 100. Jeho ¢iselné realizace byly rozttidény do 5 ekvidistantnich
ttidicich intervald o délce 0,04, pficemz dolni mez prvniho tfidiciho intervalu je
3,92. Absolutni Cetnosti jednotlivych tfidicich intervala jsou: 11, 20, 44, 19, 6.
Vybérovy primér se realizoval hodnotou m = 4,02 a vybérova smérodatna
odchylka hodnotou s = 0,04.

Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze ndhodny vybér
pochézi z normalniho rozlozeni.



Refeni:

Vypoclty potiebné pro stanoveni testové statistiky K uspotadame do tabulky.
Pfitom symbolem ® znac¢ime distribu¢ni funkci rozlozeni N(u,csz), kde p = 4,02
aoc=0,04.

Wou) [0 | PE@U)- D(w) | np; (0 —npy)” | (o, =np, f
np;
(3,92,3,96> 11 0,060598 6,0598 |24,4060 |4,0276
(3,96, 4,00> 20 0,241730 24,1730 1 17,4142 | 0,7204
(4,00, 4,04) | 44| 0,382925 38,2925 | 32,5756 | 0,8507
(4,04, 4,08> 191 0,241730 24,1730 | 26,7608 | 1,1070
(4,08, 4,12> 6 |0,060598 6,0598 | 0,0036 0,0006

K = 4,0276 + 0,7204 + 0,8507 + 1,1070 + 0,0006 = 6,7063
Kriticky obor: W = <X21—a (r=1-p).20) = (X005 (5 ~1-2),0) =(5,9915,00)

Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, hypotézu o normalité
zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Protoze nemame k dispozici pivodni data, ale jenom tfidici intervaly a jejich
cetnosti, do nového datového souboru o dvou proménnych xj a nj zadame stredy
ttidicich intervall a jejich absolutni Cetnosti:

1 2
Xj nj
1 3,94 11
2 3,98 20
3 4,02 44
4 4,06 19
5 4,1 6
Statistiky — Prokladani rozdéleni — ponechame implicitni nastaveni pro

Normalni rozdéleni — OK — Proménna xj — klikneme na ikonu se zdvazim —
Proménna vah nj — Stav Zapnuto — OK — Parametry — Pocet kategorii 5, Primér
4,02, Rozptyl 0,0016, OK.

Dostaneme vystupni tabulku:



Proménna: xj, Rozdéleni:Normalni (Tabulka10)

Chi-kvadrat = 5,54004, sv = 2, p = 0,06266
Horni Pozorované | Kumulativ. Procent Kumul. % | Ocekav. | Kumulativ. | Procent |Kumul. %
hranice Cetnosti Pozorované |Pozorované |Pozorované |Cetnosti | Ocekav. | O&ekav. | Oéekav.
<= 3,96000 11 11 11,00000 11,0000 6,68072 6,6807 6,68072 6,6807
4,00000 20 31 20,00000 31,0000 24,17303 30,8538 24,17303 30,8538
4,04000 44 75 44,00000 75,0000 38,29249 69,1462 38,29249 69,1462
4,08000 19 94 19,00000 94,0000 24,17303 93,3193 24,17303 93,3193
< Nekonecno 6 100 6,00000 100,0000 6,68072 100,0000 6,68072/ 100,0000

V zédhlavi vystupni tabulky je uvedena hodnota testového kritéria (5,54004),
pocet stupiit volnosti = 2 a p-hodnota (0,06266). Nulova hypotéza se tedy
nezamita na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Rozdil oproti ruénimu vypoctu je zpiisoben tim, Ze systém STATISTICA

uvazuje prvni interval \~ %, 3,96> a posledni interval <4,08, °°) .

Pro vytvofeni grafu se vratime do ProloZeni spojitych rozdéleni — Zakladni
vysledky — Graf pozorovaného a ocekavaného rozdéleni.

Proménna:xj, Rozdéleni:Normain

Chi-kvadrat test = 5,54004, sv = 2, p = 0,06266
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5.9. Poznamka: Test dobré shody miize byt pouzit i v téch ptipadech, kdy
rozlozeni, zn¢hoz dany ndhodny vybér pochazi, neodpovida néjakému
znamému rozlozeni (napf. exponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ...), ale je
urceno intuitivn€ nebo na zakladé zkuSenosti.

5.10. Priklad: Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na
kazdé z nich pocet zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢.rostliny 1 {2 |3 (41516 |7 |8 (9 |10
pocet Zlutych semen [25(32(14]70|24(20|32|44|50 |44
pocet zelenych semen | 11|7 |5 [27]13]|6 |13|9 [14]|18
celkem 36(39|19]97|37|26|45|53|64 |62
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Z genetickych modelt vyplyva, ze pravdépodobnost vyskytu zZlutého semene by
mela byt 0,75 a zeleného 0,25. Na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze vysledky Mendelovych pokust se shoduji s modelem.

Reseni:
Vypocty potiebné pro stanoveni testové statistiky K uspofadame do tabulky.
2
, (nj B nPj)
J |5 D np; np;

25]0,75]136.0,75=27  10,148148
3210,75]39.0,75=29,250,258547

N | —

1014410,75]62.0,75=46,5 |0,134409

K =0,148148 + 0,258547 + ... + 0,134409 = 1,797495, r = 10, %’0.05(9) = 16,9.
Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitaime na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvotime datovy soubor se tfemi proménnymi Celkem, X a Y a 10 pfipady. Do
proménné Celkem zapiSeme celkovy pocet zlutych a zelenych semen, do X
zapiSeme pozorované absolutni cCetnosti Zlutych semen, do proménné Y
vypocitané teoretické Cetnosti (v naSem pitipad¢ Celkem*0,75).

Statistiky — Neparametricka statistika — Pozorované vs. oéekavané y* —
Proménné Pozorované Cetnosti X, Ocekavané Cetnosti Y, OK — Vypocet.

Pozorované vs. ocekavané Cetnosti (Mendel hrach
Chi-Kvadr. = 1,797495 sv = 9 p =,994280
POZN.: Nestejné soucty pozor. a oCek. Cetnosti
pozorov. | oCekav. P-0O (P-O)*2
X Y /0
25,0000 27,0000 -2,00000 0,148148
32,0000 29,2500 2,75000 0,258547
14,0000 14,2500 -0,25000 0,004386
70,0000 72,7500 -2,75000 0,103952
24,0000 27,7500 -3,75000 0,506757
20,0000 19,5000 0,50000 0,012821
32,0000 33,7500 -1,75000 0,090741
44,0000 39,7500 4,25000 0,454403
50,0000 48,0000 2,00000 0,083333
44,0000 46,5000 -2,50000 0,134408
ct 355,0000 358,5000 -3,50000 1,797495

o
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Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu testové statistiky (Chi-Kvadr. = 1,797495)
a odpovidajici p-hodnotu, kterou porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti.
V nasem pftipad¢ je p-hodnota 0,99428, takze nulova hypotéza se nezamita na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.
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