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Uvod

Predmeétem této diplomové prace jsou linearni diferen¢ni rovnice prvniho fadu a jejich
aplikace.

Tato prace méa charakter ucebniho textu. Cilem je probrat teorii diferenc¢nich rovnic
prvniho fadu a ukéazat jejich vyuziti pii feseni prikladd. Tato prace mize byt vyuzita stu-
denty gymnazii s rozsifenou vyukou matematiky pii probirani uciva Diferencni rovnice.
Studenti vysokych skol mohou tento text vyuzit k rozsifeni uciva probiraného v kurzu
Matematicka analyza IV.

Prace je rozdélena do péti kapitol. Teorie v kazdé kapitole je doplnéna ptiklady.

Prvni kapitola se zabyva posloupnostmi — zptisobem jejich zapisu, posloupnosti aritme-
tickou a geometrickou, jsou zde definovany pojmy diference a limita posloupnosti.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny zaklady diferen¢niho a sumac¢niho poctu, jejichz znalosti
vyuzijeme v dalsich kapitolach pii feseni diferenc¢nich rovnic. Sumacni pocet je zde pouzit
i pii hledani souc¢tu n ¢lentd posloupnosti a souctu fad. Nékteré véty jsou zde uvedeny bez
dikazu, je vSak mozno tyto dikazy najit v uvedené literatute, nebo si je ctenafr muze zkusit
provést sam.

Treti kapitola je vénovéana linearnim diferenénim rovnicim prvniho fadu. Jsou zde vy-
svétleny postupy pfi feseni téchto rovnic a tyto postupy jsou ukazany na ptikladech. V této
kapitole se zabyvame i tim, jak miize feSeni diferen¢ni rovnice ovlivnit pocate¢ni podminka.

Ve ¢tvrté kapitole si vSimame toho, jak diferenc¢ni rovnice souvisi s gama funkci. Znalost
gama funkce vyuzijeme pii feseni homogenni rovnice pomoci sumace.

V paté kapitole jsou uvedeny a vyfeseny aplikac¢ni tllohy na diferen¢ni rovnice a zaby-
vame se zde souvislosti mezi diferen¢nimi rovnicemi a fetézovymi zlomky.

Prace je vysazena systémem IXTEX.

Pouzité znaceni:

N mnozina pfirozenych cisel

R mnozina realnych cisel
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Kapitola 1

Posloupnosti

S pojmem posloupnost se mizeme setkat jiz na stfedni Skole. Tato kapitola ma za cil
zopakovat tento pojem v rozsahu stfedoskolské latky. V ucebnici [7] najdeme tuto definici
posloupnosti:

Definice 1. Kazda funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnozina N vSech pfirozenych cisel,
se nazyva nekonecnd posloupnost.

Kazda funkce, jejiz defini¢ni obor je mnozina vSech pfirozenych c¢isel n < ng, kde ng je
pevné dané ¢islo z N, se nazyva konecna posloupnost.

Pozndmka 1.1. Nékdy je treba defini¢ni obor posloupnosti rozsitit o nulu, tedy defini¢nim
oborem byva mnozina N U {0}. Tento defini¢ni obor vétsinou byva pouzivan v aplikacich.

Oznaceni. Posloupnost miizeme znacit rizné, nejéastéjsimi zpisoby oznaceni jsou: {a, }22
a (a,)%, jednoduseji {a,} a (a,). V tomto textu budeme vétsinou pouzivat znaceni (a,,).
Rovnéz n-ty c¢len posloupnosti byva znacen ruzné, napiiklad a, nebo a(n). V tomto textu
budeme pouzivat oba zptsoby.

Posloupnost se obvykle zadava néjakym pfedpisem pro n-ty ¢len, napiiklad a, = n?

pro n € N. Nékdy lze zadat posloupnost vyctem prvki, vétsinou nékolika prvnich clent,
napiiklad (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...).

Priklad 1.1. Napiste prvnich pét ¢lent posloupnosti, jejiz n-ty ¢len je:

a) a, =2;
1

b) a, = nz;

— 3n+l,
C) an = 5,755

_ l—cosnm
d) an = =5

Reseni.  a) 2,2,2,2,2;

b) 1, v2, V3, 2, V5;
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4 13 16.
C) 3 _77 107 EREGE

d) 1,0, 1,0, 1.

Priklad 1.2. Najdéte n-ty ¢len posloupnosti:
a) (2,22,2324 25 26 ),
b)
¢) (4, —4,4,—4,4,—4,4,...);
d) (1,3,9,27,81,...).
Resend.  a) a, = 2"
b) a, = Z—i;;
¢) an = (=1)""14;

d) a, =3""1.
|

Priklad 1.3. Vypoditejte druhy, tfeti a ¢tvrty ¢len posloupnosti (a,,), ktera je dana takto:

ay = 4
Gpi1 = —2ay, pro kazdé n € N.
Reseni. ay = —2a; = —8, az = —2ay = 16, ay = —2a3 = —32.

|
V posloupnosti (a,) je dan prvni ¢len a déle je k dispozici vzorec, pomoci néhoz mizeme
pro kazdé n € N vypocitat ¢len a, 1 na zakladé znalosti predchoziho ¢lenu. Takovyto zpi-
sob zadani se vyskytuje ¢asto. Rikame, 7e posloupnost je urcena rekurentné (z latinského
recurrere, oz znamena vraceti se, jit zpét).

Priklad 1.4. Najdéte obecny ¢len posloupnosti dané rekurentné a napiste jejich pét prv-
nich ¢lenti:

a) ay =2, a1 = an + 1
b) a1 =1, apy1 = —a,.
Reseni.  a) 2,3,4,5,6;a, =n+1;

b) 1,-1, 1,-1, 1; a, = (—1)"+1,
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Piiklad 1.5. Definujte rekurentné posloupnost (tj. vyjadiete ¢len a,,; pomoci ¢lenu a,,):
a) (1—n)3ly;
b) (1+(=1)")3%;

Reseni. a) a1 =0, apy1 = a, — 1;

b) a1 =0, api1 =2 — ay.

|
Pojem diference se ve stredoskolské ucebnici objevuje poprvé v souvislosti s pojmem
aritmetickd posloupnost:

Definice 2. Posloupnost (a,) se nazyva aritmetickd, pravé kdyz existuje takové redlné
¢islo d, ze pro kazdé prirozené c¢islo n je

Qpy1 = Qp + d.

Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

V aritmetické posloupnosti (a,) tedy pro kazdé n € N plati
Qpi1 — Gp = d.
Tim je vysvétlena volba nazvu diference pro d.

Véta 1.1. Pro soucet s, prunich n cleni aritmetické posloupnosti (a,), tj. pro a; + ag +

<o+ ay, plati
n
Sp = §(a1 + ay).

Dalsim druhem posloupnosti je geometricka posloupnost:

Definice 3. Posloupnost (a,) se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje takové realné
¢islo ¢, ze pro kazdé ptirozené cislo n je

Gp4+1 = Ang.

Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
V geometrické posloupnosti (a,) s kvocientem ¢ # 0 plati pro kazdé n € N

n—1
a, = a1q .

Véta 1.2. Pro soucet s, pronich n cleni geometrické posloupnosti (a,) s kvocientem q
plati:
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a) je-li g =1, pak

Sn = nar,
b) je-li q # 1, pak
"—1
Sp = alq (1.1)
qg—1

Ustfednim tématem, které nas bude u posloupnosti zajimat, bude otizka, zda a jak
rychle se jednotlivé ¢leny posloupnosti méni. V pfipadé funkci mizeme zmény funkénich
hodnot pozorovat pomoci derivace funkce. V pfipadé posloupnosti si stac¢i vS§imat, o kolik
se lisi dva bezprostfedné po sobé jdouci ¢leny posloupnosti. Tim dospivame k zakladnimu
pojmu, pomoci néhoz budeme posloupnosti studovat, k diferenci posloupnosti, ktera je zo-
becnénim pojmu diference aritmetickeé posloupnosti z definice 2:

Definice 4. Necht a,, a,1 jsou dva po sobé jdouci ¢leny posloupnosti (a,,). Rozdil a,,+1—a,
se nazyva diference posloupnosti (a,) v bodé n a oznacuje se Aa,,. Plati tedy

Aa, = api1 — ay. (1.2)

Pozndamka 1.2. Symbol A oznacuje velké fecké pismeno ,delta“.

Priklad 1.6. Stanovte diferenci posloupnosti:

a) a, =C;
b) bn = n;
c) ¢, =n?;
d) d, = 3"
e) e =1

f) f.=n.b"

Reseni. Plati Aa,, = a1 — an. Tedy:

a) AC=C —C =0

1

(n+1)n;

(n-5") = (n+1)5"" —n-5" =5"(5n +5 —n) = 5"(4n + 5).
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[
Diilezita vlastnost posloupnosti je pojem limita:

Definice 5. Cislo a se nazyva limita posloupnosti (a,,), pravé kdyz ke kazdému kladnému
¢islu e existuje ng € N tak, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n > ny plati

la, —a|] < e.

Piseme lim,, o a, = a. V tomto pifipadé fikdme, ze (a,) konverguje (je konvergentni).
Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni.

Priklad 1.7. Pomoci definice limity posloupnosti se presvédcte, ze plati:

2
. n“+n-—2
lim —— =1.
n—oo m?2—1
Reseni. Mame tedy za tikol dokézat, ze ke kazdému e > 0 existuje ny € N tak, Ze pro
vSechna pfirozena cisla n > ng je

- 1’ <e. (1.3)

Vyfesime nerovnici (1.3) s neznamou n € N. Nejprve upravime vyraz na levé strané nerov-
nice:

n’>+n—2 . n4+n—-2-n"+1| |n-1] n—-1 1
n?—1 B n?—1 Cn2—1| n?2—-1 n+1
Od nerovnice (1.3) mizeme tedy pfejit k nerovnici
L <
€
n+1
Jeji Teseni je
n+1>-
n>-—1
€
SR . . « ve ;v 1 . «
ReSenim nerovnice (1.3) jsou vSechna pfirozend ¢isla =5 < ¢, tj. pro viechna tato n

plati (1.3). Celkové mizeme ¥ici, Ze pro libovolné e > 0 a ny > %—}- 1 plati (1.3) pro v8echna
n > ng.
|
Nasledujici priklad je zde uveden jako motivacni — pfi jeho feSeni sice sestavime dife-
renc¢ni rovnici, ale budeme ji fesit spise intuitivné. Pro oznaceni ¢asu pouzijeme ¢ misto n.
Ctenar se k tomuto piikladu mfize vratit po prostudovani kapitoly 3 a zkusit si jej vyTesit
pomoci véty 3.3.

10
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Priklad 1.8. Je pozorovano, ze hmotnostni ibytek radioaktivni latky za urcitou ¢asovou
jednotku je timérny hmotnosti, kterd byla ddna na zacatku casové jednotky. Pokud je
polocas rozpadu radia 1600 rokt, najdéte vzorec pro jeho hmotnost jako funkci ¢asu.

Resend. Necht m(t) reprezentuje hmotnost radia po ¢ letech. Potom pro hmotnostni tibytek
plati
m(t+1) —m(t) = —km(t), teN,

kde k je kladna konstanta. Upravou dostavame
m(t+1) = (1 —k)m(t) (1.4)
prot=0,1,2,.... Vyjadiime-li m(t) pomoci m(0), dostaneme
m(t) = m(0)(1 — k).

Pokud je polocas rozpadu 1600, znamena to, ze za 1600 let se rozpadne pravé polovina
jader a hmotnost radia se zmensi na polovic¢ni, tedy

mummznmm1—@mm:%mmy

1

1\ T600
1—k= (=

(2)"

7n@):7nm)<%>w%.

Tento problém je v ucebnicich tradi¢né fesen sestavenim diferencialni rovnice

Odtud

a nakonec dostavame

m/(t) = —km(t), t>0,

tj. t je spojitd proménna. V naSem feSeni jsme sestavili rekurentni vztah (1.4), kde t € N
a tato rovnice se nazyva diferencni rovnice 1. fadu. ReSeni prezentované zde, pti kterém
jsme vyuzili diferen¢ni rovnici, je o néco kratsi a pouziva pouze elementarni algebru.

11
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Kapitola 2
Diference a sumace

vvvvvv

funkce, ktery zname z diferencialniho poc¢tu, odpovida v diferenénim poc¢tu pojem diference.
Naucime se pocitat diference zakladnich posloupnosti. Zavedeme pojem sumace, ktery je
inverzni operaci k operaci diference. Uvedeme zakladni pravidla pro pocitani sumaci a
vyuzijeme je k pocitani souctu n ¢lent posloupnosti a souc¢tu nekonecnych rad.

2.1 Diference

S pojmem diference jsme se seznamili jiz v kapitole 1. Nasledujici véta nam udava vzorce
pro diferenci souc¢tu a rozdilu, souc¢inu posloupnosti s konstantou, souc¢inu posloupnosti a
podilu posloupnosti:

Véta 2.1. Necht (a,) a (b,) jsou posloupnosti, ¢ € R konstanta. Potom plati:
a) Ala, £b,) = Aa, £ Ab,

b) A(ca,) = cAa,

c) Alapb,) = an1Ab, + byAay, = a,Aby, + by1Aay,
d) Alayb,) = a,Ab, + b,Aa, + Aa,Ab,

an _ bnAap—anAby
6) Abn o bnbn+1

Porovname-li uvedend pravidla s odpovidajicimi pravidly pro derivact téchto operaci,
vidime, Ze jsou podobné. Vsimnéme si, ze neuvadime pravidlo, které by bylo analogické
diferencovani slozené funkce. Diskrétni analogie fetézového pravidla totiz neexistuje, coz je
jedna ze specifickych vlastnosti, ktera zretelné odlisuje diferencni pocet od diferencialniho.

Pozndmka 2.1. Vétu 2.1 nebudeme dokazovat, dilkkaz vzorcl z této véty je jednoduché
cviceni na pocitani s diferencemi. Cely dikaz je mozno najit v [5].

V prikladu 1.6 jsme uz pocitali diference nékterych zakladnich funkci. V nésledujici
vete si jesté uvedeme pravidla pro diferencovani funkci sin a cos.
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Véta 2.2. Necht a € R. Plati

a) Asinan =2cos(n+ 1) a-sing,

b) Acosan = —2sin(n+ 1) a-sing.
Dikaz. a) Asinan = sin(a(n+ 1)) — sinan = 2cos (2”21)0“ -sing = 2cos(n+3)a-
sin §, nebot sin A —sin B = 2cosA+TB sin A_TB.
b) Acosan = cos(a(n+ 1)) —cosan = —2sin (n + 1) a-sin %, protoze cos A — cos B =

= —2sin AJ“TB sin A_TB.

]

Priklad 2.1. Pomoci véty 2.1 a prikladu 1.6 muzeme stanovit diference nasledujicich
posloupnosti:

a) An®+n+6)=An*+An+A6=2n+1)+1+0=2n+2;
b) A(7-5") = TA5" = 7-4.5" = 28 . 5";

c) A(5™-n?) =5"An? + n*A5" + A5"An* =5"(2n+ 1) +n?-4-5"+4-5"(2n+ 1) =
= 5"(4n? + 10n + 5).

|
Piiklad 2.2. Vypoctéte A[(n + 3) - 4"].

Regeni. Vypo¢itame tento piiklad dvéma zptisoby: podle definice a pomoci véty 2.1(c) o
diferenci soucinu.

a) A[(n+3)-4"=(n+4)-4"" —(n+3)-4"=4"-[4n+16 —n — 3] = (3n + 13) - 4".

b) Al(n +3) -4" = 4"A(n + 3) + (n + 4)A4" = 4"(An + A3) + (n+4) - 3-4" =
4" + (3n + 12) - 4™ = (3n + 13) - 4™.

Véta 2.3 (O diferenci zakladnich posloupnosti). Necht C' je konstanta, Py, Ry, resp.
Qr_1 jsou polynomy k-tého, resp. k — 1-tého stupné o promeénné n. Pak plati:

a) AC =0;
b) APy(n) = Qr-1(n);
c) Aa" = (a—1)a™;

d) Aa"Py(n) =a"Ri(n) pro a#1.

13



KAPITOLA 2. DIFERENCE A SUMACE

Diference polynomu

S polynomy pracujeme casto. Je proto dobré védét, jak snadno bez dlouhych vypocta urcit
jejich diferenci. Jestlize napfiklad mame urcit diferenci polynomu

n® + 4n* 4+ 9n — 3,
vime podle véty 2.1, ze
A(n® +4n® +9n — 3) = An® +4An* + 9An — A3.

Musime tedy jesté vypocitat diference An?®, An?, atd.

Podle definice 4 na strané 9 vypocitame diferenci An* takto:
AnF = (n+ 1) —nk.

Nyni vyuzijeme znalost binomické véty:

An* = (lg) n* + (llf)nk_l + (g)nk_z + (g)nk_?’ + e+ (k ﬁ 1) n' + (Z) n® —nk,

a protoze (lg)nk =nka (Z

AnF = (];)nk_l + (§>nk_2 + (g)nk_‘q’ 4+ (k;ﬁl)n+ 1.

P1i samotném vypoctu je snazsi nepracovat s kombina¢nimi ¢isly pfimo, ale prostied-
nictvim Pascalova trojihelnika

)no = 1, dostavame

I Y R B 6 B ) B B

Koeficienty diference posloupnosti a, = n* lezi na (k + 1)-tém fadku, p¥icem? vy-
nechavame prvni koeficient na p¥islusném fadku (to odpovidd odeéteni n* od (n + 1)).
Tedy

An =1,

An? =2n +1,

An® =3n%+3n + 1,

An* =4n®> +6n* +4n+1, atd.

(2.1)

14
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Dostavame tedy A(n® +4n*+9n—3) =3n’+3n+1+4(2n+1)+9-1 =3n*>+ 11n+ 14.
Priklad 2.3. Pouzitim véty 2.1 a pomoci vztahi (2.1) vypoctéme diference posloupnosti:
a) a, =4n*+2n+7;
b) a, = Tn* —3n3 +2n — 1.
Reseni. a) A(4n®>+2n+7) =4An? +2An+TA1=4(2n+1)+2-1 = 8n + 6;
b) A(7n* —3n3+2n — 1) = TAn* — 3An® + 2An — Al =

=T7(4n®* +6n* +4n+1) —3(3n* +3n+1) +2-1 = 28n* + 33n% + 19n + 6.
[

V dalsi definici se seznamime s posloupnosti, ktera predstavuje mocninné pravidlo v di-
feren¢nim poctu:

Definice 6. Bud k € N. Diskrétni mocninou 7adu k (zobecnénou mocninou k-tého vddu)
rozumime posloupnost (funkci definovanou na mnoziné N)

n®=n.-(n-1)-(n—2)-...-(n—k+1).
Dale definujeme n(®) = 1. Pro k € N definujeme

1

n(ik):n~(n+1)~(n+2)~...~(n+k—1)'

Véta 2.4. Bud n,k € N. Plati
a) An(k) — kn(k_l)
b) An(=F) = —fp(=k-1)

Pozndmka 2.2. Ve [3] je misto pojmu diskrétni mocnina n® zaveden pojem faktoridlovd

funkee t). Definici tohoto pojmu si uvedeme pozdéji — v kapitole 4. Tyto dvé funkce se
lisi definici pro zaporna k, resp. r. Naptiklad pro k = —4 podle nasi definice dostavame

nY = L .
n(n+1)(n+2)(n+3)

Faktoridlova mocnina je pro zaporna r definovana takto:

1

Jestliie T = —1, —2, —3, .« ey pOtOHl t(r) = W

Dostavame tedy
(—) _ 1
(t+1D)(Et+2)(t+3)(t+4)

tedy podobny vyraz, ktery je jen posunuty o 1. Véta 2.4 je platna pro oba pojmy.

15
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Piiklad 2.4. Vypoététe An® a An(=3).
Reseni. Podle véty 2.4 dostavame

a) An® =3n® = 3n(n - 1),

(=3) — _3p(-4) — -3
b) An'™ = —=3n"Y = 1) (n—2)(n—3)"

2.2 Sumace

Podobné jako derivaci funkce odpovida pojem diference posloupnosti, odpovida primi-
tivni funkci pojem sumace posloupnosti. Z diferencidlniho poctu vime, ze plati:

d

— t)ydt | =y(t).

i ([ oar) =0
Neurcity integral neni urcen jednoznac¢né, napiiklad

/costdt =sint + C,

kde C' je libovolna konstanta. Neurcita sumace je rovnéz urcena jednoznac¢né az na aditivni
konstantu, nazyvanou sumacni konstanta, jak si pozdéji ukazeme.

Nyni si uvedeme definici neurcité sumace:

Definice 7. Rikame, Ze posloupnost (b,) je sumaci posloupnosti (a,,), plati-li
Ab, = a, provsechna n=12,....

Sumaci znacéime

Z (a,) mnebo Z .

Z definice 7 plyne, Ze pro posloupnost (a,) plati

A <Z an> = a,.

Piiklad 2.5. a) Posloupnost (n) je sumaci posloupnosti (1,1,1,...), nebot An = 1.
Tato vlastnost plati pro libovolnou posloupnost tvaru (n + C'), nebot

An+C)=An+AC=1.
Zapisujeme

len—l—C, C eR.

16
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b) Podobné, posloupnost (5") je sumaci posloupnosti (4 - 5"), nebot A5™ =4 - 5. Plati
ovSem, Ze kazda posloupnost (5" + C) je sumaci posloupnosti (4 - 5"), nebot

AB"+C)=A"+AC=4-5"+0=4-5".

Toto zapiseme
Y 4.5"=5"+C,  CeR

Obecné, je-li posloupnost (b,,) je sumaci posloupnosti (a,) a C' je konstanta, potom téz
posloupnost (b, + C') je sumaci posloupnosti (a,). Jak jiz bylo zminéno, konstanta C' se
nazyva sumacni konstanta.

Vidime tedy, ze pokud k dané posloupnosti existuje sumace, je sumaci nekonecné
mnoho. Vyvstava tak otazka, zda k dané posloupnosti mohou existovat sumace, které
se nelisi o konstantu. Tvrzeni véty 2.6 1ika, ze takové posloupnosti existovat nemohou.
Nejprve si vSak dokdzeme lemma, jehoz tvrzeni pouzijeme v dikazu véty 2.6.

Lemma 2.5. Necht (a,) je posloupnost. Pak plati:
Aa, =0 a, =C,
kde C je libovolna konstanta.

Dikaz. ,<* 7 predpokladu a, = C plyne Aa, = AC = 0.
»,=" Podle predpokladu Aa, = 0, tedy a,,1 — a, = 0 pro vSechna pfirozena n. Potom
Qpi1 = CQp = Qp_1 =+ =01 = C. O]

Véta 2.6. Necht posloupnosti (by,), (d,) jsou sumacemi posloupnosti (a,). Potom ezistuje
konstanta C tak, Ze

dn:bn“‘C, n € N.

Diikaz. Jestlize (b,) a (d,) jsou sumacemi posloupnosti (a,), plati a,, = Ab, a a,, = Ad,,
tedy i Ab, = Ad,. Jednoduchou upravou dostaneme Ab, — Ad,, = 0 a podle véty 2.1(a)
muzeme psat Alb, — d,] = 0. Z véty 2.5 plyne, ze b, — d, = C a tedy d,, = b, + C. ]

Nyni si uvedeme vétu obsahujici pravidla pro sumaci souctu a rozdilu dvou posloupnosti,
pro sumaci posloupnosti vynasobené konstantou a metodu per partes.

Véta 2.7. Necht (a,) a (b,) jsou posloupnosti, k € R. Potom
a) > la, £b,] => a, b,

b) > lkan] =k an,
c) > lanAby) = anb, — > [bni1lay] (metoda per partes).

V nésledujici vété jsou uvedena pravidla pro sumaci nékterych jednodussich funkei.
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Véta 2.8. Necht a,C jsou konstanty, k € NU{0}. Potom

a) Y. a=an+ C.
B) Sn®) = LnG) 4

—k) _ 1 —k+1

d) Zsinan:—m;s(i%i)—l—a (a # 2n).
e) Zcosan:m;s(i%i)+0, (a # 2n).

) (Z) - (k:l-l) +C

Jak uz vime, pojem sumace je analogicky pojmu primitivni funkce. Proto jsou analo-
gické i metody stanoveni sumaci, které plynou ze znamych vzorct pro diference posloup-
nosti.

Véta 2.9 (Sumace zakladnich posloupnosti). Necht Q, resp. Pry1 jsou polynomy
promeénné n stupné k, resp. k+ 1, C' a a jsou konstanty, a # 1. Pak plati

a) 3. Qr(n) = Pepa(n) +C,

b) Yam =24+ C,

c) > (a"Qr(n)) = a"Ri(n) + C, kde Ri(n) je polynom stupné k.
Priklad 2.6. Naleznéte sumaci posloupnosti a,, = 4 - 5".

Reseni. Pfi hleddni sumace vyuZzijeme vétu 2.7(b) a vétu 2.9(b):

24.5”:425”:455_nl+0:5"+0.

Vidime, ze jsme dostali stejny vysledek jako v piikladé 2.5(a).

|
Sumace polynomu budeme Tesit tzv. metodou neurcitych koeficienti, kterou si vysveét-
lime na nasledujicim prikladé.

Piiklad 2.7. Naleznéte sumaci posloupnosti a, = 3n? +n + 2.

Re$end. Posloupnost (a,) je polynom druhého stupné, sumaci proto musi byt polynom
tretitho stupné. Je tedy

Z(3n2+n+2):an3+bn2+cn—l—d.

18
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Neznamé koeficienty a, b, ¢ stanovime pomoci ekvivalentniho vzorce
3n? +n+2=A(an® +bn® + cn + d).

Plati
A(an® +bn* + cn + d) = aAn® + bAn® + cAn + dAl.

Podle vztahii (2.1) vime, Ze An® = 3n?+2n+1, An? = 2n+1 a An = 1, takZe dostdvame

Alan® +bn®* +en+d) = a(3n® +3n+ 1) +b(2n + 1) +c = 3an® + (3a+2b)n +a + b+ c.

Vysledny polynom se ma rovnat polynomu a, = 3n% + n + 2 pro vsechna n. Toto bude
platit, jestlize se koeficienty u odpovidajicich mocnin obou polynomi budou rovnat. Plati

3a=3
3a+2b=1
a+b+c=2.

Odtud vypocteme a =1, b= —1 a ¢ = 2. Proto
> (BrP+n+2)=n*-n’+2n+C,

kde C je libovolna konstanta.

2.3 Soucet n ¢lent posloupnosti
Pojmu sumace se d& vyuzit pii stanoveni souc¢tu s,, prvnich n ¢lent aq,ao, ..., a, po-
sloupnosti (a,). Pro posloupnost ¢aste¢nych souctii plati vztah
Sp=a1+as+ -+ a,.
Proto s,41 =ay +as+ -+ an + apy1 a AS, = Spi1 — Sp = Anyi, t.
Sy = Z Api1- (2.2)

Priklad 2.8. Urcete soucet n Clentd geometrické posloupnosti.

Reseni. Podle vztahu (2.2) dostdvame
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Konstantu C' dostaneme po dosazeni pocatecni podminky s; = ay:

+C,

S1=a1 = ap

qg—1

q —a
C = 1-— = )
al( q—l) q—1

Po dosazeni dostavame vztah

odkud

s —q " m :aq"—l
n lq_1 q—l 1q_17

ktery souhlasi se vztahem (1.1) pro g # 1, ktery jsme uvedli v kapitole 1 na strané 9.

Priklad 2.9. Naleznéte vzorec pro vypocet souc¢tu s, prvnich n ¢lent posloupnosti
an = n?.

Reseni. Podle vztahu (2.2) plati
Sp = Za”“ = Z(n+1)3 = Z(n3+3n2+3n—|—1).
Postupujme jako v prikladé 2.7. Polozme
Z(n3+3n2+3n—|—1) = an* +bn® + en® + dn +e.
Ke stanoveni koeficientt a, b, ¢, d a e pouzijeme ekvivalentniho vztahu
n3 +3n® +3n+ 1= A(an* + bn® + en? +dn + e).
Podle véty 2.1 (a) a vztaht (2.1) plati

Aan® +bn® + cn® + dn + €) = aAn* + bAn® + cAn® + dAn + eAl =
=a(4n® +6n® +4n+1) +0(Bn* +3n+1) +c(2n+1)+d =
= 4an® + (6a + 3b)n® + (4a + 3b+2c)n +a + b+ c+d.

Koeficienty a, b, ¢ a d zjistime srovnanim s koeficienty u stejnych mocnin n. Dostavame
tedy

da =1
6a+3b=3
da+3b+2c=3
a+b+c+d=1.
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Po vyfeseni této soustavy mémea:i,b:%,c:}lad:& Proto
1 1 1
_ 3 2 _toa 43 L9
sn—g (n” +3n +3n+1)—4n tontnte

Konstantu e uréime dosazenim za n = 1 do ptedpisu posloupnosti a s,: s; = 1* = 1.

1 1 1
1:512114+§13+112+e:1+e.
Tedy e = 0 a hledany soucet miuzeme zapsat ve tvaru
u 1 1 1 n? n?
3 3 3 _ 3 _ 4 3 2 _ 2 _ 2
P42+ 4n _;k =t gnt o= (0Pt 1) = - (n+1)°,
po upravé
2
13+23+...+n3_[M}
5 )

Priklad 2.10. Naleznéte vzorec pro vypocet souctu s, prvnich n ¢lent posloupnosti
an = n’.

Reseni. Tento piiklad budeme fesit stejnym postupem jako piiklad 2.9. Plati

Sn:ZanH :Z((n—i—l)z) :Z(n2+2n+1),

sn:Z(n2+2n+1) = an® + bn® + cn + d.
Abychom nalezli koeficienty a, b, ¢ a d, tento vztah upravime:
n?+2n+1=A(an® +bn* +cn+d) =
=a(3n® +3n+1) +b(2n+ 1) +c = 3an® + (3a +2b)n +a + b+ c.

tedy

Pro koeficiety a, b a ¢ tedy dostavame hodnoty a = %, b= % ac= %. Tedy
1, 1, 1
n== = = d.
S 3n + 2n + 6n+
Potiebujeme vypodcitat jesté konstantu d: s; = 12 =1,
1 1 1
l=s;=-1P+-1*+-1+d=1+d
s1=73 + 5 + 5 + +d,

proto d = 0. Hledany soucet méa tedy tvar
1 1 n(n+1)(2n+ 1)

1
12 22 2:_3 — 2 T = )
+25+ 4N 3n —|—2n +6n 6

Pozndmka 2.3. Na stifedni skole byva obvykle vztah

o nn+1)(2n+1)
6
pouze uveden a je dokazovan pomoci matematické indukce.

12+22 4. 4n
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2.4 Soucet rady

Soucet n ¢lend posloupnosti umoziuje vypocet souc¢tu nekonecné rady

00
E anp =a1 +ag+---.
n=1

Soucet s této fady je definovan jako limita posloupnosti ¢astecnych soucta s, = a; + as +
-+ 4+ ay,, tj. souCet s nekonecné rady je

s = lim s,. (2.3)

n—oo

Priklad 2.11. Vypocitejte soucet fady
“n+1
. 2.4
n=1
Reseni. Nejdiive uréime vztah pro s,. Vime, ze plati
n+2 (1\"" 1\" /1
ma=ga=(3) =) ()
=Y aa=3(3) (3n+1
n — n+l — 92 9 .

V tomto piipadé nejde o polynom. Podle véty 2.9 (c) bude feseni ve tvaru soucinu (
néjakého polynomu prvniho stupné, tedy

Pro s,, plati

N
SN—"
o

I
—
o |
~_

w

/5

o

+

@‘

+

Q
PR
oo w
\/
/\
N

S

_|._

Q
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Podle (2.3) je

\" 3
s = lim [(§> (—n—3)+3} = lim l—n; +3} = 3.

Tedy soucet fady (5.11) je s = 3.
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Kapitola 3

Linearni diferenc¢ni rovnice 1. radu

V této kapitole se budeme zabyvat studiem diferencnich rovnic. V diferencidlnim poctu
studujeme tzv. diferencialni rovnice, tj. rovnice obsahujici neznamou funkci a jeji derivace,
zatimco v diferenénim poctu diferencni rovnice predstavuji rovnice o neznamé posloupnosti
a jejich diferencich.

V této kapitole budeme probirat specidlni tfidu diferencnich rovnic, takzvané linearni
rovnice. Pouzivani pojmi linedarni a nelinedarni je zde zcela analogické k jejich pouzivani
v teorii diferencialnich rovnic. Pfitom se omezime ve vSech naSich diskuzich na rovnice,
které obsahuji jedinou nezavislou a jedinou zavislou proménnou.

Definice 8. Necht p(n) a r(n) jsou posloupnosti, pti¢emz p(n) # 0 pro vSechna n. Linedrni
diferencni rovnice pruniho 7dadu je tvaru

y(n+1) = p(n)y(n) = r(n). (3.1)

Je-li r(n) = 0, nazyva se rovnice homogenni, jinak nehomogenni.

Poznamka 3.1. Rovnice (3.1) se nazyva prvniho fadu, protoZe obsahuje hodnotu y pouze
v n an+ 1. Rovnice (3.1) je definovana pro n € N nebo n € NU {0}.

Resenim diferenéni rovnice (3.1) rozumime posloupnost y = a(n) takovou, ze
a(n + 1) — p(n)a(n) = r(n).

Obecnym Tesenim rovnice (3.1) rozumime posloupnost, kterd je feSenim dané diferenéni
rovnice a zavisi na konstanté C'. Pii dosazeni za konstantu C', nebo pomoci konkrétné
zvolenych pocéatec¢nich podminek vznika partikuldrni reseni rovnice (3.1).

Pozndmka 3.2. Obecné feseni je tedy vzorcem popisujicim mnozinu vsech partikularnich
feseni.
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3.1 Homogenni rovnice
Homogenni linearni diferencni rovnice 1. fadu je tvaru
u(n+1) — p(n)u(n) = 0. (3.2)

Nyni si uvedeme véty obsahujici zakladni vlastnosti fesSeni rovnice (3.2) a definici linearni
zavislosti dvou posloupnosti.

Véta 3.1. Necht posloupnost y = a(n) je tesenim rovnice (3.2), pak také posloupnost
y = Ca(n) je fesenim rovnice (3.2).

Diikaz. Necht je posloupnost y = a(n) feSenim rovnice (3.2), tj. plati
a(n +1) — p(n)a(n) = 0.
Pokud misto y = a(n) dosadime y = Ca(n), dostavame
Ca(n+1) —p(n)Ca(n) = Cla(n+1) — p(n)a(n)] = C -0 =0,

tedy posloupnost y = Ca(n) je feSenim rovnice (3.2). ]

Definice 9. Rekneme, Ze posloupnosti a(n) a b(n) jsou linedrné zdvislé v N, jestlize existuji
nenulové konstanty C; a Cy takové, ze pro vsechna n € N je splnéna rovnice

Cra(n) + C3b(n) = 0.

V opa¢ném piipadé fekneme, Ze posloupnosti a(n) a b(n) jsou linedrné nezdvislé v N.

Véta 3.2. Jsou-li a(n) a b(n) linedrné nezdvisld Teseni rovnice (3.2), pak posloupnost
u=u(n),

u(n) = Cra(n) + Cab(n),
je rounéz tesenim rovnice (3.2).

Oznaceni. Necht a < b, a,b € NU {0}. Potom

[1»(F) = p(a)pla+1) - p(b).

V nésledujici vété si popiSeme Feseni homogenni diferen¢ni rovnice (3.2):

Véta 3.3. Necht p(n) # 0. Je-li n > 0, pak teseni rovnice (3.2) je posloupnost
n—1
u(n) = u(0) ] [ p(k). (3.3)
k=0
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Je-lin > 1, pak Teseni rovnice (3.2) je posloupnost

n—1
u(n) = u(1) [T o). (34)
k=1
Diikaz. Dtikaz provedeme pro n > 1. Pro n > 0 by se provedl obdobné.

Homogenni rovnici (3.2) je vhodné piepsat do tvaru
u(n+1) = p(n)u(n), (3.5)
odkud pomoci iterace dostaneme:
u(l) libovolné,
u(2) = p(1)u(1),
u(3) = p(2)p(Hu(1)

u(n) = p(n —1)...p(2)p(L)u(l)
u(n) = u(1) [ plk).

]

Poznamka 3.3. Rovnice (3.3) pro n > 0 byva vétsinou vyuzivana v aplikacich, v nichz je
pocate¢ni podminka ve tvaru y(0) = K, kde K je konstanta.

Piiklad 3.1. a) Najdéte obecné FeSeni rovnice u(n + 1) — 4u(n) = 0.
b) Najdéte feseni rovnice u(n + 1) — nu(n) = 0, je-li u(1) = 1.

Reseni. a) V tomto pifpadé si rovnici ptepiSeme do tvaru u(n + 1) = 4u(n). Podle
véty 3.3 je TeSenim této rovnice

n—1

u(n) =u() [[4=u@4"",  (n>1),

k=1

respektive
n—1
u(n) =u(0) [[4=u0)4",  (n>0).
k=0

Protoze jsme neméli zaddnu pocateéni podminku, mizeme u(1), resp. u(0) oznacit
jako C' a obecné Teseni je ve tvaru

u(n) = C4™1,
respektive

u(n) = C4".

26



KAPITOLA 3. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE 1. RADU

b) Méame tedy zékladni rovnici ve tvaru u(n + 1) = nu(n). ReSenfm této rovnice je

u(n) = u(1) l:I s=wu(l)(n— 1)\
Protoze u(1) = 1, dostavame
u(n) = (n—1)!

3.2 Nehomogenni rovnice
Nejprve feSme rovnici (3.1), kde p(n) = 1, tj.
y(n+1) —y(n) =r(n).

Pouzijeme operétor diference (viz definice 4 v kapitole 1) Ay(n) = y(n + 1) — y(n).
Rovnice (3.1) je tedy tvaru
Ay(n) =r(n).

Podle kapitoly 2 je obecné feseni ve tvaru

kde C' je konstanta.
Piiklad 3.2. Reste diferen¢n{ rovnici Ay(n) = n? + 1.

Reseni. Budeme tedy fesit rovnici y(n) = Y. (n? + 1). Podobné piiklady jsme fesili ve
druhé kapitole. Vime uz tedy, ze

Z(n2+1):an3+bn2+cn+d,

a stejnym postupem jako v prikladé 2.7 vypocitame, ze a = %, b=—
tedy vysledek

% ac= %. Dostavame

1, 1
yn—n(—n2——n2+z)+a

3 2 6
Nyni budeme hledat obecné feseni nehomogenni rovnice
y(n+1) = p(n)y(n) = r(n). (3.1)

Rovnici (3.1) budeme Fesit pomoci dosazeni substituce y(n) = u(n)v(n) do rovnice (3.1).
Soucin u(n)v(n) je partikularnim FeSenim rovnice (3.1). Obecné FeSeni rovnice (3.1) je
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potom ve tvaru souc¢tu obecného feseni homogenni rovnice (3.5), jejimz FeSenim je (3.3), a
partikularniho feseni nehomogenni rovnice (3.1).
Dosazenim substituce vypocitame v(n):

u(n + o(n + 1) = p(n)u(n)o(n) = r(n)

odkud
v(n) =Y u(rﬂ +C, (3.6)
tedy
y(n) = u(n) [Z % + c} .

Posledni rovnice s libovolnou kostantou C' ndm déva vyjadieni v8ech feseni rovnice (3.1),
pokud u(n) je n&jaké netrividlni (tj. nenulové) feseni homogenni rovnice (3.5). Pfi urceni
u(n) pouzijeme rovnici (3.3), respektive rovnici (3.4) s pocateéni podminkou u(0) = 1,
respektive u(0) = 1.

Véta 3.4. Necht p(n) # 0. Potom vSechna Teseni rovnice (3.1) jsou ddna

y(n)==u(n)[j{:;xfﬁzl—-+-cﬂ, (3.7)

n+1)
kde C je konstanta a u(n) je libovolnd nenulovd funkce tvaru (3.3), respektive (3.4).

Metoda, kterou jsme pouzili k feSeni rovnice (3.1), se nazyva metoda variace konstant.

Pozndmka 3.4. Necht a(n) je posloupnost. Oznacme

S
—

a(n) =a(l)+a(2)+---+aln—-2)+a(n—1) (ur¢itd sumace).

e
Il

Pak rovnici (3.7) lze psat ve tvaru

y<n>=u<n>[_ k) o

— u(k +1)

Pi#iklad 3.3. Reste diferen¢ni rovnici

y(n+1) —2y(n) = n3".
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Resent. Nejprve vyfesime piislusnou homogenni rovnici u(n + 1) — 2u(n) = 0.
Podle véty 3.3 je jednim feSenim této rovnice

u(n) = 2"

Nyni budeme fesit nehomogenni rovnici y(n+1) —2y(n) = n3". Abychom nasli patikularni
feSeni, vypocitame nejprve v(n):

v(n)zzu(rﬂ—l—a

n+1)

po dosazeni (prozatim budeme pocitat bez konstanty C')

)= Y55 =Y g0 ()

Vime, Ze hledané teseni bude mit tvar % (g)n (an + b), potfebujeme tedy zjistit hodnoty

konstant a a b. Proto

o (g)n =:A Kg)n (an + b)] _ (;)M Alan +b) + (an + b)A (g)n _
= (g)n+la+(an+b)% ;)n ’ :

Porovnanim koeficientii ziskdme a = 2 a b = —6, tedy

o(n) = % (g)n (2 — 6) (g)n (n—3).

Partikularni feseni nehomogenni rovnice je ve tvaru

w(nyo(n) = 2" (g)n (n—3) = 3"(n—3).

Konecéné dostavame obecné feseni rovnice:

y(n) = C2" +3"(n — 3).

Priklad 3.4. Reste diferen¢ni rovnici

n+1
on -

2y(n+1) = =3y(n) +
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Reseni. Tuto diferenc¢ni rovnici si nejprve upravime:

+1
2y(n+ 1) + 3y(n) =~
3 n+1  (1\""
s+ S0 =55 = (5) e

Nyni jiz mtzeme Tesit prislusnou homogenni rovnici
3
u(n+1)+ §u(n) = 0.

Jejim jednim fesenim je

Najdeme partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice. Dosazenim do (3.6) dostavame

% s n+1 1\t
U(n) - Z ( )_ (g;n—H ) = Z (—§> (n+ ].).

Tuto sumaci budeme opét fesit metodou neurcitych koeficienttt, tedy feseni predpokladame
ve tvaru (—%)n+1 (an 4+ b). Potfebujeme tedy vypocitat

(_%)n+1 (an+b)| = (—%)MH (an +) (-%) (—%)nﬂ _
_ <_%)n+l (—%an _ %a _ %b) .

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin n ziskdme a = —% a b= —=. Proto

- (" (-8

Partikularni feseni y(n) = u(n)v(n) je rovno:

wr=sr=( ()" (- 3)- ) (o 3)

Obecné feseni této diferencéni rovnice je:
3\" 1\" /1 3
—c(-2 I L
or=c () + (3) (o)
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Piiklad 3.5. Reste diferen¢ni rovnici
y(n+1) —ny(n) = (n+ 1) y(1) = 5. (3.8)
Reseni. Nejprve vyfesime piislusnou homogenni rovnici
u(n + 1) = nu(n).

Podle véty 3.3 je jejim fesenim

n—1
u(n) = Hn =(n—-1)\
k=1
Nyni najdeme partikularni feseni rovnice (3.8):

v(n)zzw:zmjtl).

PouZijeme opét metodu neurcitych koeficient, tedy budeme predpokladat, Ze fesenim je
polynom an? + bn + ¢, tj.
Z(n—i—l) =an®+bn +c,

odkud
n+1=A(an®>+bn+c)=a(2n+1) +b=2an+a+b.

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin n dostaneme, ze a = % ab= %, tedy

1 1
v(n) = §n2 + on +c.

Partikularni feseni je ve tvaru
1
u(n)v(n) = (n — 1)!5(712 +n).

Obecnym FeSenim rovnice (3.8) je

y(n) = (n— 1)%(712—1—71—1— 1+C)=(n— 1)!%(n2+n+p) _

- 1)! 1)!
= (n 5 ) n(n+1)+D(n—1)! = (n—i2- ) + D(n— 1)
K vy¢isleni D polozme n = 1:
2!
tedy D = 4. Obecné feSeni rovnice (3.8) je
1)!
yn) = PEDE Ly e

2
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Miuzeme provést zkousku:

y(n+1)—ny(n):<n;2)'+4'— (n;l) 4!
- (n—gl)‘ n+2—n]=(n+1)
[
Pozndmka 3.5. K feSeni tohoto ptikladu lze vyuzit Bernoulliho polynomy — viz [3].
3.3 Zavislost resSeni na pocate¢ni podmince
Uvazujme pocatecni tlohu
yin+1)—ny(n) =1, y(1)=C. (3.9)

Tuto tlohu je mozné vypocitat piimo krok za krokem ze samotné diferencni rovnice, tj.
y(2) = y(1) +1 = C + 1, adt. V pfipadé, ze C je iracionalni ¢islo a hodnoty budeme
zaokrouhlovat, miize predstavovat chyba pfi zaokrouhleni zavazny problém.

Nejprve vyfesime rovnici (3.9) pro C' € R. ReSenim homogenni rovnice
u(n+1) —nu(n) =0

je

Obecné TeSeni je podle (3.7) tvaru:

y(n) = (n—1)! [Z % + C] : (3.10)

podle poznamky 3.4 na strané 28 toto reSeni pfepiSme na tvar

y(n) = (n—1)! [Z%

Resme nyni tuto pocatecni tlohu pro konkrétni hodnotu C'. Dokazme, zZe specialné
pocatecni tloha

y(n+1) —ny(n) =1, y(1)=1—e=—1,718281... (3.11)
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ma zaporné reseni.
Nejprve ukazme, ze plati

=1
;k——e—l

Rozepisme e” pomoci Taylorova rozvoje:

- 2 ad
€:1+i+§+§+ z€R
Zvolme si x = 1:
1 12 13 =1
6_1+1'+§+§+ 1+kZE
-1

a odtud jiz plyne

k=1
Potom ale
n—1
1 1
Z E < e—
k=1
a

yn) <(n—11(1—e+e—1)=0.

Proto ma rovnice (3.11) feSeni y(n) < 0 pro vSechna n.

Nyni fesme rovnici (3.11) pfimo se zaokrouhlenou hodnotou y(1):

Vidime, Ze pii tomto postupu dostévame y(n) > 0 pro n > 7. Pfitom vypocty jsou
presné, jedina chyba se vyskytla v pocatecni aproximaci.
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Kapitola 4

Specialni funkce a diferen¢ni rovnice

4.1 Gama funkce

Gama funkce I'(x) patii mezi vyssi transcendentni funkce a je definovana jako
[(x) = /OO e "t de, x> 0.
0
Integraci per partes dostavame
Iz+1) = /OO e 't" dt
0

= [—e ") —/0 (—e Dot tdt

= x/ e "1 dt,
0

takze I'" vyhovuje diferencni rovnici 1. fadu
[(x+1) =al(x). (4.1)

Poznamenejme zde, Ze nezavisla proménna neni omezena pouze na diskrétni hodnoty.
Pokud je hodnota I'(z) zndma pro néjaké realné =, mtizeme vypocitat I'(z+1), ['(z+2), . ..
rekurzivné z (4.1). Navic, pokud napiSeme diferenéni rovnici ve tvaru

'x+1
[(x) = u, (4.2)

T

['(x) mize mit smysl pro vSechna « kromé x =0,—1,-2,....
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Pro n € N dostavame

odkud
I'(n+1)=nl (4.3)

Na obr. 4.1 je zndzornéna funkce I'(z) pro redlné hodnoty x z intervalu (—5,4), x #
0,-1,-2,-3,—4.

[(x)
| I I f | | |,"
I ‘ | I [ 4 II
| | i || /
| [ | Yy g | S
\J/ \
| . I [ bl /
I 1 I I P
| I I [ [ \‘»- "
| e - -
S S - 2 4
Il I, | |
TN |
||I i )2
| N |
| [ | [
| |‘ I | ,-Q"ﬁ
| [ i (I

Obrazek 4.1: Graf funkce I'(z) pro —5 < z < 4
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Nyni si uvedeme definici faktoridalove funkce, o které jsme se zminili jiz drive, v souvis-
losti s pojmem diskrétni mocnina.

Definice 10. Faktoridlovd funkce t) je definovéna takto:
a) jestlize r = 1,2,3,..., potom t") = t(t — 1)(t —2)---(t —r + 1),
b) jestlize r = 0, potom t© =1,

C) jestliie r = —1, —2, —3, c ey potom t(r) = W7

d) jestlize r neni celé ¢islo, potom

(k) — M
Ft—r+1)

Poznamka 4.1. Pro pocitani diference faktorialové funkce pouzivame vétu 2.4 na strané 15,
pro pocitani sumace potom vztahy uvedené ve vété 2.8 na strané 18.

Je samoziejmé, Ze definice t") je dana pouze pro ty hodnoty t a r, ve kterjch maji uve-
dené vzorce smysl. Napiiklad (—2)(=%) neni definovano, protoze ve vyrazu (c) nemiizeme

3
délit nulou a (%)(2) nemé smysl, protoze neni definovano I'(0).

Mizeme rovnéz ukazat, ze vyraz (d) souhlasi s vyrazy (a), (b) a (c) pro celd disla k,
kromé jistych diskrétnich hodnot ¢, ve kterych neni gama funkce definovana.

Necht r je celé ¢islo. Potom

re+1) () tt—-1IE—-1)
Tt—r+1) T@—-r+1)  TE—-r+1)
ot =) (t—r+ DD —r + 1)
- L(t—7r+1)

St —1)(t—2)- - (t— 1+ 1),

tedy vyraz (a) je specidlnim pfipadem (d). Podobné bychom mohli dokazat, ze vyrazy (b)
a (c) jsou specidlnimi pfipady (d).

Ptipomenme si, ze binomicky koeficient je definovan takto:

<n) (=1 (n—k+1)

k k!

(1) =iy

36
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pokud n a k jsou kladné celd ¢isla, n > k. V nésledujici vété si ukazeme jak vypocitat
diferenci binomického koeficientu.

Véta 4.1. Pro vsechna t a r, ve kterych je vyjraz t") definovdn, plati

()1 o

t A 1
A =A = At
(r) I'(r+1) TIT(r+1) &

Dukaz.

podle véty 2.4 plati At() = rt(=1) tedy

3(0) = =T - ()

35T
30 1
25 1
20T
13 1
10 1

Obrazek 4.2: Binomické koeficienty jako funkce r
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Obrazek 4.3: Binomické koeficienty jako funkce ¢

4.2 Reseni homogenni rovnice pomoci sumace

Resme nyni homogenni rovnici (3.2) a nehomogenni rovnici (3.1) pro n v diskrétnim
nebo spojitém oboru. Pfedpokladejme, ze p(n) > 0. Aplikujme piirozeny logaritmus na
obé strany prepsané homogenni rovnice (3.5) na strané 26:

In u(n + 1)] = In [u(n)| + In p(n),
Alnfu(n)| = Inp(n),

Infu(n)| =Y Inp(n) + D,
kde D € R. Ozna¢me exponencialni funkci e* = exp . Potom
[u(m)] = exp(D) exp (3 lnp(n)) |
u(n) = Cexp (Z lnp(n)) : (4.4)
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kde C' = exp(D). Jakmile najdeme FeSeni u(n) homogenni rovnice (3.2), feeni y(n) rov-
nice (3.1) muzeme vypocitat pomoci véty 3.4 na strané 28.

Tvrzeni nasledujici véty vyuzivame pfti feseni prikladii.
Véta 4.2. Necht C je konstanta. Potom
Y Inn=mT(n)+C, (a# —1). (4.5)
Diikaz. Potfebujeme dokazat, ze > Inn =InT'(n) + C, tj. Ze
Inn=A(lnl'(n) 4+ C)
(podle definice 7 na strané 16). Vypocitame tedy diferenci

I'(n+1)

A(InT'(n) +C)=AlnI'(n) + AC=InT'(n+1) —InI'(n) + 0 =1In o) =Inn
podle vztahu (4.2). O
Piiklad 4.1. Reste rovnici

n
l) = ——FF+—— . 4.
u(n +1) R 1u(n) (4.6)

Reseni. Pfi feSeni tohoto ptikladu je vyhodné upravit posloupnost p(n) do souéinového

tvaru:
n 1 n 1 n

2n?2 +3n+1 :§n2+%n—|—% _§(n—i—1) (n+3)

Podle vztahu (4.4) dostavame

1 n
u(n) = Cexp <Z lln§(n+1) s ]

Plati

:Z {ln%+lnn—ln(n+1)—ln(n+%)} —
:ln321+Zlnn—Zln(n+l)—Zln(n+%).

Pouzijeme-li vztah (4.5), dostavame

1H%ZI+Zlnn—Zlﬂ(n+1)_Zln(n+%) -

1 n
Z llnﬁ(n—i-l) (n+3)
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1 1
:nln§+lnF(n) —InT'(n+1) —InT <n+§> ,

1 n
u(n) = Cexp (Z [1“§<n+ 1) (n+3) )

C'exp (nln% +InT'(n) —InT'(n+1) —InT (n—I— 1))

o

tedy

" I'(n)
exp | In [(5) T(n+ 1T (n+ 1)
I'(n)

C
:C(%)RNHDF(H%)'

Podle vztahu (4.2) mizeme tento vysledek upravit na tvar

- ey

Poznamka 4.2. Obecné plati, Ze pokud je posloupnost p(n) raciondlni funkei, tj. rov-
nice (3.2) je ve tvaru

n—mry) - (n—ry)
un+1)=a u(n), 4.7
(1) = 0 () (47)
kde a,r1,...,7p, 1, .., Sy jsou konstanty, Feseni diferen¢ni rovnice (4.7) je podle véty 4.2
ve tvaru r r
u(n) = Cqr =) L= r) (4.8)

I(n—s1)-T(n—spy)

kde C' € R. Piimou substituci muzeme dokazat, ze vyraz pro u(n) Fesi diferenéni rovnici
pro vSechny hodnoty n, pro které I'(n — s;) # 0, k = 1,...,m. MizZeme uéinit zaveér, ze
rovnice (3.5) je feSitelnd ve ¢lenech gama funkci , pokud p(n) je racionélni funkce.
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Kapitola 5

Aplikace

5.1 Aplikace diferenc¢nich rovnic a jejich reseni

V této podkapitole si ukdzeme nékolik slovnich tloh, pii jejichz feseni vyuzijeme dife-
renc¢ni rovnice 1. fadu.

Piiklad 5.1. (Hanojska véz) Urcete nejmensi pocet pohybt y(n) potiebnych k pfemisténi
n diskid z prvniho koliku na tfeti kolik, viz obr. 5.1. Provést pohyb znamena vzit horni disk
z kteréhokoliv koliku a pfemistit jej na jiny kolik, ktery je bud volny (tzn. bez disku), nebo
obsahuje pouze vétsi disky nez je premistovany disk (tzn. vétsi disk nelze dat na mensi).

Reseni. Mtzeme najit feseni tohoto problému, pokud nalezneme vztah mezi y(n + 1) a
y(n).

Ptedstavme si, ze n+ 1 diskt je jiz pfesunuto. Nevyhnutelny mezistupen tuspésného fe-
Seni je ukdzan na obr. 5.2. VSimnéme si, Ze pravé y(n) pohybt je potfebnych k tomu,
abychom dostali toto usporadani; potom minimalni pocet pohybi, které potiebujeme,
abychom presunuli n diski z koliku 1 na kolik 2, je stejny jako minimalni pocet pohybii
k presunuti n diskt z koliku 2 na kolik 3. Nyni potfebujeme jeden pohyb nejvétsiho disku
na kolik 3 a y(n) dodateénych pohybtu k pfemisténi dalsich n diski z koliku 2 na kolik 3.
Dospéli jsme k diferen¢ni rovnici

y(n+1) =y(n) +1+y(n)

neboli
y(n+1) —2y(n) =1, (5.1)

kterou vyfesime. Nejprve najdeme feseni homogenni rovnice
u(n + 1) — 2u(n).
Podle véty 3.3 je jejim fesenim posloupnost

u(n) = 2".
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Resen{ nehomogenni rovnice (5.1) potom bude mit podle véty 3.4 tvar

kde

1 11 1 nN" 1(3)" 1
DT s (i) =310

Po dosazeni dostavame

Abychom vypoditali konstantu C', dosadime poc¢atecni podminku y(1) = 1:
y(l) =-14+2C =1,
odkud C' = 1. ReSenim této tlohy je tedy vztah
y(n) =2"—1,

tj. je treba vykonat 2™ — 1 pohybt k pfemisténi n diskli z prvniho koliku na tteti kolik.

Snadno ovéfime vysledek pro n = 2 a n = 3. Pro n = 2 dostavame y(2) = 3, je tedy
potfeba tii pohybi k pfemisténi dvou diskti z prvniho koliku na tieti kolik za dodrzeni
podminek pro pfemisténi. Pro n = 3 dostavame y(3) = 7, potiebujeme proto sedm pohybi
k tomu, abychom premistili tii disky z prvniho koliku na tieti.

Priklad 5.2. Pan Novotny si koupil nové auto za 600 100 K¢ a chtél by jej splacet mésicné.
Prodéavajici spoleénost mu nabidla ptjcku na koupi auta s rocnim trokem 8,9%. Pan
Novotny chce auto splatit za pét let. Jak vysoka bude mési¢ni splatka?

Re$end. Oznacime si mési¢ni splatku M. Symbolem y(n) si oznac¢ime ¢astku, kterou bude
pan Novotny dluzit po n mésicich. Prvni mésic splati pan Novotny M korun, z nichz c¢ast
pujde na vlastni splatku, ¢ast na splaceni iroku. Po prvnim mésici bude velikost dluhu

0,089
y(1) = 600100 — M + ~==600100. (5.2)

Po uplynuti n-tého mésice bude pan Novotny dluzit

y(n):y(n—l)—M%—%y(n—l): <1+—) y(n—1) — M. (5.3)
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| i
r
Obrazek 5.1: Vychozi pozice diskti
S ~
! | 1
i

Obrazek 5.2: Prostredni pozice
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Podle véty 3.4 dostavame feSeni ve tvaru

0,089\" —M
y(n) = (1+ 12 ) [Z (1+ 0089)n+1 +C

Y

M M 1\
2(14_0089)"“:_1—1—%2(14-%) -

M 1\ 1
= 1_|_0089 1+0089 1+0089_1 =

1 1+ 252 190 1

(1_|_ 0089)n+1 ) % = 0,089 (1+ 0089)

Dostavame tedy feseni

0,090\" [ 120 1 12 0,089 "
_ (142 o= 2 o1+ 22
y(n) (+ 12 ) lo 089 (1 + 00" ] 0,080 " <+ 12 )

12

Konstantu C' dostaneme dosazenim pocate¢ni podminky y(0) = 600100:

12M
= 2 4 C=6001
y(0) = 0089 € = 600100,

tj. C'= 600100 — 335& a celkové

0,089\" 12M 0,089\"
= 1 1 7 — 1+—) —1}.
y(n) = 600 00( + 12 ) 0,089 {( + B ) }

Pokud chce pan Novotny splatit auto za pét let, dostdvame podminku y(60) = 0 a tedy

0,089 - 600100 (1+ 0089)60
- 12 [(1+0089)60_1i|

~12428,

tj. pan Novotny bude splacet mési¢né 12 428 K¢.
|

Priklad 5.3. Predpokladejme, Ze vlozime 2000 K¢ na zacatku kazdého roku do banky,
kterd ma roéni tirokovou sazbu 8%. Kolik budeme mit v bance na konci n-tého roku?

Reseni. Oznaéme y(n) mnoZstvi penéz v bance na konci n-tého roku. Potom

y(n+1) = y(n) + 2000 + (y(n) 4 2000) (0, 08)
— 1,08y(n) + 2160, (5.4)
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kde (y(n) + 2000) (0, 08) piedstavuje tirok z n-tého roku. Reseni homogenni rovnice
u(n +1) = 1,08u(n)

je podle véty 3.3
u(n) = (1,08)".

Potom obecné Feseni rovnice (5.4) je podle véty 3.4 ve tvaru
2160
—1.08"
y(n) , 08 {Z 1,087 +1 + O}
2160 1 \"
=1,08" cl.
o [Tw 2 (tw) +¢]

Podle véty 2.8(b)

2160 (s )n

1,08 55 —

— —27000 + C(1,08)".

y(n) =1,08" +C

Jelikoz y(0) = 0, dostavame C' = 27000, takze
y(n) = 27000 [(1,08)" — 1].
Napriklad na konci dvacatého roku muzeme mit v bance
y(20) = 27000 [1,08%° — 1] =98846,

tj. témér 100 000 K¢, viz obr. 5.3.
|

Priklad 5.4. Pani Volné uzaviela stavebni spofeni a mési¢né na néj posila 2000 K¢ (vzdy
k 1. v mésici). Vklad je Grocen ro¢ni trokovou mirou 4% a troceni probiha jednou za rok.
Roc¢ni prispévek statu ¢ini 3000 K¢ a pripisuje se vzdy 1. kvétna nasledujiciho roku. Kolik
korun naspoii pani Volna za Ctyfi roky?

Reseni. Mnozstvi penéz nasporenych za n let si ozna¢ime y(n). Pfedpokladame-li, Ze kazdy
mésic je presné dvanactina roku, mizeme sestavit vztah

12 11 1 8
y(n—l—l):1,04y(n)+12-2000+3000+0,04-2000(12+E+ -+ 12)+0 04- 7 -3000,

kde 0,04 - 2000 ( + ?‘é + -+ ) jsou uroky z vkladi za aktualni rok a 0,04 - = - 3000 je
urok ze statniho prlspevku prlpsaneho v aktualnim roce.
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120000 -

100000 -+ *

g0000 4 *

= 60000 - .

40000 - *

20000 *

0 5 10 15 20

Obrazek 5.3: Mnozstvi penéz po n letech

Po apraveé ziskavame diferencéni rovnici
y(n +1) =1,04y(n) + 27600.
Resenim pfislusné homogenni rovnice
u(n+1)—1,04u(n) =0

je podle véty 3.3
u(n) = (1,04)".
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Reseni nehomogenni rovnice (5.5) je podle véty 3.4 ve tvaru

y(n) = (1,04)" Z % + C]

(27600 1
= 4\"
(1,04) 1,04 2 (1,04)" +C}

(27600 1"
= (1,04)" | =— —
(1,04) | 1,04 (1,04) +C}

— 1 n
27600 (TEZ>
1,04 L — +c

1,04

= (1,04)"

= —690000 + C/(1,04)".
Konstantu C' vypoéitame z poc¢ateéni podminky y(0) = 0:
y(0) = —690000 + C = 0,
tedy C' = 690000. Dostavame tedy obecné Feseni rovnice (5.5):
y(n) = 690000 [(1,04)" — 1]. (5.6)
Abychom zjistili, kolik si pani Volna nasporila za ¢tyfi roky, vypocitame y(4):
y(4) = 690000 [(1,04)* — 1] =117203.

Pani Volna tedy naspofi na stavebnim spofeni za ¢tyfi roky ptiblizné 117203 K¢.

5.2 Retézové zlomky

Nyni si v§imneme zajimavé souvislosti mezi nehomogenni rovnici (3.1) a vzestupnymi
fetézovymi zlomky. PfepiSme rovnici (3.1) do zlomkového tvaru:

—r(n) +y(n+1)

yn) = 6.7
Potom (n+1)+y(n+2)
_ —r(n y(n
y(n+1) = ot 1) :
Po dosazeni do (5.7) dostavame
() TGy 1) y(n+2)
yln) = () = 0w ot D ppmr ) 0P



KAPITOLA 5. APLIKACE

Nyni si mtzeme vyjadiit z rovnice (5.7) y(n + 2) a dosadit jej do (5.8) a takto muzeme

pokracovat dale. Timto postupem dospé€jeme k nekonecné radé

—r(n) —r(n+1)
p(n)  p(n)p(n+1)

T

y(n) =

neboli

y(n) = Z —r(n+k)

= p(n)---p(n+k)

(5.9)

Pokud tato fada konverguje, jeji suma musi byt feSenim rovnice (3.1), coz miZeme ovérit

pomoci substituce.

Priklad 5.5. Pro rovnici
y(n+1) —ny(n) = -3"

je rovnice (5.9) tvaru

o0 3n+k 3n >
- = 2N gkhp=k)
y(n) ;n(n—{—l)---(n—l—k‘) nkz:% o

kde n{=*) je faktoridlovou funkci z definice 10. Je-li n € N pevné, fada

i 3 (=F)
k=0

konverguje a feSeni rovnice (5.10) je ddno vztahem (5.11).
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(5.10)

(5.11)
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