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lterované procesy

Procesy byvaji popsany prostfednictvim linearni operace pro
jednotliva €asova obdobi (linearizovany model). Budeme chtit
studovat jeho chovani béhem delsi doby.

Example

Predstavme si, ze zkoumame néjaky systém jednotlivcl (péstovana
zvifata, hmyz, bunécné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba
podle stari, fazi vyvoje hmyzu apod.).
@ Stav x, je tedy dan vektorem (ay,..., an) zavisejicim na
okamziku t,, ve kterém systém pozorujeme.
@ Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A
dimenze n, kterd zadava zménu vektoru x, na

Xpt1 = A Xp

pfi prirdstku Casu z ty na tx 1.
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Prikladem linearnich procesi je Leslieho model riistu s matici (pro

m = 5)
h h B f4 f
771 0 0 0 O
A=10 » 0 0 0],
0 0 3 0 O
0 0 0 = O
ve které:

e f; oznacuje relativni plodnost prislusné vékové skupiny (ve
sledovaném Casovém skoku vznikne z N jedinct v i—té skupiné
fiN jedinct novych, tj. ve skupiné prvni);

o 7; je relativni amrtnost j-té skupiny béhem jednoho obdobi.
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Predpokladejme chvili, ze pro konkrétni koeficienty miize byt
dominantni vlastni Cislo A\g vetsi nez jedna, zatimco absolutni
hodnoty ostatnich vlastnich &isel A; budou ostfe mensi nez jedna.
Iterace davaji pro kazdy vektor v = vy + vi+ rozlozeny na vlastni
vektory matice (pomijime ted slozitéjsi moznost riiznych
algebraickych a geometrickych nasobnosti jednotlivych vlastnich
Cisel)

O (v) = M§vo + Mvp + ...

V takovém pripadé pri iteraci kroki naseho procesu dojde pfi
libovolné pocate¢ni hodnoté xp k postupnému vymizeni viech
komponent v jednotlivych vlastnich podprostorech kromé vy.
Pomérné proporce rozlozeni populace do vékovych skupin se budou
blizit pomériim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu
vlastnimu Cislu.
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Napriklad pro matici (uvédomme si vyznam jednotlivych
koeficient(i)

0 02 08 06 0

095 0 0 0 O
A= 0 08 0 0 O
0
0

vyjdou vlastni hodnoty pfiblizné
1.03, 0, —0.5, —0,27 + 0.74i, —0.27 — 0.74i

s velikostmi 1.03, 0, 0.5, 0.78, 0.78 a vlastni vektor prislusny
dominantnimu vlastnimu &islu je pfiblizné

x = (30 27 21 14 8).

Zvolili jsme rovnou jediny vlastni vektor se sou¢tem soufadnic
rovnym 100, zadava ndm proto pfimo vysledné procentni rozlozeni
populace.
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Casty pripad linearnich procesii je popis systému, ktery se miize
nachazet v m riiznych stavech s riiznou pravdépodobnosti. V jistém
okamziku je ve stavu s pravdépodobnosti a; pro stav / a k prechodu
z mozného stavu i do stavu j dojde s pravdépodobnosti t;;.

Popis procesu:

V Case n je systém popsan pravdépodobnostnim vektorem

Xp = (a1,...,am). Tj. komponenty vektoru x jsou realna nezaporna
Cisla a jejich soucet je roven jedné. Komponenty udavaji rozdéleni
pravdépodobnosti jednotlivych moznosti stavii systému. Rozdéleni
pravdépodobnosti pro ¢as n+ 1 je dano vynasobenim
pravdépodobnostni matici pfechodu T = (t;), tj.

Xnt1 = T - Xp.

Protoze vektor x zachycuje viechny mozné stavy, budou viechny
sloupce matice T tvoreny také pravdépodobnostnimi vektory.
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Takovému procesu fikame Markoviiv proces.
Kazdy pravdépodobnostni vektor x je opét zobrazen na vektor se
souctem soufadnic jedna:

Dot =) (D ti)x= ij—l
i T

Protoze je soucet fadkd matice T vzdy roven vektoru (1,...,1),
bude jednicka zaru€ené vlastnim Cislem matice T a k ni musi
existovat vlastni vektor xg.
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Theorem (Perronova—Frobeniova teorie)

Necht' A je realna ctvercova matice dimenze m s nezapornymi
prvky, jejiz néjakd mocnina Ak ma samé kladné prvky. Pak plati
Q existuje realné vlastni cislo \,, matice A takové, ze pro vschna
ostatni vlastni ¢isla X plati |\| < A,
@ Vvlastni ¢islo \,, ma algebraickou nasobnost jedna,

© vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se vsemi
souradnicemi kladnymi

Q plati odhad min; 3 _; ajj < Apy < max; > _; aj;.
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Disledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, kterd nema
zadné nulové prvky (nebo jejiz nékterd mocnina ma tuto vlastnost),
je

@ existence vlastniho vektoru xs, pro vlastni €islo 1, ktery je
pravdépodobnostni

e priblizovani hodnoty iteraci T xg k vektoru x., pro jakykoliv
pravdépodobnostni vektor xg.

Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti soufadnic vlastniho vektoru
zminéné v Perronové—Frobeniové vété, druhé pak z toho, Ze
absolutni hodnoty viech ostatnich vlastnich Cisel musi byt ostfe
mensi nez jedna.
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Sledovanost televizi

Vysilaji jisté dvé televizni stanice. Z vefejného vyzkumu vyplynulo,
ze po jednom roce prejde 1/6 divakid prvni stanice ke druhé stanici,
1/5 divaki druhé stanice prejde k prvni stanici. Popiste Casovy
vyvoj poctu divaki sledujicich dané stanice jako Markoviiv proces.

Matici Markovova procesu je zjevné

Matice ma dominantni vlastni hodnotu 1, pfislusny vlastni vektor je
(2,1). Protoze je vlastni hodnota dominantni, tak se pomér divak
se ustali na poméru 6 : 5.
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Hrac rulety ma nasledujici strategii: prisel hrat se 100 K¢. Vzdy
vsechno, co aktualné ma. Sazi vzdy na Cernou (v ruleté je 37 &isel,
z toho je 18 Cernych, 18 Cervenych a nula). Hra¢ skonéi, pokud nic
nema, nebo pokud ziska 800 Uvazte tuto alohu jako Markoviiv
proces a napiste jeho matici.

Jednotlivé stavy systému jsou dany aktualni hodnotou, kterou hrac
ma. Jsou to tedy castky 0, 100, 200, 400 a 800 K&. Sloupce
pfislusné matice jsou obrazem situace, kdy hrac je s
pravdépodobnosti jedna v odpovidajicim stavu (tj. standardnich
vektorii baze R®).
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Vysledna matice je:
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kdea—37ab—37.

Vsimnéte si podobnosti s Leslieho rastovym modelem.
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