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Vratime se ted k aloham elementarni geometrie z podobného
pohledu, jako kdyz jsme zkoumali polohy bodil v roviné.

Zjistili jsme, Ze viechna fe3eni nehomogennich systémil rovnic sice
netvori vektorové podprostory, vzdy ale vznikaji tak, ze k jednomu
jedinému Feseni pFicteme cely vektorovy prostor feseni prislusné
homogenni soustavy. Naopak, rozdil dvou feseni nehomogenni
soustavy je vzdy feSenim homogenni. Obdobné se chovaji linearni
difere¢ni rovnice.

Ve skute€nosti je podstatné, ze k ,,bodiim" prostoru pfi¢itame
.vektory®.
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Definition (Afinni prostory)

Standarni afinni prostor A, je mnozina vsech bodii v R” spolu s
operaci, kterou k bodu A = (a1,...,an) € A, a vektoru
v=(v,...,v,) €R" pfitadime bod
A+v=(a1+vi,...,an+ vp) € R". Tyto operace splauji
nasledujici tfi vlastnosti:

@ A+ 0= A pro vsechny body A € P a nulovy vektor 0 € V

Q@ A+ (v+w)=(A+v)+ w pro viechny vektory v,w € V,
AecP

© pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P
takovy, ze A+ v = B. Znacime jej B — A, nékdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zameéreni afinniho prostoru A,,.
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Definition (Afinni prostory)

Standarni afinni prostor A, je mnozina vsech bodii v R” spolu s
operaci, kterou k bodu A = (a1,...,an) € A, a vektoru
v=(v,...,v,) €R" pfitadime bod
A+v=(a1+vi,...,an+ vp) € R". Tyto operace splauji
nasledujici tfi vlastnosti:

@ A+ 0= A pro vsechny body A € P a nulovy vektor 0 € V

Q@ A+ (v+w)=(A+v)+ w pro viechny vektory v,w € V,
AeP

© pro kazdé dva body A, B € P existuje pravé jeden vektor v € P
takovy, ze A+ v = B. Znacime jej B — A, nékdy také AB.

Vektorovy prostor R” nazyvame zameéreni afinniho prostoru A,,.

Formalnich nebezpeci — stejny symbol ,,+" pro dvé riizné operace:
pficteni vektoru ze zaméreni k bodu v afinnim prostoru, ale také
scitani vektorli v zaméreni R".
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Z definice standardniho afinniho prostoru okamzité plyne pro
libovolné body A, B, C v afinnim prostoru A,

A-A=0cV

B—A=—(A—B)
(B—A)+(C—B)=(C—A).
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A, ndm urcuje bijekci mezi
V=R"aA,.
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A, ndm urcuje bijekci mezi
V=R"aA,.

PFi volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A€ A
jednoznaéné vyjadreni

A=Ay +xiui+ -+ XpUp.

Afinni souradnice

Hovofime o afinni soustave souradnic (Ag; u1, ..., u,) zadané
pocatkem afinni souradné soustavy Ag a bazi zaméreni u.
Hovofime také o afinnim repéru (Ao, u).
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Volba jednoho pevného bodu Ag € A, ndm urcuje bijekci mezi
V=R"aA,.

PFi volbé pevné baze u ve V tak dostavame pro kazdy bod A€ A
jednoznaéné vyjadreni

A=Ay +xiui+ -+ XpUp.

Afinni souradnice

Hovofime o afinni soustave souradnic (Ag; u1, ..., u,) zadané
pocatkem afinni souradné soustavy Ag a bazi zaméreni u.
Hovofime také o afinnim repéru (Ao, u).

Afinni souradnice bodu A v soustavé (Ag, u) jsou souradnicemi
vektoru A — Ag v bazi u zaméreni V.
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Definition (Afinni podprostory)

Neprazdna podmnozina O C A, afinniho prostoru A, se
zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina
W ={B—-A A Bec Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolnée Ac Q, ve Wije A+ v e Q.
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Definition (Afinni podprostory)

Neprazdna podmnozina O C A, afinniho prostoru A, se
zaméfenim V se nazyva afinni podprostor v A, je-li podmnozina
W ={B—-A A Bec Q} C V vektorovym podprostorem a pro
libovolnée Ac Q, ve Wije A+ v e Q.

Skutecné je rozumné mit obé podminky v definici, protoze je
snadné najit priklady podmnozin, které budou spliovat prvni, ale
nikoliv druhou. (Napf. pfimka v roviné s vyjmutym jednim bodem.)
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Generovani podprostori

Pro libovolnou mnozinu bodt M C A v afinnim prostoru se
zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ac M}) C V.

Zejména je V = Z(.A) a kazdy afinni podprostor Q C A spliuje
sam axiomy afinniho prostoru se zamérenim Z(Q).
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Generovani podprostori

Pro libovolnou mnozinu bodt M C A v afinnim prostoru se
zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ac M}) C V.

Zejména je V = Z(.A) a kazdy afinni podprostor Q C A spliuje
sam axiomy afinniho prostoru se zamérenim Z(Q).

P¥imo z definic je zfejmé, Ze prinik libovolné mnoziny afinnich
podprostorti je bud opét afinni podprostor nebo prazdna mnozina.
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Generovani podprostori

Pro libovolnou mnozinu bodt M C A v afinnim prostoru se
zaméfenim V definujeme vektorovy podprostor

Z(M)=({B—A;B,Ac M}) C V.

Zejména je V = Z(.A) a kazdy afinni podprostor Q C A spliuje
sam axiomy afinniho prostoru se zamérenim Z(Q).

P¥imo z definic je zfejmé, Ze prinik libovolné mnoziny afinnich
podprostorti je bud opét afinni podprostor nebo prazdna mnozina.
Afinni podprostor (M) v A generovany neprazdnou podmnozinou
M C A je prinikem v3ech afinnich podprostori, které obsahuji
vsechny body podmnoziny M.



P¥imo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je

(M) = {Ao+v;veZ(M)cC Z(A)}, tj. pro generovani afinniho
podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zaméreni
generovany viemi rozdily boddi z M a ten pak pfi¢teme k
libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodi
Mv A.
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P¥imo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je

(M) = {Ao+v;veZ(M)cC Z(A)}, tj. pro generovani afinniho
podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zaméreni
generovany viemi rozdily boddi z M a ten pak pfi¢teme k
libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodi
Mv A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméreni Z(.A) a jeden
pevny bod A € A, pak podmnozina A + U vznikla vdemi moznymi
soucty bodii A s vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup
vede k pojmu parametrizace podprostorii:
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P¥imo z definic plyne, Ze pro kterykoliv bod Ag € M je

(M) = {Ao+v;veZ(M)cC Z(A)}, tj. pro generovani afinniho
podprostoru vezmeme vektorovy podprostor Z(M) v zaméreni
generovany viemi rozdily boddi z M a ten pak pfi¢teme k
libovolnému z nich. Hovofime také o afinnim obalu mnoziny bodi
Mv A.

Naopak, kdykoliv zvolime podprostor U v zaméreni Z(.A) a jeden
pevny bod A € A, pak podmnozina A + U vznikla vdemi moznymi
soucty bodii A s vektory v U je afinni podprostor. Takovy postup
vede k pojmu parametrizace podprostorii:

Necht @ = A+ Z(Q) je afinni podprostor v A, a (u1, ..., uk) je
baze Z(Q) C R". Pak vyjadreni podprostoru

Q={A+tin+ -+ trugi ty,..., ty €R}

nazyvame parametricky popis podprostoru Q. Jeho zadani
systémem rovnic v danych soufadnicich je implicitni popis
podprostoru Q.
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Example

Priklady afinnich prostorii (1) Jednorozmérny (standardni) afinni
prostor je mnozina viech bodil realné primky A;. Jeji zaméreni je
jednorozmérny vektorovy prostor R (a nosna mnozina také R).
Afinni soufadnice dostaneme volbou pocatku a méfitka (tj. baze ve
vektorovém prostoru R). Vsechny vlastni afinni podprostory jsou
0-rozmérné, jsou to pravé vsechny body reédlné primky R.

(2) Dvourozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina vsech
bodii prostoru Ay se zaméfenim R2. (Nosnou mnozinou je R2.)
Afinni souradnice dostaneme volbou pocatku a dvou nezavislych
vektorii (smérti a méritek). Vlastni afinni podprostory jsou pak
vsechny body a pfimky v roviné (0-rozmérné a 1-rozmérné). Pfimky
pfitom jednoznaéné zadame jejich jednim bodem a jednim
generatorem zaméreni (tzv. parametricky popis pfimky).
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SEE

(3) Trojrozmérny (standardni) afinni prostor je mnozina viech bodi
prostoru A3 se zamérenim R3. Afinni soufadnice dostaneme volbou
pocatku a tfi nezavislych vektorti (smérii a méfitek). Vlastni afinni
podprostory jsou pak viechny body, pfimky a roviny (0-rozmérné,
1-rozmérné a 2-rozmérné).

(4) Podprostor vsech feseni jedné linearni rovnice a- x = b pro
neznamy bod (x, ..., x,) € A,, znamy nenulovy vektor koeficienti
(a1,...,an) a skalar b € R je afinni podprostor dimenze n — 1
(fikame také, ze je kodimenze 1), tj. tzv. nadrovina v A,,.
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Necht (Ao; u) je afinni souradny systém v n-rozmérném afinnim
prostoru A. Afinni podprostory dimenze k v A, vyjadrené v danych
soufadnicich, jsou pravé mnoziny feseni fesitelnych systémii n — k
linearné nezavislych linearnich rovnic v n proménnych.
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Afinni kombinace bodd

Necht Ao, ..., Ak jsou body v afinnim prostoru A. Jejich afinni obal
({Ao...,Ax}) mizeme zapsat jako

{Ao+ t1(Ar — Ao) + - + ti(Ax — Ao)i t1, ..., tk ER}

a v libovolnych afinnich souradnicich (tj. A; je vyjadfen sloupcem
skalarii) mtzeme tutéz mnozinu zapsat jako

k
(Aos -+ s Ak) = {toAo + 1AL + -+ + t Ak i GR,Zt;: 1}.
i=0

Obecné vyrazy tgAg + t1 A1 + - - - + t A s koeficienty spliujicicmi
fozo t; = 1 rozumime body A + fozl ti(Ai — Ao) a nazyvame je

afinni kombinace bodd.
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Body Ag ..., Ak jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény
podprostor. Z nasich definic je vidét, Ze to nastane pravé, kdyz pro
kterykoliv z nich plati, ze vektory vzniklé pomoci rozdila tohoto
pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé. Vsimnéme si také, ze
zadani posloupnosti dim A bodd v obecné poloze je ekvivalentni
zadani afinniho repéru s stfedem v prvnim z nich.
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Body Ag ..., Ak jsou v obecné poloze, jestlize generuji k-rozmény
podprostor. Z nasich definic je vidét, Ze to nastane pravé, kdyz pro
kterykoliv z nich plati, ze vektory vzniklé pomoci rozdila tohoto
pevného s ostatnimi jsou linedrné nezavislé. Vsimnéme si také, ze
zadani posloupnosti dim A bodd v obecné poloze je ekvivalentni
zadani afinniho repéru s stfedem v prvnim z nich.

Afinni kombinace je obdobna konstrukce pro body afinniho prostoru
jako byla linearni kombinace pro vektorové prostory. Skute¢ng,
afinni podprostor generovany body Ag. .., Ak je roven mnoziné
vsech afinnich kombinaci svych generatori. Mazeme vsak nyni
dobfe zobecnit i pojem , mezi dvéma body na pfimce”. V
dvojrozmérném pfipadé tomu odopovida vnitfek trojahelniku.
Obecné budeme postupovat takto:
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Necht Ao, ..., Ak je k + 1 bodi afinniho prostoru A v obecné
poloze. k—rozmérny simplex A = A(Ao, ..., Ax) generovany
témito body je definovan jako mnozina viech afinnich kombinaci
bodl A; s pouze nezapornymi koeficienty, tzn.

k
A = {toAg + t1A1 + -+ - + tiAr; ti € [0,1] CR>Zt": 1}.
i=0

Jednorozmérny simplex je Gsecka, dvourozmérny trojahelnik.
Zadani podprostoru jako mnoziny afinnich kombinaci bodi v
obecné poloze je ekvivalentni parametrickému popisu. Obdobné
pracujeme s parametrickymi popisy simplexd.
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Podmnozina M afinniho prostoru se nazyva konvexni, jestlize s
kazdymi svymi dvéma body A, B obsahuje i celou asecku A(A, B).
Pfimo z definice je vidét, ze kazda konvexni mnozina obsahuje s
kazdymi k + 1 body v obecné poloze i cely jimi definovany simplex.
Konvexnimi mnozinami jsou napfr.

(1) prazdna podmnozina

(2) afinni podprostory

(3) usecky, polopfimky p = {P +t-v; t > 0}, obecngji k-
rozmérné poloprostory

Ct:{P+t1-V1+"'+tk'Vk; tl,...,tkER,thO}, ahly v
dvojrozmérnych podprostorech

5:{P+t1-v1+t2-vz; t120,t220}, atd.

P¥imo z definice také plyne, ze priinik libovolného systému
konvexnich mnozin je opét konvexni. Pranik vsech konvexnich
mnozin obsahujicich danou mnozinu M nazyvame konvexni obal
(M) mnoziny M.
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Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

K(M) = {t1A1 + - - - + tAs; Zt,- =1, t; >0}
=1l
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Konvexni obal libovolné podmnoziny M C A je

K(M) = {t1A1 + - - - + tAs; Zt,- =1, t; >0}
=1l

Konvexni obaly kone¢nych mnozin bodd se nazyvaji konvexni
mnohosteny. Jsou-li definujici body Ao, ..., Ax konvexniho
mnohosténu v obecné poloze, dostavame pravé k-rozmérny
simplex. V pripadé simplexu je vyjadreni jeho bodil ve tvaru afinni
kombinace definujicich vrcholt jednoznacné.
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Jinym prikladem jsou konvexni podmnoziny generované jednim

bodem a kone¢né mnoha vektory: Necht wuq, ..., uk, jsou libovolné
vektory v zaméfeni R", A € A, je libovolny bod. Rovnobéznostén
Pr(A; u1,...,ux) C A, je mnozina

Pr(Aiur, ..o uk) = {A+caum+ - ~Hcu; 0< ¢ <1,i=1,..., k}.

Jsou-li vektory uy, ..., u, nezavislé, hovofime o k-rozmérném
rovnobéznosténu Py (A; ui, ..., ux) C Ap,. Z definice je zfejmé, ze
rovnobéznostény jsou konvexni. Ve skutecnosti jde o konvexni obaly
jejich vrchola.
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(1) K podprostoru zadanému implicitné nalézt parametricky popis a
naopak:

Nalezenim partikularniho feseni nehomogenniho systému a
fundamentalniho feseni zhomogenizovaného systému rovnic ziskame
(v souradnicich, ve kterych byly rovnice zadany) pravé hledany
parametricky popis. Naopak, zapiseme-li parametricky popis v
soufadnicich, miizeme volné parametry ty, ..., t;, vyeliminovat a
ziskame pravé rovnice zadavajici dany podprostor implicitné.

(2) Nalézt podprostor generovany nékolika podprostory Q1 ..., Qs
(obecné riznych dimenzi, napr. v R3 nalézt rovinu danou bodem a
pfimkou, tremi body apod.) a zadat jej implicitné &i parametricky:
Vysledny podprostor Q je vzdy uréen jednim pevné zvolenym
bodem A; v kazdém z nich a sou¢tem viech zaméreni. Nap¥.

Q=A1+ (Z{A1,...,A) + Z(Q1) + - - + Z(Qs)).
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(3) Nalézt prinik podprostori Q1, ..., Qs:

Pokud jsou zadany v implicitnim tvaru, staci sjednotit viechny
rovnice do jednoho systému (a pripadné vynechat linearné zavislé).
Pokud je vznikly systém nefesitelny, je prinik prazdny. V opaéném
pfipadé ziskame implicitni popis afinniho podprostoru, ktery je
hledanym pranikem.

Pokud mame dany parametrické tvary, mizeme také hledat pfimo
spoleéné body jako feseni vhodnych rovnic, podobné jako pfi
hledani prinikd vektorovych podprostorti. Ziskdme tak pfimo opét
parametricky popis. Pokud je podprostori vice nez dva, musime
priinik hledat postupné.

Mame-li jeden prostor zadany parametricky a ostatni implicitng,
staci dosadit parametrizované soufadnice a Fesit vysledny systém
rovnic.
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(4) Nalezeni pricky mimobézek p, q v As prochazejici danym
bodem nebo majici pfedem dany smér (tj. zaméreni):

P¥ickou rozumime pfimku, kterd ma neprazdny prinik s obémi
mimobé&zkami. Vysledna pficka r tedy bude jednorozmérnym
afinnim podprostorem. Pokud mame zadan jeho bod A € r, pak
afinni podprostor generovany p a A je bud pfimka (A € p) nebo
rovina (A ¢ p). V prvém piipadé mame nekoneéné mnoho Feseni,
jedno pro kazdy bod z g, v druhém staci najit prinik B roviny
(pUA) s qgar=({A B}). Pokud je priinik prazdny, aloha nema
feSeni, v pfipadé ze ¢ C (p U A), mame opét nekonecné mnoho
feSeni, a pokud je priinik jednoprvkovy, dostavame pravé jedno
reseni.

Mame-li misto bodu dan smér u € R”, tj. zaméfeni r, pak
uvazujeme opét podprostor Q generovany p a zaméfenim

Z(p) + (u) C R". Opét, pokud g C Q, mame nekoneéné mnoho
FeSeni, jinak uvazime priinik @ s g a tlohu dokon&ime stejné jako v
pfedchozim pfipadé.
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Transformace souradnic
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Dvé libovolné zvolené afinni soustavy souradnic (Ag, u), (Bo,Vv) se
obecné lisi posunutim pocatku o vektor (By — Ag) a jinou bazi
zaméreni. Transformacni rovnice tedy vycteme ze vztahu pro
obecny bod X € A

X =By+xqvi + -+ xpvp = By + (Ao — Bo) + xqug + + - - + XpUp.
Oznaéme y = (y1,...,¥n)" sloupec soufadnic vektoru (Ag — Bo) v
bazi v a M = (aj;) bud matice vyjadfujici bazi u prostfednictvim

baze v. Potom

!
X1y =y1+aiixy + -+ ainXn

/
X, = Y¥Yn+ aniX1 + -+ apnXn

tj. maticové
X =y+M-x.
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