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Euklidovské prostory
©0000

Jiz jsme se vzdalenostmi pracovali s pomoci skalarnich soucind ve
vektorovych prostorech. V analytické geometrii Ize takto:
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Definition

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,,
jehoz zamérenim je standardni euklidovsky prostor R” se skalarnim
soucinem

> T

(x,z) =x" -y.
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Jiz jsme se vzdalenostmi pracovali s pomoci skalarnich soucind ve
vektorovych prostorech. V analytické geometrii Ize takto:
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Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,,
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(x,z) =x" -y.
Kartézska souradna soustava je afinni souradna soustava (Ag; u)
s ortonormalni bazi u.
Vzdalenost bodid A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
||B — Al|, budeme ji znacit p(A, B).
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Jiz jsme se vzdalenostmi pracovali s pomoci skalarnich soucind ve
vektorovych prostorech. V analytické geometrii Ize takto:

Definition

Standardni bodovy euklidovsky prostor &, je afinni prostor A,,
jehoz zamérenim je standardni euklidovsky prostor R” se skalarnim

soucinem
—

(x,z) =x" -y.
Kartézska souradna soustava je afinni souradna soustava (Ag; u)
s ortonormalni bazi u.
Vzdalenost bodid A, B € &, definujeme jako velikost vektoru
||B — Al|, budeme ji znacit p(A, B).
Euklidovské podprostory v £, jsou afinni podprostory jejichz
zaméfeni uvazujeme spolu se zGzenymi skalarnimi souciny.
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Theorem (jednoduché vlastnosti skalarnich soucini)

Pro kazdé vektory u a v, které lezi v realném vektorovém prostoru
V' se skalarnim souc¢inem, plati
Q@ ||u+v| <|ull+ ||v| (trojahelnikova nerovnost). Pritom
rovnost nastane pravé, kdyz jsou u a v linearné zavislé.
@ |u-v| < | u||lv] (Cauchyova nerovnost). Pritom rovnost
nastane pravé, kdyz jsou u a v linedrné zavislé.
@ pro kazdy ortonormalni systém vektori (e, ..., e) plati
|ul|?>|u-e|>+ -+ |u- el* (Besselova nerovnost).
© Pro ortonormalni systém vektorii (e1, . .., ex) je
u€e,...,ex) pravé kdyz
|ul|> = |u-e|>+---+ |u- el? (Parsevalova rovnost).

@ Pro ortonormalni systém vektorii (e1,...,ex) au € V je
vektor w = (u-e1)er + - - -+ (u - ex)ex jedinym vektorem, ktery
minimalizuje velikost ||u — v|| pro vSechny v € (e1, ..., ek).

K diikaziim se vratime ve stfedu (jsou v textech).
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Theorem (jednoduché disledky pro euklidovskou geometrii)
Pro body A, B, C € &, plati

® 1(A B) = p(B, A)

@ p(A,B) =0 prave, kdyz A= B

@ p(A B) +p(B,C) = p(A C)

Q V kazdé kartézké souradné soustavé (Ao; €) maji body

A=A+ ae1+--+anen, B=Ao+bier+---+ bye,

vzdalenost \/> 7 _;(aj — b;)?.

© Pro podprostory R a Q v &, existuji bod P € Q a Q € R
minimalizujici vzdalenosti bodii B € Q a A € R. Vzdalenost
bodii Q a P je rovna velikosti kolmého priimétu vektoru A — B
do Z(Q)* pro libovolné body B € Q a Ac R.
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Specialnim pripadem posledniho bodu je tvrzeni:

Je—li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q
minimalizujici vzdalenosti bodii Q od A. Vzdalenost bodi A a P je
rovna velikosti kolmého primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro
libovolny B € Q.
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Specialnim pripadem posledniho bodu je tvrzeni:

Je—li dan bod A a podprostor Q v &,, pak existuje bod P € Q
minimalizujici vzdalenosti bodii Q od A. Vzdalenost bodi A a P je
rovna velikosti kolmého primétu vektoru A — B do Z(Q)* pro
libovolny B € Q.

Vektor A — B se jednoznaéné rozklada na A— B = u; + u»,

u € Z(Q), ux € Z(Q)*. Pitom uy nezavisi na volbé B € Q,
P=A+(-wm)=B+umecQa

JA— BI? = |lus]2 + wlP > ual = /A~ P]l. Odtud jiz vyplyva,
Ze minima je skute¢né dosazeno, a to pro bod P. Vypoctena
vzdalenost je skutecné ||uz]|.
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Priklad — vzdalenost primek

Urcete vzdalenost primek v R3.

p: [17 _170] + t(_1?273)7 a q: [2757 _1] + t(_la —2; 1)
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Priklad — vzdalenost primek

Urcete vzdalenost primek v R3.

p: [1¢_170]+t(_1?273)7 a q: [2757_1]+t(_1a_271)'

Vzdalenost je dana jako velikost kolmého priimétu libovolné pricky
(spojnice) danych pfimek do ortogonalniho dopliku vektorového
podprostoru generovaného jejich zamérenimi. Tento ortogonalni
doplnék je: ((—1,2,3),(—~1,—2,1))* = {(8,—2,4)) = {(4,—1,2)).
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Priklad — vzdalenost primek

Urcete vzdalenost primek v R3.

p: [1¢_170]+t(_1?273)7 a q: [2757_1]+t(_1a_21 1)

Vzdalenost je dana jako velikost kolmého priimétu libovolné pricky
(spojnice) danych pfimek do ortogonalniho dopliku vektorového
podprostoru generovaného jejich zamérenimi. Tento ortogonalni
doplnék je: ((—1,2,3),(—~1,—2,1))* = {(8,—2,4)) = {(4,—1,2)).
Spojnici danych pfimek je napfiklad asecka [1,—1,0][2,5, —1],
promitneme tedy vektor [1,—1,0] — [2,5,—1] = (—1,—6,1). Pro
vzdalenost pfimek pak dostavame:

o(pq) = [(—1,-6,1) - (4,—1,2)] _ 4

“(47—172)H \/ﬁ
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Geometrické pojmy jako odchylky, orientace, objem apod. jsou
v bodovych prostorech &, zavadény prostfednictvim vhodnych
pojmii ve vektorovych euklidovskych prostorech.
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Geometrické pojmy jako odchylky, orientace, objem apod. jsou
v bodovych prostorech &, zavadény prostfednictvim vhodnych
pojmii ve vektorovych euklidovskych prostorech.

Z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < HLIIHVII <1, ma tedy smysl
nasledujici definice.

Definition

Odchylka ¢(u, v) vektord u,v € V v readlném vektorovém
prostoru se skalarnim souc¢inem je dana vztahem

u-v

lullllv]]

cos p(u, v) = 0 < p(u,v) <27
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Definition

Odchylka ¢(u, v) vektord u,v € V v readlném vektorovém
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V roviné R? pro odchylku vektorii na jednotkové kruznici

u=(1,0), v = (cosp,sin p) skutecné plati cosp = -

cos p(u, v) = 0 < p(u,v) <27




Odchylky podprostorti
®0000
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V roviné R? pro odchylku vektorii na jednotkové kruinici
u=(1,0), v = (cosp,sin ) skutecné plati cos p = IIUIHIVII
Odchylka je nezavisla na velikostech a vhodnou rotaci dosdhneme

toho, ze jeden z dvojice vektort ma tvar (xi, 0).
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Geometrické pojmy jako odchylky, orientace, objem apod. jsou
v bodovych prostorech &, zavadény prostfednictvim vhodnych
pojmii ve vektorovych euklidovskych prostorech.

Z Cauchyovy nerovnosti plyne 0 < HLIIHVII <1, ma tedy smysl
nasledujici definice.

Definition

Odchylka ¢(u, v) vektord u,v € V v readlném vektorovém
prostoru se skalarnim souc¢inem je dana vztahem

u-v

cos p(u, v) = 0 < p(u,v) <27

lullllv]]

V roviné R? pro odchylku vektorii na jednotkové kruinici
u=(1,0), v = (cosp,sin ) skutecné plati cos p = IIUIHIVII
Odchylka je nezavisla na velikostech a vhodnou rotaci dosdhneme
toho, ze jeden z dvojice vektord ma tvar (xi,0).Ve vicerozmérnych
prostorech je odchylka dvou vektorii vzdy méfena v roving, kterou

tyto vektory generuji (nebo je nula).



Odchylky podprostorti
©0®000

V libovolném realném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem
pfimo z definic plyne

2 2 2 2 2
fu=v]| = [lul*+Iv[[*=2(u-v) = [ulI+[vII*=2[[ull]| ]| cos p(u, v).

To je tzv. kosinova veta.
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V libovolném realném vektorovém prostoru se skalarnim soucinem
pfimo z definic plyne

2 2 2 2 2
fu=v]| = [lul*+Iv[[*=2(u-v) = [ulI+[vII*=2[[ull]| ]| cos p(u, v).

To je tzv. kosinova veta.
Dale plati pro kazdou ortonormalni bazi e a u € V vztah

lull? =32 [u- &l 4.

1= Z(cos o(u, e))?,

i

coz je obvyklé tvrzeni o smérovych kosinech (u, e;) vektoru u.

Z definice odchylek vektorti nyni miizeme dovodit rozumné definice
pro obecné podprostory v kazdém euklidovském vektorovém
prostoru.
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Definition

Necht Uy, Us jsou podprostory v euklidovském prostoru V.
Odchylka podprostorii Uy, Us je reélné Eislo

a = (U1, U2) € [0, 5] spliujici:

(1) Je-lidimU; =dim Uy =1, Up = (u), Ux = (v), pak

lu.v|
cos o =

lullllvil’

(2) Jsou-li dimenze Uy, U, kladné a U; N U = {0}, pak je
odchylka minimem vsech odchylek jednorozmérnych
podprostorti

a=min{p((u), (v));0# u e U,0 # v € Uo}.

Ukazeme v zapéti, ze takové minimum skutecné vzdy existuje.
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Definition (pokracovani)

(3) Je-li Up C Uz nebo Us C Uq (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je a = 0.

(4) Je-li Uy N Uy £ {0} alU #ZUinNnU # Uy, pak

a=e(UiN(UiN UQ)J_, Un (U1 N UQ)J_).
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Definition (pokracovani)

(3) Je-li Up C Uz nebo Us C Uq (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je a = 0.

(4) Je-li Uy N Uy £ {0} alU #ZUinNnU # Uy, pak
a=e(UiN(UiN Uz)l,Uzﬁ(Ulﬁ UQ)J_).

Odchylka podprostora Q1, Q> v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zaméreni Z(Q1), Z(Q2).
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Definition (pokracovani)

(3) Je-li Up C Uz nebo Us C Uq (zejména je-li jeden z nich
nulovy), je a = 0.

(4) Je-li Uy N Uy £ {0} alU #ZUinNnU # Uy, pak

a=e(UiN(UiN UQ)J_, Un (U1 N UQ)J_).

Odchylka podprostora Q1, Q> v bodovém euklidovském prostoru
En se definuje jako odchylka jejich zaméreni Z(Q1), Z(Q2).

Vsimnéme si, ze odchylka je vzdy dobfe definovana, zejména v
poslednim pripadé je

(Ul n (Ul N UQ)J_) N (U2 N (Ul n U2)J_) = {0}

mizeme tedy opravdu odchylku uréit podle bodu (2).
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Lemma

Necht v je vektor v euklidovském prostoru VV a U C V libovolny
podprostor. Oznaéme vy € U, vo € U (jednoznacné uréené)
komponenty vektoru v, tj. v = vi + v». Pak pro odchylku ¢
podprostoru generovaného v od U plati

cosp((v), U) = cosp({v), (v1)) =
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Lemma

Necht v je vektor v euklidovském prostoru VV a U C V libovolny
podprostor. Oznaéme vy € U, vo € U (jednoznacné uréené)
komponenty vektoru v, tj. v = vi + v». Pak pro odchylku ¢
podprostoru generovaného v od U plati

cosp((v), U) = cosp({v), (v1)) =

Vypocet odchylek v obecnych dimenzich je snadno spocitatelny
pomoci vypoctu zkracovani vlastnich vektort pfi dvou kolmych
projekci mezi prostory, odvodime ve stfedu, viz texty k prednaskam.



Standardni Glohy

Plan prednasky

© Standardni dlohy



prostory Odchylky podprostorii Standardni Glohy

1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,.



vské prostory Odchylky podprostorti Standardni Glohy

1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,.

2. V &, ved'te bodem A primku q svirajici s danou pfimkou p dany
ahel

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméreni pfimky q a zvolime vektor
v majici od v zadanou odchylku. Hledana primka je dana bodem A
a zaméfenim (v). Uloha ma dvé nebo jedno Feseni.
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1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,.

2. V &, ved'te bodem A primku q svirajici s danou pfimkou p dany
ahel

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméreni pfimky q a zvolime vektor
v majici od v zadanou odchylku. Hledana primka je dana bodem A
a zaméfenim (v). Uloha ma dvé nebo jedno Feseni.

3. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na dany podprostor.
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1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,.

2. V &, ved'te bodem A primku q svirajici s danou pfimkou p dany
ahel

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméreni pfimky q a zvolime vektor
v majici od v zadanou odchylku. Hledana primka je dana bodem A
a zaméfenim (v). Uloha ma dvé nebo jedno Feseni.

3. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na dany podprostor.

4. V &3 urcete vzdalenost dvou primek p, q.

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé primky, A € p, B € q.
Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliku

(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a q.
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1. Najdéte vzdalenost bodu A € &, od podprostoru Q C &,.

2. V &, ved'te bodem A primku q svirajici s danou pfimkou p dany
ahel

Najdeme vektor u € R? lezici v zaméreni pfimky q a zvolime vektor
v majici od v zadanou odchylku. Hledana primka je dana bodem A
a zaméfenim (v). Uloha ma dvé nebo jedno Feseni.

3. Spoctéte patu kolmice vedené bodem na dany podprostor.

4. V &3 urcete vzdalenost dvou primek p, q.

Zvolime libovolné jeden bod z kazdé primky, A € p, B € q.
Komponenta vektoru A — B v ortogonalnim dopliku

(Z(p) + Z(q))* ma velikost rovnu vzdalenosti p a q.

5. V &3 najdéte osu dvou mimobézek p a q:

Necht 7 je rovina generovana jednim bodem A € p a souctem
Z(p) + (Z(p) + Z(q))*. Pak pranik N q spolu se zaméFenim
(Z(p) + Z(q))* davaji parametricky popis hledané osy. (Provéfte,
kolik ma tloha obecné Feseni!)
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Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidovsky bodovy
prostor, jehoz zaméreni je orientované. V dalsim budeme uvazovat
standardni &£, spolu s orientaci zadanou standardni bazi R".



Objemy
®00

Orientovany (bodovy) euklidovsky prostor je euklidovsky bodovy
prostor, jehoz zaméreni je orientované. V dalsim budeme uvazovat
standardni &£, spolu s orientaci zadanou standardni bazi R".
Necht w1, ..., uk, jsou libovolné vektory v zaméreni R", A € &, je
libovolny bod. Rovnobéznostén Py (A; us, ..., ux) C €, je mnozina

Pr(Aiur, .. u) = {Atau+ - +au;0< ¢ < 1,i=1,...,k}.

Jsou-li vektory uy, ..., u, nezavislé, jde o k—rozmérny
rovnobéznostén Py (A; uy ..., ux) C E,. Pro dané vektory
uy,...,u, mame k dispozici také rovnobéznostény mensich dimenzi

Pl(Ar Ul), s 7Pk(A; Ui, ..., Uk)

v euklidovskych podprostorech A+ (u1),..., A+ (u1,..., uk).
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Jsou-li uq, ..., ug linearné zavislé definujeme objem Vol P, = 0. Pro
nezavislé vektory pak plati
(ur, ) = (w1, 1) @ (o, 1) 0 (o ).

Navic v tomto rozkladu se uj jednoznacné vyjadri jako
U = uf( + ek, kde e, L <u1, R uk_1>.
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:

| Vol [P1(A; i) = [|u]
| Vol |Pr(A; u1, ..., uk) = ||ex]|| Vol [P(A; b1, ..., uk_1).
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Jsou-li uq, ..., ug linearné zavislé definujeme objem Vol P, = 0. Pro
nezavislé vektory pak plati
(ur, ) = (w1, 1) @ (o, 1) 0 (o ).

Navic v tomto rozkladu se uj jednoznacné vyjadri jako
U = uf( + ek, kde e, L <u1, R uk_1>.
Absolutni hodnotu objemu definujeme induktivné:

| Vol [P1(A; i) = [|u]
| Vol |Pr(A; u1, ..., uk) = ||ex]|| Vol [P(A; b1, ..., uk_1).

Je-li uq, ..., u, baze kompatibilni s orientaci V, definujeme
(orientovany) objem rovnobéznosténu

Vol Pi(A; uz, ..., un) = | Vol |[Pk(A; u1, ..., up), vopatném pripadé
klademe Vol Py (A; u1,...,up) = —| Vol |Pr(A; u1, ..., up).




Necht Q C &, je euklidovsky podprostor a necht (ey,. .., ex) je
Jeho ortonormalini baze. Pak pro libovolné vektory
ul,...,ux € Z(Q) a A€ Q plati
up-e ... Ug-€
Q Vol Pr(A; v, ..., uk) = det
Up- € ... Ug-€
up- Uy ... U U
Q@ (Vol Pi(A; uy,. .., ux))* = det
Up - U ... Ug- Uy

K ditkazu se vratime ve stfedu, viz texty.
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