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Definition

Symbolem K budeme nadile znaéit néjakou mnozinu skalari.
Vektorem rozumét usporadanou n-tici skalart, kde pevné zvolené
n € N budeme nazyvat dimenzi.

S¢itani vektord definujeme po slozkach (skalary samoziejmé séitat
umime) a nasobeni vektoru u = (a1, ..., a,) skaldrem b definujeme
tak, ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skaldrem b (skalary v K
nasobit umime), tj.

u+v:(al,...,a,,)—|—(b1,...,b,,):(al+b1,...,a,,+b,,)
b-u=b-(a,...,ap)=(b-a1,...,b-ap).

Jako skalary budeme uvazovat Cislené obory Z, Q, R, C, pfipadné i
zbytkové tridy Zy.

Pro s¢itani vektord v K" zjevné plati (KG1)—(KG4) s nulovym
prvkem
0=(0,...,0) € K".
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Konvence znaceni

Schvalné pouzivame pro nulovy prvek stejny symbol jako u skalard.
Podobné budeme pro scitdni a ndsobeni pouzivat stale stejny
symbol (plus a bud tec¢ku nebo prosté zretézeni znaki). Navic
nebudeme pouzivat pro vektory casto zadné specidlni znaceni, a
ponechame na Ctendfi aby udrzoval svoji pozornost premyslenim o
kontextu. Pro skaldry ale spise budeme pouzivat pismena ze
zalatku abecedy a pro vektory od konce (prostfedek nam zlstane
na indexy proménych, komponent a v souctech).
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Pro vsechny vektory v, w € K" a skaldry a, b € K plati

<
[Ey

a-(v+w)=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-v)=(a-b)-v

l-v=v

<
N

e N N
< <
~ R
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Diikaz.

Pro kterékoliv pole skalari K se vlastnosti (V1)—(V4) snadno ovéfi
pro kazdy prostor K”, protoZe pri ovéfovani vzdy pouzivame pouze
vlastnosti skalard. O

Budeme takto pracovat napf. s R"”, Q", C", (Z«)", n=1,2,3,....
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Definition

Matici typu m/n nad skaldry K rozumime obdélnikové schéma

aill ai2 000 din

ani da»p ... ap
A=

dmi 4m2 ... Aamn

kde a;; € K pro vSechny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici A s prvky
ajj znaCime také A = (aj).

Vektory (aj1, aj2, - - -, ain) € K" nazyvame (i—té) rddky matice A,
i=1,...,m, vektory (a1}, azj, ..., amj) € K™ nazyvame (j-té)
sloupce matice A, j=1,...,n.

Matici mizeme také chapat jako zobrazeni
A:A{l,...,m} x{1,...,n} - K



Matice nad skalary i ni Gpravy matic
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Matice typu 1/n nebo n/1 jsou vlastné pravé vektory v K".
Obecné matice lze vSak chapat jako vektory v K™ ", prosté
zapomeneme na radkovani. Zejména tedy je definovano:

Scitani matic a ndsobeni matic skalary:
A+ B = (aj + bjj),
kde A = (a;j), B = (bjj),
a-A=(aaj),

kde A = (aj), a € K.
Déle pak matice
—A=(-aj)

se nazyva matice opacna k matici A.
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Konecné, matice

se nazyva nulovd matice.
Zapomenutim radkovani tak ziskdme nasledujici tvrzeni:

Predpisy pro A+ B, a-A, —A, 0 zaddvaji na mnoZiné€ vsech matic
typu m/n operace s¢itani a ndsobeni skaldry spliiujici axiomy

(V1)-(V4).
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Maticovy zapis systémi linearnich rovnic

Matice Ize vhodné vyuZit pro zapis linearnich rovnic. Uvazme
nasledujici systém m rovnic v n proménnych:

aiix1 + awxe + -+ ainXn = 11

az1X1 + axpXxo + -+ apXp = Y2

Am1X1 + ameX2 + -+ @mnXn = Ym-

Posloupnost xi, ..., x, lze chapat jako vektor proménnych, tj.
sloupec v matici typu n/1, a podobné s hodnotami yi, ..., yn.
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Systém rovnic lze pak formalné psat ve tvaru A-x =y :

a1 ... din X1 i

dml --- dmn Xn Yn

Pavodni rovnice nyni obdrzime tak, ze vzdy bereme fadky z A a
sCitame souciny odpovidajicich komponent, tj. aj1xy + - -+ + ajnXn.
Tim ziskdme i-ty prvek vysledného vektoru.

V roviné, tj. pro vektory dimenze 2, jsme uz zavedli takovyto pocet
a vidéli jsme, Ze s nim Ize pracovat velice efektivné. Nyni budeme
postupovat obecnéji a zavedeme i na maticich operace nasobeni.
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Soudin matic

Pro libovolnou matici A = (aj;) typu m/n nad okruhem skalari K
a libovolnou matici B = (bjx) typu n/q nad K definujeme jejich
sou¢in C = A- B = (cjk) jako matici typu m/q s prvky

n
Cik = Zaijbjk. pro libovolné 1 < i< m, 1<k <gq.
Jj=1

Napriklad mame

E)(Gen)-G1d)
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Ctvercové matice

U matice typu n/n hovofime o ¢tvercové matici. Poéet radka a
sloupcli se nazyva dimenze matice. Matici

se rikd jednotkova matice.
Na mnoziné ¢tvercovych matic nad K dimenze n je soucin matic
definovan pro kazdé dvé matice:

Pro libovolny okruh skalart je na mnoziné vsech Ctvercovych matic
dimenze n definovdna operace ndsobeni. Spliiuje vlastnosti (O1) a
(03) vzhledem k jednotkové matici E = (6;;). Ddle spolu se
s¢itanim matic vyhovuje (0O4). Obecné vsak neplati (02) ani (Ol),
zejména tedy neplati (P).
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P¥i diikazu predchoziho tvrzeni neni podstatny stejny pocet radkil
a sloupct, kromé samotné existence operace nasobeni pro vsechny
dvojice matice. Prislusné vlastnosti proto plati obecnéji:

Ndsobeni matic je asociativni a distributivni, tj.
A-(B-C)=(A-B)-C,A-(B+C)=A-B+A-C, kdykoliv jsou
tato ndsobeni definovana. Jednotkova matice je neutralnim prvkem
pro nasobeni zleva i zprava.
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Inverzni matice

Se skalary umime poditat tak, ze z rovnosti a- x = b umime
vyjadiit x = a1 - b, kdykoliv inverze k a existuje. Podobné& bychom
to méli umét s maticemi, madme ale problém, jak poznat, zda
takova inverzni matice existuje, a jak ji spocitat.

Definition

Rikdme, ¥e B je matice inverzni k matici A, kdyz
A-B=B-A=E. Pieme pak B = A~! a je samoziejmé, Ze obé&
matice musi mit tutéz dimenzi n. Matici, k niz existuje matice
inverzni, fikdme invertibilni matice.

Pokud A~! a B~ existuji, pak existuje i (A-B)~! = B~1. A7l Je
totiz (diky pravé dokdzané asociativité nasobeni)
(B71-A1).(AB)=B1. (A1 A).-B=Ea
(A-B)-(B1-AY)Y=A-(B-B1)-Al=E.
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Protoze s maticemi umime pocitat zrovna jako se skalary, jen maji
slozitéjsi chovani, mizeme formalné snadno fesit systémy
linedrnich rovnic: Jestlize vyjadfime soustavu n rovnic pro n
nezndmych soucinem matic

a1 -+ dim X1 1

amli " dmm Xm Ym

a existuje matice inverzni k matici A, pak Ize nasobit zleva A-1la
dostaneme A~ .y = A"1. A. x = E - x = x, tj. hledané FeSeni.
Naopak rozepsanim podminky A-A~1 = E pro nezndmé skalary v
hledané matici A~! dostaneme n systémti linedrnich rovnic se
stejnou matici na levé strané a riznymi vektory napravo.



Ekvivalentni Gpravy matic
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Z hlediska FeSeni systému rovnic
A-x=b

je jisté prirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zaddvaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s radky rovnic a stejnym zplsobem pak
muZeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se nam podafi vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feseni
plvodniho systému.

Takovym operacim fikdme radkové elementarni transformace. Jsou
to:

@ zdména dvou radku

@ vynasobeni vybraného radku nenulovym skaldrem

@ pricteni radku k jinému radku.

Je zjevné, Ze odpovidajici operace na Grovni rovnic v systému
nemohou zménit mnozinu vSech jeho reseni.
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Sloupcové elementarni transformace matic jsou
@ zadména dvou sloupctl
@ vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

@ pricteni sloupce k jinému sloupci,

Tyto operace vSak nezachovavaji feSeni prislusnych rovnic, protoze
mezi sebou michaji samotné proménné. Pozdé€ji budeme vidét, ze
sloupcové elementarni transformace vedou k feSeni téhoz systému
ale v transformovanych souradnicich.

Systematicky mizeme pouzit elementarni radkové Gpravy k
postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a vétsinou
se mu fika Gaussova eliminace proménnych.
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Theorem

Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skaldri K Ize konecné
mnoha elementarnimi radkovymi transformacemi prevést na tzv.
(fadkové) schodovity tvar:

@ Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém radku jsou
také nulove, potom ay; = 0 pro vsechna k > i

o je-li ai_yy; prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim fadku, pak
ajj = 0.

Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

0o ... 0 ajj .- ... ... dlm
0o ... 0 0 cee A2k ... aA2m
0o ... ... ... ... 0 a/p

a matice mize, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.
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K prevodu libovolné matice miizeme pouzit jednoduchy algoritmus:

@ Zaménou radki docilime, Ze v prvnim Fadku bude v prvnim
nenulovém sloupci nenulovy prvek, necht je to j-ty sloupec.

@ Proi=2,..., vyndsobenim prvniho fadku prvkem aj;, i-tého
fadku prvkem a;; a odectenim vynulujeme prvek a;; na i-tém
radku.

© Opakovanou aplikaci bodii (1) a (2), vzdy pro zbytek fadka a
sloupcli v ziskané matici dospéjeme po kone¢ném poctu kroki
k pozadovanému tvaru.

Uvedeny postup je obvykla eliminace proménnych v systémech
linedrnich rovnic. Pro feSeni systémi rovnic ma ale uvedeny postup
rozumny smysl jen, kdyz mezi skalary neexistuji délitelé nuly. Pokud
tvori skaldry pole, pak miizeme navic ze schodovitého tvaru snadno
spodist FeSeni (pfipadné ovéfit jeho neexistenci). Rozdily jsou dobre
vidét pfi porovnani tfeba K =7 a K = R, pfipadné Z, nebo Zs.
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

Bé&hem jednoduchého niZe uvedeného postupu bud zjistime, Ze
inverze neexistuje, nebo bude inverze spoctena. | nadéle pracujeme
nad polem skalara.

Vedle sebe napiSeme plvodni matici A a jednotkovou matici E,
matici A upravujeme radkovymi elementarnimi Gpravami nejprve na
schodovity tvar, potom tzv. zpétnou eliminaci na diagonalni matici
a v té nasobime radky inverznimi prvky z K. Tytéz Gpravy
postupné provadéné s E vedou pravé k hledané inverzi. Pokud
tento algoritmus narazi na vynulovani celého radku v pavodni
matici, znamena to, Ze matice inverzni neexistuje.
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V predchozich Gvahach a poctech s maticemi jsme stale pracovali
se sCitanim fadkl nebo sloupci coby vektor(, spolu s jejich
nasobenim skalary. Takové operaci rikdme linearni kombinace. V
abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime pozd€ji, bude
ale uzite¢né pochopit podstatu uz nyni. Linedrni kombinaci radka
(nebo sloupcil) matice A = (aj;) typu m/n rozumime vyraz

aiuj, + - - + agu;,, kde a; jsou skaldry, uj = (aj1,...,ajn) jsou
radky (nebo uj = (aij,...,am;j) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linedrni kombinace danych radkd s alespon jednim
nenulovym skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy
radek, fikame, ze jsou linedrné zdvislé. V opaéném pripadé, tj. kdyz
jedinou moznost jak ziskat nulovy radek je vynasobeni vyhradné
nulovymi skalary, jsou linedrné nezavislé. Obdobné definujeme
linedrné zavislé a nezavislé sloupce matice.
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Predchozi vysledky o Gausové eliminaci mizeme vnimat takovym
zplisobem, ze pocet vyslednych nenulovych ,schod(i” v radkové
nebo sloupcové schodovitém tvaru je vZdy roven témuz
prirozenému Cislu a to poctu linedrné nezavislych radki matice a
témuzZ poctu linedrné nezavislych sloupci matice. Tomuto Cislu
fikdme hodnost matice, znaé¢ime h(A). Zapamatujme si vysledné
tvrzeni:

Necht A je matice typu m/n nad polem skaldri K. Matice A ma
stejny pocet h(A) lindrné nezavislych radkd a linearné nezavislych
sloupcii. Zejména je hodnost vzdy nejvyse rovna mensimu z
rozmérij matice A.

Algoritmus pro vypocet inverznich matic také rikd, ze ¢tvercova
matice A dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jeji hodnost rovna
poctu fadkd m.
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reSeni systémi rovnic eliminaci

Jestlize budeme uvazovat matici systému rovnic a priddme k ni
jesté sloupec pozadovanych hodnot, hovorime o rozsifené matici
systému. Postup, ktery jsme predvedli odpovida postupné eliminaci
proménnych v rovnicich a vyskrtani linedrné zavislych rovnic.

@ Pokud nam pfri prechodu na radkové schodovity tvar zlistane v
rozsifené matici vice nenulovych fadki nez v matici systému,
pak zadné reseni nemiize existovat.

@ Pokud je hodnost obou matic stejnd, pak ndm pfi zpétném
dopodltu Feseni zlstane pravé tolik volnych parametr, kolik je
rozdil mezi poctem proménnych hodnosti.
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V roviné R? jsme pracovali s maticemi linedrnich zobrazeni a
determinant matice A

a b

detA = d

‘—ad—bc

prozrazoval, jestli umime najit inverzi k A.

Determinant byl uzite¢ny i jinak: obsah rovnobéznika by mél byt
linedrné zavisly na kazdém ze dvou vektor( definujicich
rovnobéznik a je uzitecné zaroven pozadovat zménu znaménka pri
zméné poradi téchto vektorid. ProtoZe tyto vlastnosti mél, az na
pevny skalarni ndsobek, jediné determinant, odvodili jsme, Ze je
obsah dan pravé takto.

Nyni uvidime, ze podobné Ize se skalarnimi funkcemi z matic do
skalarl postupovat v kazdé konec¢né dimenzi.
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Budeme pracovat s libovolnymi skaldry K a maticemi nad témito
skalary (napf. Z, Q, R, C, Zy).

Pripomernime, ze bijektivni zobrazeni mnoziny X na sebe se nazyva
permutace mnoZiny X. Je-li X = {1,2,...,n}, Ize permutace
zapsat pomoci vysledného poradi ve formé tabulky:

1 2 ... n
<O’(1) o(2) ... U(n)> '
Prvek x € X se nazyva samodruznym bodem permutace o, je-li
o(x) = x.
Permutace o takova, ze existuji pravé dva rizné prvky x,y € X s
o(x) =y a o(z) = z pro v8echna ostatni z € X se nazyva
transpozice, znaéime ji (x, y).
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V dimenzi dva byl vzorec pro determinant jednoduchy — vezmeme
vsechny mozné souciny dvou prvki, po jednom z kazdého sloupce
a radku matice, opatfime je znaménkem tak, aby pfi prehozeni

dvou sloupctli doslo ke zméné celkového znaménka, a vyrazy
vSechny seCteme:

A:(a b>, det A = ad — bc.
c d

Obecné, necht A = (aj;) je Ctvercova matice dimenze n nad K.
Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany vztahem

Al= ) sen(0)ato(1) " a20(2) *** no(n)
oEY

kde ¥, je mnozina vSech moznych permutaci na {1,...,n} a
znaménko sgn pro kazdou permutaci jesté musime popsat.
Kazdy z vyrazil sgn(0)ai,(1) - 324(2) * * * @no(n) Nazyvdme clen
determinantu |A|.
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Jednoduché priklady uz umime: je-li n = 1, pak |ai1| = a11 € K, a
pron=2 je
a1l 412

= +ai1a22 — aipari.
az1 ax

Podobné pro n = 3 se d4 uhodnout (chceme linearitu v kazdém
sloupci a antisymetrii)

a1 412 ai3
21 a2 a3| =+ ai1az2as3 — 313822331 + ai3zazi1as?
d31 432 as3

— 311323332 + 312323331 — 312321333

Tomuto vzorci se fikd Saarusovo pravidlo.
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Jak tedy najit spravna znaménka? Rikdme, Ze dvojice prvki
a,be X =/{1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-li a < b a
o(a) > o(b). Permutace o se nazyva sudd (resp. lichd),
obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Po%et inverzi 3 znagime ji pravé sgn(o).
Tolik definice, chceme ale védét, jak s paritou pocitat. Z
nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét, ze Saarusovo pravidlo
skutecné pocita determinant v dimenzi 3.

Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! riznych permutaci. Tyto
Ize seradit do posloupnosti tak, Ze kazdé dvé po sobé jdouci se lisi
pravé jednou transpozici. Lze pfi tom zacit libovolnou permutaci a
kaZda transpozice méni paritu.
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Zjistili jsme, Ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu

permutace a ze kazdé poradi Cisel {1,2,...,n} Ize ziskat
postupnymi transpozicemi sousednich prvki. Disledkem tohoto
popisu je, ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n}, n > 1, je pravé

1 , 1 - L ,
5n! sudych a 5n! lichych permutaci.

Jestlize sloZime dvé permutace za sebou, znamena to provést
napred vSechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace o, : X — X plati

sgn(o on) = sgn(o) -sgn(n), sgn(o ') =sgn(o).

Pro kazdou matici A = (aj;j) typu m/n na skalary z K definujeme
matici transponovanou k A. Jde o matici AT = (aj;) s prvky

aj; = aji typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A= AT se nazyvéa symetrickd.

Jestlize plati A= —AT, pak se A nazyva antisymetricka.
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Theorem

Pro kaZdou Ctvercovou matici A plati
0 |AT|=A
@ Je-li jeden Fidek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| = 0,

’

© Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radka, pak
Al =—[B

@ Jestlize matice B vznikla z A vyndsobenim radku skalarem
a€kK, pak |B| = alA

© Jsou-li prvky k-tého fadku v A tvaru ayj = cij + byj a vSechny
ostatni fadky v maticich A, B = (bj;), C = (cjj) jsou stejné,
pak |A| = |B| +|C

@ Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému fadku
A linearni kombinaci ostatnich radka.

’

7

’
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Dasledkem prvniho tvrzeni predchozi véty o rovnosti determinant(i
matice a matice transponované je, ze kdykoliv se ndm podari
dokazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzitim
radka prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Nap¥. tedy mizeme okamzité vechna tvrzeni (2)—(6) této véty
preformulovat i pro pFicitani linedrnich kombinaci ostatnich sloupci
k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, Ze determinant jako zobrazeni, které n
vektordm dimenze n (fadkim nebo sloupciim matice) pfifadi skalar
Jje antisymetrické zobrazeni linedrni v kazdém svém argumentu,
presné jak jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.
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Vypocet determinanti

Metoda Gaussovy eliminace

Pro matici v Fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je
jedinym nenulovym ¢lenem determinantu ten, ktery odpovida
identické permutaci. Vidime tedy, ze determinant takové matice je
|A| = a11 - @22 - - - apn. Pfedchozi véta tedy poskytuje velice
efektivni metodu vypocltu determinanti pomoci Gaussovy
eliminaéni metody. Pozor jen, ze se smi pouze k nepozménénému
radku pricitat linedrni kombinace ostatnich!
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Vypocet determinanti

Rozvoj podle radku ¢i sloupce

Algebraickym dopliikem Aj; prvku aj matice A = (aj;) rozumime
determinant matice vzniklé z A vypusténim i—tého radku a j—tého
sloupce, opatieny znaménkem (—1)"*J. Laplaceiiv rozvoj podle
zvoleného /-tého Fadku nebo i-tého sloupce je

n n
|A| = E a,-jA,-J- = E aj,-AJ-,-.
Jj=1 Jj=1

| A\

Cauchyova véta

Necht A = (ajj), B = (bjj) jsou ¢tvercové matice dimenze n nad
okruhem skalard K. Pak |A- B| = |A| - |B|.
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