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Uvazujme systém m linearnich rovnic pro n proménnych a
predpokladejme, ze jde o rovnice tvaru A- x =0, tj.

dil1 ... din X1 0

ami --- amn Xn 0

Diky vlastnosti distributivity pro nasobeni matic je okamzité zfejmé,
Ze soucet dvou feseni x = (x1,...,xn) ay = (¥1,.-.,¥n) spliuje

A (x+y)=A-x+A-y=0

a je tedy také feSenim. Stejné tak zistava resenim i skalarni
nasobek a- x.
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Mnozina v3ech feSeni pevné zvoleného systému rovnic s nulovou
pravou stranou je proto uzaviena na scitani vektori a nasobeni
vektor skalary. To byly zakladni vlastnosti vektorti dimenze n v K".
Ted ale mame vektory v prostoru feseni s n souradnicemi a
»dimenze" tohoto prostoru uréité nema byt n (pokud matice
systému neni nulova).
Potfebujeme proto obecnéjsi definici vektorového prostoru a jeho
dimenze.

Vektorové (pod)prostory

Vektorovy prostor V nad polem skalarii K je mnozina s operaci
sitani, pro kterou jsou splnény axiomy komutativni grupy, a
nasobeni skalary takové, ze plati

a-(v+w)=a-v+a-w (
(a+b)-v=a-v+b-v (

a-(b-v)=(a-b)-v (V3
(

l-v=v
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Budeme sice pracovat pouze s podmnozinami V C R" majicimi
viechny vlasti vektorovych prostorii, podstatné ale pro nas budou
pouze nasledujici vlastnosti, které |ze také odvodit z abstraktni
definice vektorového prostoru:

Theorem
Necht' V je vektorovy prostor nad polem skalarii K, dale uvazme
a, b,a; € K, vektory u,v,u; € V. Potom

Q@ a-u=0 privé kdyz a=0 nebo u =0

Q@ (1) u=-u

Q@a (u—v)y=a-u—a-v

Q@ (a—b)-u=a-u—b-u

@ (Xiia): (ijzl uj) = > j1 @i uj.
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U matic jsme pracovali s tzv. linedrnimi kombinacemi radki matice.
S obecnymi vektory budeme zachazet zcela analogicky: Vyrazy
tvaru a3 - vi + -+ - + ak - v, nazyvame linedrni kombinace vektori
Vi,...,v C V.

Mnozina vektorti M C V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi, ..., Vk € M a kazdé skalary ai, ..., ax € K plati:
ap-vi+---Fag-v=0 - ag=ay=---=a,=0.
Posloupnost vektoril vq, ..., v, nazveme linedrné nezavislou jestlize
Vi,..., Vg jsou po dvou riizné a {vi,..., vk} je linearné nezavisla.

Mnozina M vektoril je linearné zavisla, jestlize neni linearné
nezavisla.
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Pfimo z definice pak vyplyva, ze neprazdna podmnozina M vektori
ve vektorovém prostoru nad polem skalari K je zavisla pravé, kdyz
je jeden z jejich vektort vyjadritelny jako linearni kombinace
ostatnich.

Pfimo z definic plyne, Ze kazda podmnozina linearné nezavislé
mnoziny M je linearné nezavisla. Stejné snadno vidime, ze M C V
je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz kazda kone¢na podmnozina v
M je linearné nezavisla.
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Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem jestlize
spolu se zOzenymi operacemi sCitani a nasobeni skalary je sama
vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,beK, Vvswe M, a-v+b-we M.

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
pro m = 2, jsou vektory (1,0), (0,1) € R? linearné nezavisle,
protoze z a- (1,0) + b- (0,1) = (0,0) plyne a = b = 0. Dale,
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 (1,0) = (v/2,0), ovgem nad Q jsou linearné nezavislé! Nad R
tedy tyto dva vektory ,,generuji” jednorozmérny podprostor,
zatimco nad Q je dvourozmérny.
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Polynomy stupné nejvyse m tvofi vektorovy prostor Rp,[x].
Polynomy miizeme chapat jako zobrazeni f : R — R a scitani a
nasobeni skalary definujeme takto: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
(a-f)(x) = a- f(x). Polynomy viech stupnii také tvori vektorovy
prostor Roo[x] @ Rpy[x] C Rp[x] je vektorovy podprostor pro
viechna m < n < co. Podprostory jsou napf. viechny sudé
polynomy nebo liché polynomy (f(—x) = £f(x)).

Uplné analogicky jako u polynomti mazeme definovat strukturu
vektorového prostoru na mnoziné vsech zobrazeni R — R nebo
vsech zobrazeni M — V libovolné pevné zvolené mnoziny M do
vektorového prostoru V.
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Protoze podminka v definici podprostoru obsahuje pouze univerzalni
kvantifikatory, je jisté priinik podprostorii opét podprostor. Snadno
to ovéfime i pfimo: Necht W;, i € I, jsou vektorové podprostory ve
V,a,beK, uven W, Pak pro viechny i € [,
a-u+b-veW,toaleznamena, zea-u+b-v e N W,
Zejména je tedy podprostorem priinik viech podprostorst W C V,
které obsahuji predem danou mnozinu vektorti M C V. Rikame, ze
takto M generuje podprostor (M), nebo ze prvky M jsou
generatory podprostoru (M).
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Pro kazdou podmnozinu M C V plati

O M)={a1-un+-+a u keNaecKuyeMj=
1,...,k}

@ M = (M) pravé kdyz M je vektorovy podprostor
@ jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor
@ (0) = {0} C V, trividIni podprostor.
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Necht V;, i € I, jsou podprostory ve V. Pak podprostor generovany
jejich sjednocenim, tj. (Ujc;V;), nazyvame souctem podprostorti
Vi. Znacime ) ;. V;. Zejména pro V1,...,V C V,

Vit +Ve=(ViuWaU---U V).

Vidéli jsme, ze kazdy prvek v uvazovaném souctu podprostori
miizeme vyjadFit jako linearni kombinaci vektorti z podprostord V.
Protoze vsak je scitani vektorii komutativni, Ize k sobé poskladat
Cleny patfici do stejného podprostoru a pro koneény soucet k
podprostorii tak dostavame

V1+V2+-~-+Vk:{v1+~-+vk; V/E\/i,i:1,...,k}.
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Soucet W = Vi + --- 4+ V| C V se nazyva primy soucet
podprostorii, jsou-li priiniky vsech dvojic trivialni, tj. V; N V; = {0}
pro vsechny i # j. V takovém pripadé Ize kazdy vektor w € W
napsat pravé jednim zptisobem jako soucet

W:V1+"'+Vk7

kde v; € V;. Pro pfimé soucty piseme

W=WVa & V,=ak V.
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Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V,
jestlize (M) = V a M je linearné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery
ma konecnou bazi nazyvame konecneérozmerny, mohutnost baze
nazyvame dimenzi V1. Nema-li V kone¢nou bazi, fikame, ze V je
nekonecnérozmerny. Piseme dim V = k, k € N, pripadné k = cc.
Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v = (vi,..., V) bazovych vektord. Jde tu predevsim o zavedeni
konvence: U kone¢nérozmérnych podprostorii budeme totiz vzdy
uvazovat bazi v€etné zadaného poradi prvki i kdyz jsme to takto,
striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (v1,...,vy) bazi V, je cely prostor V' pfimym souctem
jednorozmérnych podprostori

V=)D - @(vp).

1Vsimnéme si, ze trivialni podprostor je generovan prazdnou mnozinou,
ktera je "prazdnou'"bazi. Ma tedy trivialni podprostor dimenzi nulovou.
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Intuitivné Ize jisté vérit nasledujicimu tvrzeni. S presnym dikazem
(ukazujicim, pro€ je k tomu tfeba vlastnosti pole skalarii se vratime
v rozsifené prednasce). Pro vektory coby n-tice skalarti je mozné i
formalné ovérit postupy, které jsme potkali u Gausovy eliminace

minule.

Z libovolné konecné mnoziny generatorii vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. Kazda baze VV ma pritom stejny pocet prvkii.
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Zapamatujme si:

Vlastnosti bazi

O Kazdé dvé baze kone¢nérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet vektor(i, tzn. ze nase definice dimenze nezavisi na
volbé baze.

@ Ma-li V koneénou bazi, |ze kazdou linearné nezavislou mnozinu
doplnit do baze.

© Baze konecnérozmérnych vektorovych prostorii jsou pravé
maximalni linearné nezavislé mnoziny

© Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoziny generatord
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Necht W, Wy, W> C V jsou podprostory v prostoru konecné
dimenze. Pak plati

Q@ dmW <dmV
Q@ V = W pravé kdyz dimV = dim W
© dim Wi +dim W, = dim(W1 + Wg) + dim(W1 N Wz).
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Kdyz je mnozina {vi,...,v,} C V baze, miizeme kazdy vektor
v € V vyjadrit jako linearni kombinaci v = ajvy + -+ - + apv,.
Predpokladejme, Ze to udélame dvéma zpiisoby:

v=awvi+ --+apvh=bivi+---+ bpv,.

Potom ale

0= (a1 —b1)-vi+-+(an—bn)-va
a proto a; = b; pro véechna i = 1,..., n. Lze tedy kazdy vektor
zadat pravé jedinym zpasobem jako linearni kombinaci bazovych
vektord.
Koeficienty této jediné linearni kombinace vyjadfujici dany vektor
v € V ve zvolené bazi (vi, ..., v,) se nazyvaji souradnice vektoru

v v této bazi.
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Prifazeni, které vektoru u = ajvy + - - - + a,v, pfifadi jeho
soufadnice v bazi v, budeme znacit stejnym symbolem v : V — K".
Ma tyto vlastnosti:?

o viu+w)=v(u)+v(w);, Vuwe V

e v(a-u)=a-v(u);, VaeKVue V.

2\/simnéme si, ze operace na levych a pravych stranach téchto rovnic nejsou
totozné, naopak, jde o operace na riznych vektorovych prostorech! Pri této
prilezitosti se také mizeme zamyslet nad obecnym pfipadem baze M (mozna
nekoneénérozmérného) prostoru V. Baze pak nemusi byt spocetna, porad ale
jesté mazeme definovat zobrazeni M : V — KM (t]. soufadnice vektoru jsou
zobrazeni z M do K).
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Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalart K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="~F(u)+f(v), Vu,veV
Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
Samozrejmé, ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni

matic:
K'asx— A - xeK™

s matici typu m/n nad K.
Je tomu i naopak — v soufadnicich je kazdé linearni zobrazeni dané
pomoci nasobeni vhodnou matici:
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Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K's dim V = n,
dim W = m a mé&jme linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou

volbu bazi u = (u1,...,up) na V, v=_(v1,...,v,) na W, mame k
dispozici pfislusna pfirazeni souradnic:

% VY
U\L: :\LV
fu,v
K" e [KM

Pritom je kazdeé linearni zobrazeni jednoznaéné urceno svymi
hodnotami na libovolné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi
u. Odtud pfimo vidime, ze f,, je dano jako nasobeni matici, do
jejichz sloupcil jsou vepsany soufadnice hodnot zobrazeni f(u;) v

bazi v.
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Jestlize za V' i W zvolime tentyz prostor, ale s riiznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory baze u v
soufadnicich vzhledem k v. Ozna¢me vyslednou matici T. Kdyz pak
zadame vektor u

U= xyuy + -+ Xplp

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrzime souradné
vyjadreni X téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat poradi
s€itancil a vyjadFit skalary u jednotlivych vektori baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit X = T - x. Tuto matici nazyvame
matice pfechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : V — V:
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii matice T.

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zname-li souradnice x
vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi
vynasobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). Protoze inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je matice
pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice pfechodu
opacnym smérem, tj. od baze v k bazi u.
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V geometrii roviny jsem jiz pracovali nejen s bazemi a linearnimi
zobrazenimi, ale také s velikosti vektord a jejich thly. Pro zavedeni
téchto pojmi jsme pouzili souradného vyjadreni pro velikost

v=(x,y):
vl = V/x? + y2,
zatimco thel ¢ dvou vektordi v = (x,y) a v/ = (x/,y’) byl dan

/ /
cosgp = X W
g
Poviimnéme si, Ze vyraz v Citateli posledniho vyrazu je linearni v
kazdém ze svych argumentd, znacime jej (v, v’) a fikame mu
skalarni souéin vektor v a v/. Skalarni soucin je také symetricky ve
svych argumentech a plati

Iv]? = (v, v).

Zejména plati, ze ||v|| = 0 pravé, kdyz v = 0. Z nasich avah je také
vidét, ze v Euklidovské roviné jsou dva vektory kolmé pravé, kdyz je
jejich skalarni soucin nulovy. Zobecnime si tento postup pro
libovolné (zatim koneéné) dimenze.
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Linedrni a multilinearni formy

Specialnim pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linearni formy.
Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V nad polem
skalarti K do skalarii K. Jsou-li dany soufadnice na V/, je prifazeni
jednotlivé i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linearni formou.
Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V
linearni formy ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s fadky. Vycisleni
takové formy na vektoru je pak dano vynasobenim pfislusného
radkového vektoru se sloupcem soufadnic.
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Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V je opét
vektorovy prostor, znacime jej V*. Pokud je V konecnérozmérny, je
V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je dana
napf. volbou tzv. dualni baze k zvolené bazi na V, jejimiz prvky «;
jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k kopii
vektorového prostoru V' do skalarii linearnich v kazdém argumentu.
Hovofime o k-linearnich formach. Budeme se setkavat (a jiz jsme
je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-linearnimi antisymetrickymi
formami (formy objemu) a symetrickymi bilinearnimi formami.
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Definition

Skalarni soucin na vektorovém prostoru V' nad realnymi Cisly je
bilinearni symetricka forma (, ) : V x V — R takova, ze
(v,v) >0 a je roven nule pouze pfi v = 0.

Pro skalarni soucin se €asto pouziva také obvyklé tecky, tj.
(u,v) = u-v. Z kontextu je pak tfeba poznat, zda jde o soucin
dvou vektord (tedy vysledkem je skalar) nebo néco jiného.
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Definition
Vektory v a w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize (v, w) = 0.
Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V

slozena z ortogonalnich vektord se nazyva ortogonalni baze.
Jsou-li bazové vektory navic i normovang, je to ortonormalni baze.

Uhel ¢ dvou vektorti v a w je dan vztahem

(v, w)

COS(p = —————.
vl lwl]
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Skalarni soucin je v kazdé ortonormalni bazi dan vyrazem

(x,y)y=x"-y.

V obecné bazi V existuje symetrickd matice S takova, ze

(x,y)=x"-Sy.
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Existence ortonormalni baze

Pfimocaré pocetni vyuziti kolmych projekci vede k tzv.
Grammovu—Schmidtovu ortogonalizacnimu procesu. Cilem
procedury je z dané posloupnosti nenulovych generatorti v, ..., vk
konecnérozmérného prostoru V' vytvorit ortogonalni mnozinu
nenulovych generatorii pro V.
Zacneme prvnim (nenulovym) vektorem v; a spocteme kolmou
projekci v» do

(vi)™ € ({vi, v2}).
Vysledek bude nenulovy pravé, kdyz je v» nezavislé na v;. Ve vsech
dal3ich krocich budeme postupovat obdobné.
V (-tém kroku tedy chceme, aby pro vy11 = upy1+a1vi+---+arve
platilo (vp11,v;) =0, pro vechny i =1,...,¢. Odtud plyne

0= (up1+avi + -+ apve, vi) = (upy1, vi) + aivi, vi)

a je vidét, ze vektory s pozadovanymi vlastnostmi jsou urceny
jednoznaéné az na nasobek.
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Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni:

Theorem

Necht (us, ..., ux) je linedrné nezavisla k-tice vektorii prostoru V
se skalarnim soucinem. Pak existuje ortogonalni systém vektori
(vi,...,vk) takovy, ze vi € (u1,...,u;), i =1,... k. Ziskame je
nasledujici procedurou:

o Z nezavislosti vektorti u; plyne uy # 0. PoloZime vi = u;.

e Mame-lIi jiz vektory vi, ..., vy potfebnych vlastnosti klademe

(Upt1, Vi)

Vel = Uppl +aivi + oot agvy,  ai = — vil2
1
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Kdykoliv mame ortogonalni bazi vektorového prostoru V, staci
vektory vynormovat a ziskame bazi ortonormalni. Dokazali jsme
proto také:

Na kazdém vektorovém prostoru se skalarnim soucinem existuje
ortonormalni baze.

V ortonormalni bazi se obzvlast snadno spoctou soufadnice a kolmé
projekce. Skutené, méjme ortonormalni bazi (e, ..., e,) prostoru
V. Pak kazdy vektor v = xje; + - - - + x, €, spliuje

(ei,v) = (ej,x1€1 + ++ + Xn€n) = X;
a plati tedy vzdy

v= ey, v)yer+ -+ (en, Vv)en.
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Pokud mame zadan podprostor W C V a jeho ortonormalni bazi
(e1,...,ek), jde ji jisté doplnit na ortonormalni bazi (e,...,e,)
celého V. Kolma projekce obecného vektoru v € V do W pak bude
dana vztahem

v (e, v)er + -+ (ep, v)ex.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci znat jen ortonormani bazi
podprostoru W, na nejz promitame.

Povsimnéme si také, ze obecné jsou projekce f na podprostor W
podél U a projekce g na U podél W svazany vztahem g =idy —f.
Je tedy u kolmych projekci na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi
pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice W, W, ktery ma mensi
dimenzi.
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