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P¥ipomenuti definic a pojmi

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymZ polem skaldri K.
Zobrazeni f : V — W se nazyvd linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(ut+v)="~f(u)+f(v), Yu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
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P¥ipomenuti definic a pojmi

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymZ polem skaldri K.
Zobrazeni f : V — W se nazyvd linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="~Ff(u)+f(v), Yu,veV
Q@ f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
V soutadnicich jde o ndsobeni matici A= f, ,

% VY
l_ N _i
Kn == >Km

P¥itom je kazdé linedrni zobrazeni jednoznaéné uréeno svymi
hodnotami na libovolné mnoZiné generatorli, zejména tedy na bazi
u. Odtud p¥imo vidime, Ze f, , je ddno jako ndsobeni matici, do

jejichZ sloupct jsou vepsany soufadnice hodnot zobrazeni f(u;)
v bazi v.
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Priklad

Vektor w = (3,2,1) ma ve standardni bazi e = (ey, e2, e3) prostoru

R3 sou¥adnice
3

Wle= (2],
1

zatimco v bazi u = ((1, 1,1), (1,1,0), (1,0,0)) ma w soufadnice

1
wlu= |1

)

protoze w = (3,2,1) =1-(1,1,1) +1-(1,1,0) +1-(1,0,0).
Vsimnéte si, Ze kdyz ¥ikdme vektor w = (3,2, 1), tak tim vlastn&
automaticky myslime tento vektor vztaZzeny ke standardni bazi e.
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Skladani linedrnich zobrazeni odpovida nasobeni matic. Snadno
proto vidime, jak se zméni matice zobrazeni, zmé&nime-li bdze na
defini¢nim oboru i oboru hodnot:

v v Ly oy
UIJ/: Ui: :lv :lv’
fU Vv -
Kn T > K” == - Km S 1 ~ Km

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice pfechodu od v/
k v. Je-li tedy A = f,, plivodni matice zobrazeni, bude novd dana
jako A’ = STIAT.
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Skladani linedrnich zobrazeni odpovida nasobeni matic. Snadno
proto vidime, jak se zméni matice zobrazeni, zmé&nime-li bdze na
defini¢nim oboru i oboru hodnot:

idy

Vv v ow Wy

UI\L: Ui: :lv :lv’
fu,v 1

K" T - K" L S KM S™ =~ Km

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice pfechodu od v/
k v. Je-li tedy A = f,, plivodni matice zobrazeni, bude novd dana
jako A’ = STIAT.

Ve speciadlnim p¥ipadg& linearni transformace f : V — V
vyjadfujeme zpravidla f pomoci jedné bdze u prostoru V, tzn. Ze
prechod k nové bazi v’ bude znamenat zmé&nu na A = T 1AT.
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndasledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim http://www.wiley.com/
legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_
virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html.



http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html

Matice linedrnich zobrazeni

000@000000000

Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndasledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
@ Rotace o § v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim http://www.wiley.com/
legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_
virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html.
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Priklad
Ndasledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:

@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
@ Rotace o § v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

© Obecngji, rotace o thel ¢ v kladném smyslu?

= (7 ) ()

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim http://www.wiley.com/
legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_
virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html.
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Pt¥iklady linedrnich zobrazeni

Ptiklad
Ndasledujici zobrazeni jsou linedrni transformace na vektorovém
prostoru R?:
@ ProdlouZeni nebo zkraceni vektoru L((x,y)) = a- (x,y).
@ Rotace o § v kladném smyslu L((x,y)) = (—y, x).

© Obecngji, rotace o thel ¢ v kladném smyslu?

__[cosp —sinp) (x
W)= (52 o) (7).
© Projekce vektoru na nékterou souradnou osu, napt.
L((x,y)) =y -e=(0,y).

“Vyzkouset a rozmyslet miZete nap¥. s vyuZitim http://www.wiley.com/
legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_
virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html.
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Priklad

Jako p¥iklad sklddani linedrnich transformaci R?> — R? uved me
sloZeni dvou rotaci. Jak jsme dfive ukdzali, rotace o thel ¢

v kladném smyslu je (ve standardni bazi) reprezentovdna matici

A = [Ccos® —sing
¥ \sing cosp )’

podobné& pro matici Ay, rotace o thel 7.
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Priklad
Jako p¥iklad sklddani linedrnich transformaci R?> — R? uved me

sloZeni dvou rotaci. Jak jsme dfive ukdzali, rotace o thel ¢
v kladném smyslu je (ve standardni bazi) reprezentovdna matici

(coscp —sin gp)
A,=| _. ,
sinp  cosyp
podobné& pro matici Ay, rotace o thel 7.

Jejich slozeni (v libovolném potadi) ziejmé& odpovida rotaci o thel
¢ + 1, proto

cos(p + 1) —sin(p+1)\ _ [cosp —sinp\ (cosyp —sine
sin(p+1)  cos(p+1) ] \sing cosg ) \singy cosy

Odtud mj. dostdvdme platnost znamych sou&tovych vzorci pro
goniometrické funkce.
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Pyiklad
Necht L : R3 — R? je pro ddno predpisem:

L(u) =x1v1 + (X3 — x2) vo,

kde u = (x1,x0,x3)T,v1 = (2,-1)7, vy = (1, —2) 7. Urlete matici
A, kterd reprezentuje toto linedrni zobrazenfi

(a) v bazich e = (e1, e2,€3) a € = (e1, &) (standardni baze
prostorii R3 a R?),

(b) v bazich e = (e1, e2,€3) a v = (v1, v2).
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ReSeni
a) Protoze je
2x1 — X0 + X3
L(U) = )
—Xx1 + 2x5 — 2x3

je L(el) = (27 _1)T7 L(e2) = (_1)2)7—7 L(e3) = (17 _2)T
ProtoZe ve standardni bazi e cilového prostoru R? je w = [w]e, je
maticova reprezentace zobrazeni L v téchto bazich

2 -1 1
A=Ae,e=<_1 2 —2>’
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Reseni

b) ProtoZe je L(e;) = (2,—1)T = v,

L(e) =(-1,2)" = —vo, L(e3) = (L, —2)T =, je
[L(er)lv = (1,0)7, [L(e2)lv=(0,-1)7, [L(es)lv=(0,1)T,je

maticova reprezentace zobrazeni L v téchto bazich

X1
1 0 O . 1 0 O
B = By = <0 1 1> , b [L(w)]w = <O _1 1) N x

X3
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V &asti b) predchoziho pfikladu je matice pfechodu of baze
v = (v1, v2) k bazi e (v cilovém prostoru R?) rovna

V=(vle [ve) =MW w)= (—21 —12> ’

1 /-2 -1 2 1
proto V1 = —= < ) = ( &l 32> :
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P¥iklad
V &asti b) predchoziho pfikladu je matice pfechodu of baze
v = (v1, v2) k bazi e (v cilovém prostoru R?) rovna

V=(vle [ve) =MW w)= (—21 —12> ’

1 /-2 -1 2 1
proto V1 = —= < ) = ( &l 32> :

a je tedy matice uvazovaného linearniho zobrazeni v bazich e a v
rovna

E 2 -1 1 1 0 0
—v-1l.4A. — 3 3 . —
s=viaa=(% 5)(5 7 )= 5 1)
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Zakladni ptiklady zobrazeni a jejich matic

Budeme zkoumat riizné typy linedrnich zobrazeni. Tak se
dostaneme k pofadnéjsimu pochopeni nastrojl, které ndm
vektorové prostory pro linedrni modelovani proces a systémi
nabizeji.

Ve standardni bazi R? uvaZujme nasledujici matice zobrazenf{
f:R? - R%

2=(o0) 5=(0) <= 4) 2= ):
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Zakladni ptiklady zobrazeni a jejich matic

Budeme zkoumat riizné typy linedrnich zobrazeni. Tak se
dostaneme k pofadnéjsimu pochopeni nastrojl, které ndm
vektorové prostory pro linedrni modelovani proces a systémi
nabizeji.

Ve standardni bazi R? uvaZujme nasledujici matice zobrazenf{
f:R? - R%

10 0 1 a 0 0 -1
A=) #=(00) =(5) =0 ),
Matice A zadavd kolmou projekci podél podprostoru
W c {(0,a); a€ R} C R? na podprostor
V C {(a,0); ac€ R} CR2

Evidentn& pro toto zobrazeni f : R? — R? plati f o f = f a tedy
flimf je identické zobrazeni. Jddrem f je pravé podprostor W.
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Matice B ma vlastnost B2 = 0, plati tedy toté? o p¥islugném
zobrazeni f. MiZeme si jej pFfedstavit jako matici derivovani
polynomil Ry [x] stupn& nejvyse jedna v bazi (1, x).
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Matice B ma vlastnost B2 = 0, plati tedy toté? o p¥islugném
zobrazeni f. MiZeme si jej pFfedstavit jako matici derivovani
polynomil Ry [x] stupn& nejvyse jedna v bazi (1, x).

Matice C zaddva zobrazeni f, které prvni vektor baze zvétsi
a—krat, druhy b—krat. Tady se ndm tedy celd rovina rozpada na
dva podprostory, které jsou zobrazenim f zachovédny a ve kterych
jde o pouhou homotetii (stejnolehlost), tj. roztaZeni skaldarnim
nasobkem. Nap¥. volba a =1, b = —1 odpovidd komplexni
konjugaci x + iy — x — iy na dvourozmérném redlném prostoru
R? ~ C v bézi (1,i). Toto je linedrni zobrazeni redlného
vektorového prostoru, nikoliv v8ak jednorozmé&rného komplexniho
prostoru C. V geometrii roviny jde o zrcadleni podle osy x.



Matice D je matici rotace o pravy uhel ve standardni bazi. Jako
pro kaZdé linedrni zobrazeni, které je bijekci, umime najit baze na
definiénim oboru a oboru hodnot, ve kterych bude jeho matici
jednotkova matice E (prost& vezmeme jakoukoliv bazi na
defini¢nim oboru a jeji obraz na oboru hodnot). Neumime ale

v tomto pFipadé totéz s jednou bazi na zadatku i konci. Zkusme
véak uvaZovat matici D jako matici zobrazeni g : C> — C2. Pak
umime najit vektory u = (i,1), v = (1,i), pro které bude platit

g(U)zG _01>-<i>:i-u, g(v)=<(1) _01>-<%>:—i-v.

To ale znamend, e v bazi (u,v) na C2 m4 g matici

(; °)

a povdimnéme si, Ze tato komplexni analogie k p¥ipadu matice C
ma na diagondle prvky a = cos(37) + isin(3m) a komplexn&
sdruzeny a.
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Jinymi slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto
komplexniho &isla udava dhel otoleni. Navic, miZeme si oznadit
redlnou a imaginarni ¢ast vektoru u takto

. . 0 . (1
u=xy+iy,=Reu+ilmu= 1 + - 0

a zuzeni komplexniho zobrazeni g na redlny vektorovy podprostor
generovany vektory x, a iy, (tj. ndsobeni komplexni jednotkou /) je
pravé otoleni o thel %7‘(’.
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© Vlastni &isla zobrazeni a matic
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Kli¢em k popisu zobrazeni v ptedchozich p¥ikladech byly odpovédi
na otazku:

.jaké jsou vektory spliiujici rovnici f(u) = a- u?"

pro n&jaké skalary a.
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Priklad
Uvazujme matici A a vektory u a v, kde

=G0 =) =)

|
N

(300 (0-
=39 0)-()-=0)->

Jsou tedy A1 = —1 a A\ = 2 vlastni hodnoty matice A a jejich
pFislusné vlastni vektory jsou pravé vektory u (pro A\; = —1) a v
(pro A2 = 2).
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Priklad

Uvazujme matici B a vektory u a v, kde

g_ (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) YT \lo1-3i)
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Priklad

Uvazujme matici B a vektory u a v, kde

g_ (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) YT \lo1-3i)

Potom plati
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Uvazujme matici B a vektory u a v, kde

g_ (-1 1 B 1 B 1
“\-10 =3/ YT loa43i) YT \lo1-3i)

Potom plati

Bu = <—_110 —13> ' <—li—3i> =(=2+3)- <—1i3i>’
Bov = <—_110 —13> ' <—11—3i> = (=2-30)- (—11—3/')‘

Jsou tedy \; = —2 4 3/ a A = —2 — 3/ vlastni hodnoty matice B
a jejich pfislugné vlastni vektory jsou pravé vektory u (pro
A1 =—-2+43i)av (pro Ao =—-2—3i).
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Zvolme tedy pevné linedrni zobrazni f : V — V na vektorovém
prostoru dimenze n nad skalary K. JestliZe si pfedstavime takovou
rovnost zapsanou v soufadnicich, tj. s vyuZitim matice zobrazeni A
v n&jakych bazich, jde o vyraz

A-x—a-x=(A—a-E)-x=0.

Z predchoziho vime, Ze takova soustava rovnic ma jediné ¥eSeni
x = 0, pokud je matice A — aE invertibilni. My tedy chceme najit
takové hodnoty a € K, pro které naopak A — aE invertibilni neni.
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Nutnou a dostate¢nou podminkou pro existenci a € K s vlastnosti
A-x = a-x (pro nenulovy vektor x) je

det(A—a-E)=0.
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Nutnou a dostate¢nou podminkou pro existenci a € K s vlastnosti
A-x = a-x (pro nenulovy vektor x) je

det(A—a-E)=0.

Jestlize povaZzujeme X\ = a za proménnou v ptedchozi skalarn{
rovnici, hleddme ve skute¢nosti kofeny polynomu stupné n. Jak
jsme vidéli v p¥ipadé matice D vySe, kofeny mohou, ale nemusi
existovat podle volby pole skalari K.
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Skaldry vyhovujici rovnici f(u) = a- u pro nenulovy vektor u € V
nazyvame vlastni &isla (hodnoty) zobrazeni f (eigenvalues),
pFislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f
(eigenvectors).
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Skaldry vyhovujici rovnici f(u) = a- u pro nenulovy vektor u € V
nazyvame vlastni &isla (hodnoty) zobrazeni f (eigenvalues),
pFislusné vektory u pak vlastni vektory zobrazeni f
(eigenvectors).

Z definice vlastnich &isel je zfejmé, Ze jejich vypolet nemiiZe
zaviset na volb& baze a tedy matice zobrazeni f. Skutetng, jako
p¥imy disledek trasformacénich vlastnosti a Cauchyovy véty pro
vypolet determinantu soudinu dostdvame jinou volbou soufadnic
(podobnou) matici A’ = P~1AP s invertibilni matici P a

|PLAP—)\E| = |P"HA-XE)P| = |P}||(A-XE)||P| = |A—\E|,

protoZe nasobeni skaldr(i je komutativni a |P~1| = |P|71.
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Pozndmka

Je-li u vlastni vektor matice A p¥islugejici vlastni hodnoté A\, potom
je také libovolny jeho (nenulovy) nasobek vlastni vektor pfisludejici
téZe vlastni hodnoté&, protoze

A(au)=a(Au) =a(Au) = A(au).
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Pozndmka

Je-li u vlastni vektor matice A p¥islugejici vlastni hodnoté A\, potom
je také libovolny jeho (nenulovy) nasobek vlastni vektor pfisludejici
téZe vlastni hodnoté&, protoze

A(au)=a(Au) =a(Au) = A(au).

Podobné, jsou-li u, v vlastni vektory matice A p¥islusejici vlastni
hodnoté A, potom je také jejich soucet vlastni vektor pfislusejici
téze vlastni hodnoté&, protoZe

Alu+v) = (Au)+ (Av) = (Au) + (Av) = A (u+v).

Vlastni vektory pFisludejici téZe vlastni hodnoté tedy tvofi (spoletng
s nulovym vektorem) podprostor vektorového prostoru R"”. To
také zdivodriuje terminologii ,vlastni prostor".
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Priklad

(a) Pro matici A = (:g i) z predchoziho pfikladu je

Bigen(-1) = {4} = (( )
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Priklad

(a) Pro matici A= (_3

5 i) z predchoziho pfikladu je

(b) Pro matici B = <_1 L > z ptedchoziho p¥ikladu je

—-10 -3

Eigen(—2 + 3i) = (u) = (( . >>,

Trgenl(— — 5) = () = <<—11—3/>>'




Vlastni &isla zobrazeni a matic
00000000 e0000

Ur&ete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

()
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Ur&ete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice
2 3
A= .

2—-X 3
0 2-2A

|AAE|=\ \z(zm

a proto je A\; = 2 (ndsobnosti 2) jedind vlastni hodnota této

matice.
Vlastni prostor pro A\; = 2:

(A—AlE]O):(A—2E]0):<8 ; i 8)
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ReZenf (pokr.)
Vlastni prostor pro A\; = 2:

(A—AlEIO):(A—2E|O):<8 g I 8)

Volbou volné promé&nné x; = t dostaneme YeSeni (t,0) =t - (1,0),
tj. vlastni vektor a pfislusny vlastni prostor jsou

= <(1)) . Eigen(2) = <<(1)>>.
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Obdobnou terminologii pouZivime i pro matice.

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom

|A — AE| € K,[)\] charakteristicky polynom matice A. Koteny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — AE| nazyvame také
charakteristicky polynom zobrazeni f.




Vlastni &isla zobrazeni a matic
0000000000800

Obdobnou terminologii pouZivime i pro matice.

Pro matici A dimenze n nad K nazyvame polynom

|A — AE| € K,[)\] charakteristicky polynom matice A. Koteny
tohoto polynomu jsou vlastni hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeni f : V — V v jisté bazi, pak |A — AE| nazyvame také
charakteristicky polynom zobrazeni f.

ProtoZe je charakteristicky polynom zobrazeni f : V — V nezavisly
na volb& baze V, dim V = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivych
mocnin proménné X skaldry vyjadfujici vlastnosti zobrazeni f, tj.
nemohou zdviset na nasi volbé& baze. Zejména je snadné vyjadf¥it

v/

koeficienty u nejvyssich a nejniz8ich mocnin:
JA=X-E| = (=1)" X\ +(=1)"Yay+---+anm) A" 14 +|A[- X0

Soulet diagondlnich ¢lenl matice se nazyva stopa matice,
znadime ji TrA, stopa zobrazeni je definovana jako stopa jeho
matice v libovolné bazi.
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Vlastni vektory linedrniho zobrazeni f . V — V pFislusné riznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé.
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Véta

Vlastni vektory linedrniho zobrazeni f . V — V pFislusné riznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé.

Dusledek

JestliZe existuje n navzdjem riznych koFeni a; charakteristického
polynomu zobrazeni f : V. — V, dim V = n, pak existuje rozklad
V' na pfimy soucet vlastnich podprostori dimenze 1. To znamena,
Ze existuje baze V' sloZena vyhradné z vlastnich vektori a v této
bdzi ma f diagondini matici (s vlastnimi &isly na diagondle).
Ptislusnou bazi (vyjadFenou v soufadnicich vzhledem k libovolné
zvolené bazi V') obdrZime FeSenim n systémi homogennich
linedrnich rovnic o n neznamych s maticemi (A — a; - E), kde A je
matice f ve zvolené bazi.
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Urlete matici osové soumérnosti v R? podle p¥imky prochazejici
potdtkem a bodem [3, 1], ve vhodné bézi a urete vlastni &isla a
vlastni vektory této transformace.
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