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Připomenut́ı definic a pojmů

Necht’ V a W jsou vektorové prostory nad týmž polem skalár̊u K.
Zobrazeńı f : V →W se nazývá lineárńı zobrazeńı
(homomorfismus) jestliže plat́ı:

1 f (u + v) = f (u) + f (v), ∀u, v ∈ V
2 f (a · u) = a · f (u), ∀a ∈ K, ∀u ∈ V .

V soǔradnićıch jde o násobeńı matićı A = fu,v

V
f //

'u
��

W

v'
��

Kn
fu,v // Km

Přitom je každé lineárńı zobrazeńı jednoznačně určeno svými
hodnotami na libovolné množině generátor̊u, zejména tedy na bázi
u. Odtud p̌ŕımo vid́ıme, že fu,v je dáno jako násobeńı matićı, do
jej́ıchž sloupc̊u jsou vepsány soǔradnice hodnot zobrazeńı f (ui )
v bázi v .
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Př́ıklad

Vektor w = (3, 2, 1) má ve standardńı bázi e = (e1, e2, e3) prostoru
R3 soǔradnice

[w ]e =

3
2
1

 ,

zat́ımco v bázi u =
(
(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)

)
má w soǔradnice

[w ]u =

1
1
1

 ,

protože w = (3, 2, 1) = 1 · (1, 1, 1) + 1 · (1, 1, 0) + 1 · (1, 0, 0).
Všimněte si, že když ř́ıkáme vektor w = (3, 2, 1), tak t́ım vlastně
automaticky mysĺıme tento vektor vztažený ke standardńı bázi e.
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Skládáńı lineárńıch zobrazeńı odpov́ıdá násobeńı matic. Snadno
proto vid́ıme, jak se změńı matice zobrazeńı, změńıme-li báze na
definičńım oboru i oboru hodnot:

V
idV //

'u′

��

V
f //

'u
��

W
idW //

v'
��

W

v ′'
��

Kn T // Kn
fu,v // Km S−1

// Km

kde T je matice p̌rechodu od u′ k u a S je matice p̌rechodu od v ′

k v . Je-li tedy A = fu,v původńı matice zobrazeńı, bude nová dána
jako A′ = S−1AT .

Ve speciálńım p̌ŕıpadě lineárńı transformace f : V → V
vyjaďrujeme zpravidla f pomoćı jedné báze u prostoru V , tzn. že
p̌rechod k nové bázi u′ bude znamenat změnu na A′ = T−1AT .
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Př́ıklady lineárńıch zobrazeńı

Př́ıklad

Následuj́ıćı zobrazeńı jsou lineárńı transformace na vektorovém
prostoru R2:

1 Prodloužeńı nebo zkráceńı vektoru L((x , y)) = a · (x , y).

2 Rotace o π
2 v kladném smyslu L((x , y)) = (−y , x).

3 Obecněji, rotace o úhel ϕ v kladném smyslua

L((x , y)) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x
y

)
.

4 Projekce vektoru na některou soǔradnou osu, nap̌r.
L((x , y)) = y · e2 = (0, y).

aVyzkoušet a rozmyslet můžete nap̌r. s využit́ım http://www.wiley.com/

legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_

virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html.

http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
http://www.wiley.com/legacy/products/subject/life/biological_anthropology/0471205079_virtual_reconstruction/chapter5_trafo.html
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L((x , y)) = y · e2 = (0, y).
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Př́ıklad

Jako p̌ŕıklad skládáńı lineárńıch transformaćı R2 → R2 uved’me
složeńı dvou rotaćı. Jak jsme ďŕıve ukázali, rotace o úhel ϕ
v kladném smyslu je (ve standardńı bázi) reprezentována matićı

Aϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

podobně pro matici Aψ rotace o úhel ψ.

Jejich složeńı (v libovolném pǒrad́ı) žrejmě odpov́ıdá rotaci o úhel
ϕ+ ψ, proto(

cos(ϕ+ ψ) − sin(ϕ+ ψ)
sin(ϕ+ ψ) cos(ϕ+ ψ)

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(

cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
.

Odtud mj. dostáváme platnost známých součtových vzorc̊u pro
goniometrické funkce.
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podobně pro matici Aψ rotace o úhel ψ.
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Př́ıklad

Necht’ L : R3 → R2 je pro dáno p̌redpisem:

L(u) = x1 v1 + (x3 − x2) v2,

kde u = (x1, x2, x3)T , v1 = (2,−1)T , v2 = (1,−2)T . Určete matici
A, která reprezentuje toto lineárńı zobrazeńı

(a) v báźıch e = (e1, e2, e3) a e = (e1, e2) (standardńı báze
prostor̊u R3 a R2),

(b) v báźıch e = (e1, e2, e3) a v = (v1, v2).
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Řešeńı

a) Protože je

L(u) =

(
2x1 − x2 + x3

−x1 + 2x2 − 2x3

)
,

je L(e1) = (2,−1)T , L(e2) = (−1, 2)T , L(e3) = (1,−2)T .
Protože ve standardńı bázi e ćılového prostoru R2 je w = [w ]e, je
maticová reprezentace zobrazeńı L v těchto báźıch

A = Ae,e =

(
2 −1 1
−1 2 −2

)
,

tj.

L(u) =

(
2 −1 1
−1 2 −2

)
·

x1

x2

x3

 .
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Řešeńı

b) Protože je L(e1) = (2,−1)T = v1,
L(e2) = (−1, 2)T = −v2, L(e3) = (1,−2)T = v2, je
[L(e1)]v = (1, 0)T , [L(e2)]v = (0,−1)T , [L(e3)]v = (0, 1)T , je
maticová reprezentace zobrazeńı L v těchto báźıch

B = Be,v =

(
1 0 0
0 −1 1

)
, tj. [L(u)]v =

(
1 0 0
0 −1 1

)
·

x1

x2

x3

 .
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Př́ıklad

V části b) p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je matice p̌rechodu of báze
v = (v1, v2) k bázi e (v ćılovém prostoru R2) rovna

V =
(
[v1]e [v2]e

)
=
(
v1 v2

)
=

(
2 1
−1 −2

)
,

proto V−1 = −1

3

(
−2 −1
1 2

)
=

(
2
3

1
3

−1
3 −2

3

)
,

a je tedy matice uvažovaného lineárńıho zobrazeńı v báźıch e a v
rovna

B = V−1 ·A ·E3 =

(
2
3

1
3

−1
3 −2

3

)
·
(

2 −1 1
−1 2 −2

)
=

(
1 0 0
0 −1 1

)
.
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Základńı p̌ŕıklady zobrazeńı a jejich matic

Budeme zkoumat r̊uzné typy lineárńıch zobrazeńı. Tak se
dostaneme k pǒrádněǰśımu pochopeńı nástroj̊u, které nám
vektorové prostory pro lineárńı modelováńı proces̊u a systémů
nab́ızej́ı.

Ve standardńı bázi R2 uvažujme následuj́ıćı matice zobrazeńı
f : R2 → R2:

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
, C =

(
a 0
0 b

)
, D =

(
0 −1
1 0

)
.

Matice A zadává kolmou projekci podél podprostoru
W ⊂ {(0, a); a ∈ R} ⊂ R2 na podprostor
V ⊂ {(a, 0); a ∈ R} ⊂ R2.
Evidentně pro toto zobrazeńı f : R2 → R2 plat́ı f ◦ f = f a tedy
f |Im f je identické zobrazeńı. Jádrem f je právě podprostor W .
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Matice A zadává kolmou projekci podél podprostoru
W ⊂ {(0, a); a ∈ R} ⊂ R2 na podprostor
V ⊂ {(a, 0); a ∈ R} ⊂ R2.
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Matice B má vlastnost B2 = 0, plat́ı tedy totéž o p̌ŕıslušném
zobrazeńı f . Můžeme si jej p̌redstavit jako matici derivováńı
polynomů R1[x ] stupně nejvýše jedna v bázi (1, x).

Matice C zadává zobrazeńı f , které prvńı vektor báze zvěťśı
a–krát, druhý b–krát. Tady se nám tedy celá rovina rozpadá na
dva podprostory, které jsou zobrazeńım f zachovány a ve kterých
jde o pouhou homotetii (stejnolehlost), tj. roztažeńı skalárńım
násobkem. Nap̌r. volba a = 1, b = −1 odpov́ıdá komplexńı
konjugaci x + iy 7→ x − iy na dvourozměrném reálném prostoru
R2 ' C v bázi (1, i). Toto je lineárńı zobrazeńı reálného
vektorového prostoru, nikoliv však jednorozměrného komplexńıho
prostoru C. V geometrii roviny jde o zrcadleńı podle osy x .
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a–krát, druhý b–krát. Tady se nám tedy celá rovina rozpadá na
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Matice D je matićı rotace o pravý úhel ve standardńı bázi. Jako
pro každé lineárńı zobrazeńı, které je bijekćı, uḿıme naj́ıt báze na
definičńım oboru a oboru hodnot, ve kterých bude jeho matićı
jednotková matice E (prostě vezmeme jakoukoliv bázi na
definičńım oboru a jej́ı obraz na oboru hodnot). Neuḿıme ale
v tomto p̌ŕıpadě totéž s jednou báźı na začátku i konci. Zkusme
však uvažovat matici D jako matici zobrazeńı g : C2 → C2. Pak
uḿıme naj́ıt vektory u = (i , 1), v = (1, i), pro které bude platit

g(u) =

(
0 −1
1 0

)
·
(

i
1

)
= i · u, g(v) =

(
0 −1
1 0

)
·
(

1
i

)
= −i · v .

To ale znamená, že v bázi (u, v) na C2 má g matici

K =

(
i 0
0 −i

)
a povšimněme si, že tato komplexńı analogie k p̌ŕıpadu matice C
má na diagonále prvky a = cos( 1

2π) + i sin( 1
2π) a komplexně

sdružený ā.
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Jinými slovy, argument v goniometrickém tvaru tohoto
komplexńıho č́ısla udává úhel otočeńı. Nav́ıc, můžeme si označit
reálnou a imaginárńı část vektoru u takto

u = xu + iyu = Re u + i Im u =

(
0
1

)
+ i ·

(
1
0

)
a zúžeńı komplexńıho zobrazeńı g na reálný vektorový podprostor
generovaný vektory xu a iyu (tj. násobeńı komplexńı jednotkou i) je
právě otočeńı o úhel 1

2π.
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Plán p̌rednášky

1 Matice lineárńıch zobrazeńı

2 Vlastńı č́ısla zobrazeńı a matic
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Kĺıčem k popisu zobrazeńı v p̌redchoźıch p̌ŕıkladech byly odpovědi
na otázku:

”
jaké jsou vektory splňuj́ıćı rovnici f (u) = a · u?“

pro nějaké skaláry a.
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Př́ıklad

Uvažujme matici A a vektory u a v , kde

A =

(
−3 2
−5 4

)
, u =

(
1
1

)
, v =

(
2
5

)
.

Potom plat́ı

A · u =

(
−3 2
−5 4

)
·
(

1
1

)
=

(
−1
−1

)
= (−1) ·

(
1
1

)
= (−1) · u,

A · v =

(
−3 2
−5 4

)
·
(

2
5

)
=

(
4

10

)
= 2 ·

(
2
5

)
= 2 · v .

Jsou tedy λ1 = −1 a λ2 = 2 vlastńı hodnoty matice A a jejich
p̌ŕıslušné vlastńı vektory jsou právě vektory u (pro λ1 = −1) a v
(pro λ2 = 2).
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Př́ıklad

Uvažujme matici B a vektory u a v , kde

B =

(
−1 1
−10 −3

)
, u =

(
1

−1 + 3i

)
, v =

(
1

−1− 3i

)
.

Potom plat́ı

B · u =

(
−1 1
−10 −3

)
·
(

1
−1 + 3i

)
= (−2 + 3i) ·

(
1

−1 + 3i

)
,

B · v =

(
−1 1
−10 −3

)
·
(

1
−1− 3i

)
= (−2− 3i) ·

(
1

−1− 3i

)
.

Jsou tedy λ1 = −2 + 3i a λ2 = −2− 3i vlastńı hodnoty matice B
a jejich p̌ŕıslušné vlastńı vektory jsou právě vektory u (pro
λ1 = −2 + 3i) a v (pro λ2 = −2− 3i).
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Zvolme tedy pevně lineárńı zobrazńı f : V → V na vektorovém
prostoru dimenze n nad skaláry K. Jestliže si p̌redstav́ıme takovou
rovnost zapsanou v soǔradnićıch, tj. s využit́ım matice zobrazeńı A
v nějakých baźıch, jde o výraz

A · x − a · x = (A− a · E ) · x = 0.

Z p̌redchoźıho v́ıme, že taková soustava rovnic má jediné řešeńı
x = 0, pokud je matice A− aE invertibilńı. My tedy chceme naj́ıt
takové hodnoty a ∈ K, pro které naopak A− aE invertibilńı neńı.
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Nutnou a dostatečnou podḿınkou pro existenci a ∈ K s vlastnost́ı
A · x = a · x (pro nenulový vektor x) je

det(A− a · E ) = 0.

Jestliže považujeme λ = a za proměnnou v p̌redchoźı skalárńı
rovnici, hledáme ve skutečnosti kǒreny polynomu stupně n. Jak
jsme viděli v p̌ŕıpadě matice D výše, kǒreny mohou, ale nemuśı
existovat podle volby pole skalár̊u K.
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Definice

Skaláry vyhovuj́ıćı rovnici f (u) = a · u pro nenulový vektor u ∈ V
nazýváme vlastńı č́ısla (hodnoty) zobrazeńı f (eigenvalues),
p̌ŕıslušné vektory u pak vlastńı vektory zobrazeńı f
(eigenvectors).

Z definice vlastńıch č́ısel je žrejmé, že jejich výpočet nemůže
záviset na volbě báze a tedy matice zobrazeńı f . Skutečně, jako
p̌ŕımý důsledek trasformačńıch vlastnost́ı a Cauchyovy věty pro
výpočet determinantu součinu dostáváme jinou volbou soǔradnic
(podobnou) matici A′ = P−1AP s invertibilńı matićı P a

|P−1AP−λE | = |P−1(A−λE )P| = |P−1||(A−λE )||P| = |A−λE |,

protože násobeńı skalár̊u je komutativńı a |P−1| = |P|−1.
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Poznámka

Je-li u vlastńı vektor matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı hodnotě λ, potom
je také libovolný jeho (nenulový) násobek vlastńı vektor p̌ŕıslušej́ıćı
téže vlastńı hodnotě, protože

A (a u) = a (Au) = a (λ u) = λ (a u).

Podobně, jsou-li u, v vlastńı vektory matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı
hodnotě λ, potom je také jejich součet vlastńı vektor p̌ŕıslušej́ıćı
téže vlastńı hodnotě, protože

A(u + v) = (Au) + (Av) = (λ u) + (λ v) = λ (u + v).

Vlastńı vektory p̌ŕıslušej́ıćı téže vlastńı hodnotě tedy tvǒŕı (společně
s nulovým vektorem) podprostor vektorového prostoru Rn. To
také zdůvodňuje terminologii

”
vlastńı prostor“.
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Poznámka
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Př́ıklad

(a) Pro matici A =

(
−3 2
−5 4

)
z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je

Eigen(−1) = 〈u〉 = 〈
(

1
1

)
〉,

Eigen(2) = 〈v〉 = 〈
(

2
5

)
〉.

(b) Pro matici B =

(
−1 1
−10 −3

)
z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je

Eigen(−2 + 3i) = 〈u〉 = 〈
(

1
−1 + 3i

)
〉,

Eigen(−2− 3i) = 〈v〉 = 〈
(

1
−1− 3i

)
〉.
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Př́ıklad

Určete vlastńı hodnoty a vlastńı vektory matice

A =

(
2 3
0 2

)
.

Řešeńı

|A− λE | =

∣∣∣∣ 2− λ 3
0 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2,

a proto je λ1 = 2 (násobnosti 2) jediná vlastńı hodnota této
matice.
Vlastńı prostor pro λ1 = 2:

(A− λ1 E | 0) = (A− 2 E | 0) =

(
0 3 | 0
0 0 | 0

)
.
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Řešeńı
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Řešeńı (pokr.)

Vlastńı prostor pro λ1 = 2:

(A− λ1 E | 0) = (A− 2 E | 0) =

(
0 3 | 0
0 0 | 0

)
.

Volbou volné proměnné x1 = t dostaneme řešeńı (t, 0) = t · (1, 0),
tj. vlastńı vektor a p̌ŕıslušný vlastńı prostor jsou

u1 =

(
1
0

)
, Eigen(2) = 〈

(
1
0

)
〉.
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Obdobnou terminologii použ́ıváme i pro matice.

Definice

Pro matici A dimenze n nad K nazýváme polynom
|A− λE | ∈ Kn[λ] charakteristický polynom matice A. Kǒreny
tohoto polynomu jsou vlastńı hodnoty matice A. Je-li A matice
zobrazeńı f : V → V v jisté bázi, pak |A− λE | nazýváme také
charakteristický polynom zobrazeńı f .

Protože je charakteristický polynom zobrazeńı f : V → V nezávislý
na volbě báze V , dim V = n, jsou i jeho koeficienty u jednotlivých
mocnin proměnné λ skaláry vyjaďruj́ıćı vlastnosti zobrazeńı f , tj.
nemohou záviset na naš́ı volbě báze. Zejména je snadné vyjáďrit
koeficienty u nejvyš̌śıch a nejnižš́ıch mocnin:

|A−λ ·E | = (−1)nλn+(−1)n−1(a11 + · · ·+ann) ·λn−1 + · · ·+ |A| ·λ0

Součet diagonálńıch členů matice se nazývá stopa matice,
znač́ıme ji TrA, stopa zobrazeńı je definována jako stopa jeho
matice v libovolné bázi.
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Věta

Vlastńı vektory lineárńıho zobrazeńı f : V → V p̌ŕıslušné r̊uzným
vlastńım hodnotám jsou lineárně nezávislé.

Důsledek

Jestliže existuje n navzájem r̊uzných kǒren̊u ai charakteristického
polynomu zobrazeńı f : V → V , dim V = n, pak existuje rozklad
V na p̌ŕımý součet vlastńıch podprostor̊u dimenze 1. To znamená,
že existuje báze V složená výhradně z vlastńıch vektor̊u a v této
bázi má f diagonálńı matici (s vlastńımi č́ısly na diagonále).
Př́ıslušnou bázi (vyjáďrenou v soǔradnićıch vzhledem k libovolně
zvolené bázi V ) obdrž́ıme řešeńım n systémů homogenńıch
lineárńıch rovnic o n neznámých s maticemi (A− ai · E ), kde A je
matice f ve zvolené bázi.
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Př́ıklad

Určete matici osové souměrnosti v R2 podle p̌ŕımky procházej́ıćı
počátkem a bodem [3, 1], ve vhodné bázi a určete vlastńı č́ısla a
vlastńı vektory této transformace.
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