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Diferenénimi rovnicemi jsme se zabyvali jiz v prvni kapitole. Nyni si
uvedeme naznak obecné teorie.

Definition

Homogenni linearni diferencni rovnice fadu k s konstantnimi
koeficienty je dana vyrazem

aoXp + aixp—1+ -+ akxp—k =0, ag 7£ 0 a 7& 0.

Rikame také, ze fesime homogenni linearni rekurenci radu k.
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aoXp + aixp—1+ -+ akxp—k =0, ag 7£ 0 a 7& 0.

Rikame také, ze fesime homogenni linearni rekurenci radu k.

Libovolnym zadanim k po sobé jdoucich hodnot x; jsou urceny i
vechny nasledujici hodnoty jednoznacéné. Zaroven je zjevné, ze
soucet dvou Feseni nebo skalarni nasobek feseni je opét reseni.
Opét tedy je mnozina feseni vektorovym prostorem. Uvédomme si,
ze vektory jsou sice nekonecné posloupnosti Cisel, samotny prostor
vSech feSeni oviem bude koneénérozmérny a pfedem vime, Ze jeho
dimenze bude rovna fadu rovnice k.
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Pokud tedy budeme predpokladat feseni v néjaké vhodné formé a
podafi se ndm najit k linearné nezavislych moznosti, budeme mit
opét fundamentalni systém reseni a viechna ostatni budou jejich
linearnimi kombinacemi.

Uvazujme moznost x, = A" pro néjaky skalar \. Pak dostavame

podminku
/\n_k(ag)\k + 31)\k_1 o+ a,)=0

coz znamend, ze bud X\ = 0 nebo je \ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zavorce. Pfedpokladejme, ze ma
tento polynom k riznych kofend A,..., Ag.
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Uvazujme moznost x, = A" pro néjaky skalar \. Pak dostavame
podminku
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coz znamend, ze bud X\ = 0 nebo je \ kofenem tzv.
charakteristického polynomu v zavorce. Pfedpokladejme, ze ma
tento polynom k riznych kofend A,..., Ag.

Miizeme za timto Gcelem i rozsifit uvazované pole skalaréi, napf. Q
na R nebo R na C, protoze vysledkem vypoctu pak stejné budou i
viechna feseni, ktera opét ziistanou v pavodnim poli diky samotné
rovnici.

Kazdy z korenti nam dava jedno mozné reseni

Xn = (A,‘)n.
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Abychom byli hotovi, potfebujeme k linearné nezavislych reseni.
Nezavislost ovéfime dosazenim k hodnot pro n=0,...,k—1 pro k
moznosti A;. Dostaneme tzv. Vandermondovu matici a je péknym
(ale ne Gplné snadnym) cvienim spodist, ze pro viechna k a
jakékoliv k—tice riiznych A; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamena, Ze zvolena FeSeni jsou linearné nezavisla.
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jakékoliv k—tice riiznych A; je determinant takovéto matice
nenulovy. To ale znamena, Ze zvolena FeSeni jsou linearné nezavisla.
Zbyva moznost nasobnych korenti A\. Dosad'me pro takové A\ do
defini¢ni rovnice predpokladané feseni x, = n\". Dostavame
podminku

aon\" + ... a(n— k)A"k = 0.

Tuto podminku je mozné pfepsat pomoci tzv. derivace polynomu,
kterou znaéime apostrofem:

Magh" + -+ a A" k)Y =0

a Casem uvidime, Ze kofen polynomu f je vicenasobny pravé, kdyz
je kofenem i jeho derivace f’. Nase podminka je tedy opét splnéna.
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PFi nasobnosti ¢ kofene charakteristického polynomu A dojdeme
obdobné k fesenim x, = /A" pro j =0, ...,¢ — 1. Tato budou
opét tvofit linedrné nezavisly systém, tj. fundamentalni fesend.
Uplné obdobné jako u systémii linearnich rovnic miizeme dostat
vSechna feSeni nehomogennich rovnic tak, Ze najdeme jedno feseni
a pricteme cely vektorovy prostor dimenze k FeSeni odpovidajicich
systémii homogennich. Za timto Géelem zpravidla hledame feseni ve
tvaru polynomu

Xp =g +ain+ -4 g nt
s neznamymi koeficienty «;, i = 1,..., k — 1. Dosazenim do
diferenéni rovnice dostatneme systém k rovnic pro k proménnych
Q.
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Vlastnosti reseni

@ prostor viech feseni homogenniho systému fadu k je vektorovy
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prostor dimenze k,

@ viechna Fedeni jsou generovana fundamentalnim systémem k
feSeni, ktery Ize obdrzet z kofenii charakteristického polynomu
(A7, pokud jsou koreny po dvou riizné, slozitéji v pripadé
nasobnych koreni),

@ viechna Feseni nehomogenniho systému obdrzime, kdyz
pricteme jedno pevné zvolené partikularni Feseni systému ke
véem feSenim systému homogenniho se stejnymi koeficienty.
Partikularni feSeni mazeme hledat pomoci tzv. metody
neurcitych koeficientd, tj. hledame jej jako polynom
s neznamymi koeficienty a feSime systém linearnich rovnic.

@ feseni vyhovujici danym pocateénim podminkam xo = by,. . .,
Xk—1 = bi_1 hleddme z obecného feseni dosazenim podminek
a uréenim koeficientd lineani kombinace fundamentalnich
reseni. Opét systém linearnich rovnic.
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Vsimnéme si, ze pro rovnice s redlnymi koeficienty musi vzdy koreny
charakterstického polynomu byt bud' realné nebo musi vystupovat
po dvou komplexné zdruzené nerealné kofeny. Jejich linearnimi
kombinacemi (soucet a rozdil goniometrickych tvard mocnin) Ize
pak pfimo obdrzet redlna feSeni vyjadienad pomoci funkci cos(ny) a
sin(ngp).
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Example

Najdéte posloupnost, kterad vyhovuje nehomogenni diferenéni rovnici
s pocateénimi podminkami:

Xnt2 = Xnt1 +2Xp + 1, x1 =2, x0 = 2.
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Najdéte posloupnost, kterad vyhovuje nehomogenni diferenéni rovnici
s pocateénimi podminkami:

Xnt2 = Xnt1 +2Xp + 1, x1 =2, x0 = 2.

Obecné feseni zhomogenizované rovnice je tvaru a(—1)" + b2".
Partikularnim reSenim je konstanta —1/2.
Obecné feseni dané nehomogenni rovnice bez pocatecnich

podminek je tedy

a(=1)" + b2" — %

Dosazenim do pocatecnich podminek zjistime konstanty a = —5/6,
b = 5/6. Dané rovnici s pocatecnimi podminkami tedy vyhovuje

posloupnost

5., 1
g Zit 2
(=1)"+3 5

>
6
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Uvazujme nyni nekone¢né posloupnosti
X = ..., Xy Xep4lye oo 3 X=1, X0, X1y« - 9 Xny - o«

a operaci T, kterad zobrazi posloupnost x na posloupnost z = Tx se
cleny

Zp = aiXp + a2Xp—1 + -+ + akXp_k41-
Protoze nekonecné posloupnosti x umime scitat i nasobit skalary po

slozkach, jedna se opét o priklad vektorového prostoru. Zjevné ma
dimenzi nekonecnou.



Linearni filtry
0®000000

Posloupnosti Ize chapat jako diskrétni hodnoty néjakého signalu,
odecitané zpravidla ve velmi kratkych Casovych jednotkach, operace
T je pak filtrem, ktery signal zpracovava. Z definice je zfejmé, ze
periodické posloupnosti x, spliujici pro néjaké pevné pfirozené Cislo
p

Xntp = Xn

budou mit i periodické obrazy z = Tx

Zntp = A1 Xntp T 32Xn—14p + T AXn—k+14p

a1Xn + axXp—1+ -+ AXp—k+1 = Zn

se stejnou periodou p.
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Pro pevné zvolenou operaci T nas bude zajimat, které vstupni
posloupnosti ziistanou priblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a
které budou utlumeny na nulové hodnoty.
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Pro pevné zvolenou operaci T nas bude zajimat, které vstupni
posloupnosti ziistanou priblizné stejné (pfipadné az na nasobek) a
které budou utlumeny na nulové hodnoty.

Jde nam tedy o vycisleni jadra naseho linearniho zobrazeni T. To je
dano homogenni diferenéni rovnici

aoXn + aixp-1+ -+ axa—k =0, a #0 ax#0.
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Spatny equalizer

Jako priklad uvazujme linearni filtr zadany rovnici
zp = (TX)n = Xnt2 + Xn-

Vysledky takového zpracovani signalu jsou naznaceny na
nasledujicich Etyfech obrazcich pro postupné se zvysujici frekvenci
periodického signalu x, = cos(yn).
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Cerveny je ptvodni signal, zeleny je vysledek po zpracovani filtrem.
Nerovnomérnosti krivek jsou diisledkem nepresného kresleni, oba

signaly jsou samozfejmé rovnomérnymi sinusovkami.
A =7.1250
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A =29.583
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Vsimnéme si, ze v oblastech, kde je vysledny signal priblizné stejné
silny jako piivodni, dochazi k dramatickému posuvu faze signalu.
Levné equalizery skutecné podobné 3patné funguji.

Vysledek |ze samoziejmé podrobné spocitat vyse uvedenou
metodikou.
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