Sbirka prikladii do cvicent
MB102 - podzim 2012

Cviceni 1: Lagrangeova interpolace, Pojem funkce, Za-
vedeni pojmu limita

Teorie: V prvnim cviceni se budeme vénovat zakladnim funkcim. Zkuste si tyto priklady
vytesit, protoze cely semestr se na chovani jednotlivych typu funkci budeme odkazovat.
Pujde hlavné o funkce polynomialni, racionalni lomené, mocninné, logaritmické, exponen-
cionélni, goniometrické a cyklometrické.

Polynomum se budeme vice vénovat v predmétu MB104. Zde pro nés budou dulezitym
nastrojem pro interpolaci. Predstavme si nasledujici problém. Mame v roviné nékolik bodu
a chceme jimi prolozit funkci, protoze s funkcemi umime celkem hezky pracovat. Takovou
hezkou funkci je polynomialni funkce a navic budeme chtit, aby proklddany polynom byl co

Protoze polynom n-tého stupné ma n+1 koeficientu, potiebujeme vzdy n+1 kontrolnich
bodu k urceni Lagrangeova polynomu stupné n. Dostaneme tak soustavu n + 1 rovnic o
n + 1 neznamych.

Druhou moznost vypoctu Lagrangeova interpola¢niho polynomu nam déava nasledujici
véta:

Véta 1. Necht je ddino m + 1 kontrolnich bodii v roviné [z;,y;], i = 0,...,n. Potom
Lagrangeuv interpolacni polynom prochdzejici témito body je tvaru

kde

Posledni latkou, kterd nés ¢eka v tivodnim cviceni je limita posloupnosti.

Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost {a,}2%, mé limitu L, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje N € N takové, ze pro vSechna n € N, n > N plati, ze |a, — L| < ¢

Definice 2. Rekneme, Ze posloupnost {a,}2%, diverguje k oo, jestlize pro kazdé K > 0
existuje N € N takové, ze pro vSechna n € N, n > N plati, ze a, > K.

Definice 3. Rekneme, 7e posloupnost {a,}22, diverguje k —oo, jestlize pro kazdé K < 0
existuje N € N takové, ze pro vSechna n € N, n > N plati, ze a, < K.



Priklad 1. Urcete defini¢ni obor funket:

1. f(z) =3z — a3 5. f(z) = arcsin 2%

2. f(x) =In(9 — z?) 6. f(x) =log,logslog, =

3. f(z) = 345 7. f(z) = Vintgw

4. f(z) = (z + |z|) - Vasin® mz 8. f(x) = arcsinlog {5
Vysledek.

1. (00; —V/3) U (v/3,0) 5. (—1,1)

2. (—3,3) 6. (4,00)

3. RY N 7k +1)T <z < (2k+1)2

4 RIUZ 8. e (1,10)

Priklad 2. Nacrtnéte grafy funkei:

1. fz)=3—=x 9. f(x) =1+cos (% —x)

2. f(z) =227 +8x -5 10. f(z) =3 — 2sin (32 — )

3. f(z) =22 11. f(z) =1+tg (2z — %)

4 fle)=vV1I—-2+2 12. f(z) =2 — cotg (% — )

5. f(x) =log1(3 — ) 13. f(z) = Ir + 2arcsin (5 — 22)
6. f(x)=1+In(z? -4z +4) 14. f(z) =7 — % arccos (3z + 1)
7. flx) =142%3 15. f(z) =7 + 1 arctg(l — 2z)

8. flz)=2—()*" 16. f(x) = 1 + arccotg(2z + 3)

Priklad 3. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce sudé nebo liché. Sva tvrzeni fadné zduvodnéte.

L f(z) = g5 4. f(z) =1In|z|
2. f(r) =z —sinx 5. f(;,;):%‘
3. f(w):$2—3cos|x| 6. f(x):<§)lx\+l‘%



Vysledek.

1. Ani sudéd, ani licha 4. Suda
2. Licha 5. Licha
3. Suda 6. Suda

Priklad 4. Pomoci Lagrangeovy interpolace prolozte polynom body

1. [-1,-9], [1,-3], [2,3] 3. [-1,3], [0,-3], [1, 3], [2, 15]

2. [~1,10], [1,4], [4,25] 4. [-1,-3], [0, 8], [1,5], [2, 6]
Vysledek.

1. 22 +32—7 3. —23 + 622+ -3

2. 222 —3x+5 4. —5x3 4+ 92% + 9x — 8

Priklad 5. Rozlozte dané raciondlni lomené funkce na parcialni zlomky:

L f(2) = 5t 5. fla) = T
2 f(r) = Gy 6. f(x) = Lot =areos e
3. flo) =52t T fz) = RS
4 flo) =2t 8. flu) = e
Vysledek.
Lf@) = -mts 5. f(2) =14 S + 1
2. f(x)zxzﬂ:s—i—ﬁ 6. f(x):x2+2:1:—1+%+x§f—;i1
3. f@) =1+ -3 T f(@) = g+
4 f(@) =5+ 535 8. f(x):93+2x22+1—%2

Priiklad 6. Napiste prvnich 5 ¢lent posloupnosti dané rekurentnim vztahem a,.1 = a, +
(1 —n), ag = —1 a zjistéte, zda je dané posloupnost monoténni a ohranicend. Déle se
pokuste ur¢it obecny vzorec této posloupnosti a dokazte ho matematickou indukei.



2

Viysledek. —1,—1,—2, —4, —T7; posloupnost je nerostouci a shora ohrani¢end, a,, = —z(n*—

3n+4).

1
2

Priklad 7. Pro e = 0,1; 0,01; 0,001 urcete N € N z definice limity tak, aby pro vSechna
n € N, n > N, platilo, ze |z,| < e:

-1 n+1 2n
1. xn:( ZL 2. Tp = 507

Priiklad 8. Piimo z definice limity dokazte, ze

. 22n+1 o
1. llmn_>oo O

2. lim, yoo(—1)"2- =0

3—2n
: 3n+4 __
3. limy o0 575 = —1
. 2
4. lim,,_,o 352 = —00

2

Priklad 9. Vypoctéte:

1. lim,—eo :2—121 5. limy, e /N

2. limy_yoo VR + 1 — /1 6. lim,, o 25"

3. limy, o Ysinn! 7. i, o 23040010

4. 1My o0 gt 8. lim,, o, 22on 460223
Vysledek.

1. 0 5.1

2. 0 6. 0

3.0 7.1

4. 1 8. —3



Cviceni 2: Limita a spojitost funkce

Teorie:
Podobné, jako jsme definovali limitu posloupnosti, definujeme limitu funkce:

Definice 4 (Vlastni limita ve vlastnim bod¢). Rekneme, ze mé funkce f vlastn{ limitu L
ve vlastnim bodé xg, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, ze pro vSechna x takova,
ze |x — x| < 9, x # wo, plati, ze |f(x) — L| < e.

Pocitat limity budeme riznymi zpusoby. Vétsinou bude nutné funkei nejprve néjakym
zpusobem upravit, ¢i aplikovat tvrzeni o souctu, rozdilu, soucinu ¢i podilu limit. Ve vsech
prikladech tohoto cviceni si poradime bez uziti L’Hospitalova pravidla.

Pokud vsak chceme dokézat, ze funkce v daném bodé limitu nema, vétsinou si vystacime
s vypoctem obou jednostrannych limit a v pripadé jejich nerovnosti dostaneme, ze funkce
v daném bodé limitu nema.

Definice 5. Rekneme, ze funkce je spojitd v bodé, jestlize je v tomto bodé definovéna a
ma v tomto bodé limitu, kterd je rovna funkéni hodnoté v tomto bodé.

Rozlisujeme odstranitelnou nespojitost a nekoneénou nespojitost. Odstranitelna nespo-
jitost je takova, kde z nespojité funkce udélame spojitou pouze dodefinovanim spocetné
mnoha funkénich hodnot.

Priklad 10. Formulujte definici
1. vlastni limity v nevlastnim bodé oo
2. vlastni limity v nevlastnim bodé —oo
3. nevlastni limity oo ve vlastnim bodé
4. nevlastni limity —oo ve vlastnim bodé
5. nevlastni limity oo v nevlastnim bodé oo
6. nevlastni limity oo v nevlastnim bodé —oo
7. nevlastni limity —oo v nevlastnim bodé oo

8. nevlastni limity —oo v nevlastnim bodé —oo

Priklad 11. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni. V ptipadé nepravdivosti na-
leznéte protipriklad:



1. Funkce je spojita v bodé pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé limitu.
2. Je-li funkce spojita v bodé, potom ma v tomto bodé limitu.
3. Ma-li funkce v daném bodé limitu, potom je v tomto bodé spojitéa.

4. Ma-li funkce v bodé obé jednostranné limity, potom ma v tomto bodé i limitu.

Piiklad 12. Uvedte pifklad funkce,
1. kterd je spojitda v kazdém redlném bodé

2. kterd neni spojita v zadném realném bodé

Priklad 13. Vypoctéte nasledujici limity:

B 0. lim, o YEIEVEEL

2. lim oo EFLEHDED) 10. lim, . —WQJ%W

3. lim, 4 %, kde m,n € N 11. lim, . (13%33 n 3%>

4t (352) 7 12 lim, V2!

5. limg o0 153 — 55 13. lim, o S8

6. lim,_,o 4= 14. lim,_,o 52

7. limy_yoo(z — V2% — 1) 15. lim,_,o W

8. lim, s et 16. lim, o Y2V
Vysledek.

1. 0 6. %

2.0 7.0

3 m 8. —12

4. % 9. 2

5. 3 10. 1



1

11. 4 14. 1
2

12. 2 15. 1

13. 3 16. 1

Priklad 14. Najdéte body nespojitosti nasledujicich funkei a urcete charakter téchto ne-
spojitosti.

€T 127

L f(x) = a5 3. f2) = F 5
L

T _ x T+

2. flz) = {5 4. flz) = - —
Vysledek.

1. z = —1 je bod nekonec¢né nespojitosti
2. x = —1 je bod odstranitelné nespojitosti
3. x = —2, x = 1 jsou body nekonecné nespojitosti
4. x =0, x = 1 body odstranitelné nespojitosti, + = —1 bod nekonec¢né nespojitosti

Piiklad 15. Uved'te piiklad funkce, kterd ma v bodech —1;0; 1 odstranitelnou nespojitost,
je na intervalu (—oo, —3) rostouci a spojitd, na intervalu (3, c0) klesajici a spojitd a méa v
bodech 2; —2 nekonecnou nespojitost.

Priklad 16. Dokazte, ze funkce f(z) =1+ x? - arcsinx — In (|| + 1) protind osu .

Piiklad 17. Dokazte, Ze mé polynom z* — 523 + 222 + x + 7 redlny koien.



Cviceni 3: Derivace funkce

U této kapitoly si moc teorie neptipomeneme. Zakladem ispéchu v tomto cviceni je zapa-
matovani si zékladnich vztahu pro derivace elementarnich funkei.

Na konci cviceni se dostaneme k te¢nam ke grafim danych funkei a k odchylce danych
funkci. Odchylkou dvou funkei rozumime odchylku tecen ve spolecném bodé. Tecna ke
grafu funkce v daném bodeé [z, yo] mé rovnici y = yo + f'(z0)(x — z9).

Priklad 18.

1. Urcete f'(2), je-li f(x) = x?-sin(z — 2).

2. Urcete f'(1), je-li f(z) =a + (z —1) - arcsin /35,
Vysledek.

1. 4 2. 142

Priklad 19. Dokazte, ze

a b
ar +b ,_ c d
cx+d)  (cx+d)?

Priiklad 20. Najdéte derivace nasledujicich funkei.

1. f(x):m 10. f(x) =z - (sinlnz — coslnx)

2. fla)=Va? — L1 f(z) =1Iny/{75ms

3. f(z) =avV1+a? 12. f(x) = arccos I_T;

4. flx) = 2%z 13. f(x) = /x — arctg \/x
5. f(z)=e™ 14. f(z) = arctg ==

6. f(z) =1/x+z++x 15. f(x) = arcsin ;iz

7. f(z) = Sno—zcoss 16. f(x) = (ndlsioteons
8. f(x):m—i-;llln% 17. f(x)ze””%—eez%—eeez
9. f(zr) =Intg§ 18. f(z) =Inlnlnzx



Vysledek.

L e 10. 2sinlnx

2 1 1
2 5m T as 1 %

1

3. L 12. S
4~ 525 by In2 13. g
5. —2xe ™" 14. ﬁ
6 14+2v/z+4/T\/2+/T 15. _25gn2x
. 8\/5\/m+\/5\/a:+\/z+\/§ e
7 22 16. —%‘;23 sin
* (cosz+zsinz)?
8 —L 17. e (1 + e (1—|—eeex>)
©oz(14z4)?

1 1
9. sinz 18. zlnzlnlnz

Piiklad 21. Z rovnice tecny ke grafu funkce v daném bodé odvod'te rovnici normdly ke
grafu funkce v témze bodé.

Piiklad 22. Urcete rovnici teény a normély ke grafu funkce f(z) = e ®cos2z v bodé
T10;7].

Vysledek. t :x+y—1=0,n:2—y+1=0

Piiklad 23. Je dana funkce f(z) = xlnx a piimka p : 2z — 2y + 3 = 0. Urcete rovnici
normaly rovnobézné s piimkou p ke grafu funkce f.

Viysledek. n:x —y —3e 2 =0

Priklad 24. Pod jakym thlem se protinaji grafy funkci f(z) = sinz a g(x) = cosx na
intervalu (0; )7

Vijsledek. arctg 2v/2 = 70°31".

Priklad 25. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a tak, aby graf funkce f : y =

ar—x

1 i protinal osu x pod thlem 7.

Vysledek. Pouze a = 4.

Piiklad 26. Uréete viechny body, ve kterych je te¢na ke grafu funkce f :y = 2 4+ z — 22
rovnobézna



1. s osou . 2. s osou prvniho kvadrantu.

Vijsledek. 1. [3;9] 2. 10;2]

10



Cviceni 4: Neurcité vyrazy a vypocet limit, Tayloruv
polynom, diferencial funkce

Teorie: V tomto cviceni pro nas bude dulzité L’Hospitalovo pravidlo, které nam tika, ze
pokud mame limitu podilu dvou funkci typu 8, nebo %, potom je tato limita rovna limité
podilu derivaci téchto funkei.

L’Hospitalovo pravidlo muzeme vyuzit i pii vypoctech limit typu 0 - oo, co — oo, 1%,
0% a oc”. Limitu funkef téchto tvart véak musime nejprve vhodné upravit na tvar g, nebo
+
oo

Dale se budeme vénovat v tomto cviceni Taylorové polynomu. Taylorova véta nam tika,
ze pokud ma funkce f vSechny derivace az do fadu n v bodé a, potom muzeme psat

f(i;(a) (x—a) + R,

flx) = fla)+ )
i=1
Déle definujme diferencidl funkce v bodé z vztahem f'(x¢)(z — ).

Priklad 27. Vypoctéte nasledujici limity

. 3_ . 1
1. lim,_,_¢ pgémg—fzﬁ 10. lim,_,; z7-=

. 2_ 3 7( tg 2x
2. limy 00 27 11. lim, = (tgz)

3. lim,_,; 2= 12. lim,_,o(cotg z)s"®

. X
. o 13. lim, o+ (In2)
4. lim, o %
) 14. lim, 0 (2 — =45)
5. lim 0 l—cosx & e?—1
: =V 22 gin 22
i 1 L)
. te 3z 15. hmx—ﬂ Inx z—1
6. lim, = tggw

7. lim, ;- Inzn (1 —2)

(
(
16. lim,_o (522)2
(
(

8. lim, o+ 2%Inx 17. lim, o (57)

9. lim, 2" 18. lim, o (2<E2) 22
Vysledek.

1. -2 3. n=l

2.0 4. 0

11



5.1 12. 1
6. 1 13. 1
7.0 14. 1
8. 0 15. 1
9. 1 16. 7
10. 1 17. €3
11. 1 18. e75

Piiklad 28. Rozviiite polynom P(z) = 2* — 322 — 10z + 11 do Taylorova polynomu se
stredem 2. Své tvrzeni ovérte.

Viysledek. P(z) = =5+ 10(x — 2) + 21(x — 2)* + 8(x — 2)3 + (v — 2)*

Piiklad 29. Rozvinte funkei f(x) = 2* do Taylorova polynomu ¢tvrtého stupné se stredem
0.

7 T 221n?2 23 1n32 24 1n 2
Vysledek. 2 =14+ xIn2 + 2 Zyzodyon

Priklad 30. Urcete pribliznou hodnotu In 3 s presnosti na 6 desetinnych mist.

Vysledek. 1,098615

Priklad 31. Urcete lim,_,q Lx_l pomoci Taylorovy fady funkce e* se stiedem v 0.

Priiklad 32. Urcete diferencidl funkei

Inx

1. f(x) = ze® 2. f(z)=2""=
Vysledek.
1. e*(1+z) 2. 275" In2mzl

Priklad 33. Urcete pribliznou hodnotu arctg 1,1 pomoci diferencialu.

Vysledek. 0,83539

12



Cviceni 5: Extrémy funkce, prubéh funkce

Teorie: V tomto cviceni nas ¢ekaji priklady na prubéh funkce. Pokud mame vysetfit prubéh
funkce, znamen4 to, ze mame urcit:

1. Defini¢ni obor a obor hodnot

2. Paritu a periodicitu funkce

3. Nulové body a znaménka funkce

4. Stacionarni body, lokalni extrémy a jejich druh

5. Intervaly, na kterych je funkce rostouci a klesajici

6. Inflexni body

7. Intervaly, na kterych je funkce konvexni a konkavni

8. Asymptoty se smérnici a bez smérnice

9. Jednostranné limity v bodech nespojitosti, limity v nevlastnich bodech

10. Nac¢rtnout graf funkce

Priiklad 34. Najdéte extrémy danych funkci

L flz) =2+ 3. f(z) =12
2. f(x) = lf;Q 4. f(x) =e"sinx
Vysledek.
1. Lokalni maximum f(x) = —2 v bodé x = —1; lokdlni minimum f(z) = 2 v bodé
=1
2. Lokalni maximum f(z) = 1 v bodé z = 1; lokalni minimum f(z) = —1 v bodé
r=—1

3. Lokalni maximum f(z) = 4e~? v bodé z = €?; lokdln{ minimum f(x) = 1 v bodé
x = 0.

4. Lokalni maximum v bodech x = 3{ + 2km; lokdlni minimum v bodech x = —% +2km.

13



Priklad 35. Vysetiete prubéh funkce

2

L flz) = T

3327 X
2. f(z) = 55

3. flx) =222

2

2

4. f(r) = 5~

5. flx) =24+ %

14

10.




Cviceni 6: Extrémy funkci - slovni dlohy

Priklad 36. Z ostrova vzdaleného od biehu jezera 5 km se chceme dostat v nejkratsi
dobé do mésta na biehu jezera. Ve kterém misté ostrova méame s lodi pristat, je-li rychlost
lodicky 4 km/h a rychlost chodce 6 km/h.

Vijsledek. Misto k pfistan{ je vzdalené 21/5 od paty kolmice vedené ostrovem k bichu jezera.

Priklad 37. Do koule o poloméru r vepiste valec s co moznd nejvétsim objemem. Urcete
polomér p tohoto vélce.

Vijsledek. p = £+/2

Priklad 38. Soucet dvou kladnych redlnych ¢isel je a. Urcete
1. Miniméalni hodnotu souctu jejich n-tych mocnin.
2. Maximalni hodnotu soucinu jejich n-tych mocnin.

Vysledek.

1. Soucet bude minimalni, budou-li obé ¢isla stejné.

. 1. o 2n
2. Maximalni soué¢in bude (%)

Priklad 39. Drat délky a mame rozdélit na dvé ¢asti. Z prvni ¢asti chceme vyrobit ctverec,
ze druhé kruh tak, aby soucet ploch obou utvart byl co mozna nejmensi. Urcete tento soucet
obsah.

2

Vy’sledek‘. szn = m

Priklad 40. Kuzel mé vrchol ve stfedu kulové plochy s polomérem r a podstavna kruznice
lezi na povrchu koule. Urcete, jaky nejvétsi objem muze mit tento kuzel.

- _ 2733
Visledek. Vipge = =752

Priklad 41. Dva splavné, na sebe kolmé kanaly, jsou Siroké 4 m a 6 m. Jak nejvyse dlouhou
kladu muzeme kanaly splavit?

Vijsledek. \/ (/16 + ¥/36)"

15



Priklad 42. Ze vsech obdélniku, které maji obsah S, urcete ten s nejmensim obvodem.

Visledek. Ctverec o strané v/S.

Priklad 43. Pro jaky polomér a vysku bude mit védlec s danym objemem V nejmensi
povrch.

Vysledek. Vyska nddoby musi byt rovna pruméru podstavy valce.

Priklad 44. Do polokoule o poloméru r vepiste pravidelny ¢tyrboky hranol s co mozna
nejvetsim objemem.

Vysledek. Rozméry kvadru jsou 271;, 27%, \%.

Priklad 45. Dané kouli opiste kuzel s co mozna nejmensim objemem.

Vysledek. Objem kuzele je roven dvojnasobku objemu koule.

Piiklad 46. Urcete vzddlenost bodu [1, 1] od paraboly y* = 2.

Vigsledek. (¢/2 —1)y/ 222

Priklad 47. Urcete vzdélenost bodu [2,0] od kruznice 2% + y* = 1.

Vysledek. 1

Piiklad 48. Ucastnite se plavecko-bézeckého zavodu. Start je na rovné piscité plazi. Cil
ve vodé. Do cile muzete bézet rovné po plazi 4 km a pak plavat 1 km kolmo k plazi. Bézite
rychlosti 6 km/h a plavete rychlosti 2 km/h. V jakém misté je nejvyhodnéjsi zacit plavat?

Vysledek. 4 — \/ig od startu.

16



Cviceni 7: Neurcité integraly

Teorie: V tomto a dalsim cvi¢eni se podivdme na neurcité integraly. O funkci F(z)
fekneme, zZe je primitivni funkei k funkei f(x) (nebo téz, ze je neurcitym integralem funkce
f), jestlize F'(z) = f(z).

K integraci funkei se vyuziva nékolik metod. Bud muzeme funkei upravit tak, abychom
dostali integral z néjaké pro nas znamé funkce. Dalsi metodou je substituce, kdy vhodné
nahradime novou proménnou. Pro soucin funkei je pak vhodnd metoda per partes.

Piiklad 49. Odvodte a dokazte metodu per-partes.

Priklad 50. Vypocitejte nasledujici integraly

1. f(l_Tx)z dx 6. [tan*z dx

2. [LZ d )

3. [ 2, da

_ 8. L dx

4. —x4+i§‘” L dx /7=

5. [(tanz + cotx) dx 9. [ dx
Vysledek.

L a—1—2n|z[+c 6. tanz —x + ¢

2. 2u/T+ 2T+

1 3
7. 5 arctan az\/; +c

1 [1+z|
3. —r+51n T T C 1 2
4. Injz|— 4 +c 8 sl te
5. In|tanz| + ¢ 9. —x —2In|l — x| +¢
Priiklad 51. Vypocitejte nasledujici integraly
L [ At da 7. [ 55 da
2 [ ey de 8. [ da
3. fm dx 9. [tanz dx
4.fx%sinidx 10.f5x+%dx
1 1
6. [we™ dx 12. [ 5 do

17



13.

faa”\/l +a* dx

Vysledek.

1.

2.

.—ln‘

—V1—-22+c
1
~33ay TC
2 arctan \/x + ¢
COS% +c

1+v1422 +e
z

2
—%ez +c

In(2+4¢€") +c

18

14.

Ne)

10.

11.

12.

13.

14.

J

1
"3

1

1

1
2

%hl

Eln

31ia(l +a®)V/1+ a®

1
x ln x2 dx

In® 2

In|cosz| + ¢

3 xt
10 In (5+2x4) +c

+c

_ab
5—7x6

2244
x2—4

+c

In(Inz?) + ¢



Cviceni 8: Neurcité integraly

Priklad 52. Vypocitejte nasledujici integraly

1. fxe” dx

2. f (1+x

dx

3. [Vzln®z dx
4. [22% 2 d

5. [ze ™ du

0. fx2 sin 2z dx

Vysledek.
e2® (22—
. —5—
2. 75+

3. 223 (ln2x—§ln:v+§) +c

3

5. —(z+1)e ™ +c
6. 2221

4

1)+c

C

— (Pt L) 4

cos 2z + %sin2x+c

10.

11.

12.

10.
11.

12.

Priklad 53. Vypocitejte nasledujici integraly

1.

4

| e

x
2. fx4+5x2+4 dx

w

v

dx

2+1

)?(z—1)

5'fx31

6. [ 7

Vysledek.

dx
dz

dx

dx

10.

11.

19

f arctan x dx
[ arctan sqrtz dx
[sinzn (tanz) dz

f cos? dx
f eVe dx

f ln(si; x) dx

sin“ x

zarctanz — 11In (14 2?) + ¢
—vx + (1 + z) arctan /x
In|tan §| — cosxIntanx
xtanz + In|cosz| + ¢
2(\/x — 1)ev®

—(x +cotx-In(esinz))

1
2 sin x—cos z+5 dx

f i sin? dax

sinz+2cos

sm
1+sm x

sin x d
—= = AT
f sin3 z+cos3 z

f sin x cos dx

sin z+cos x



—_

L N

4.

ot

=2

T2

(z+2)*

1
31n @t D)(@13)°

x4+ larctana:— §arctan§ +c

_( 7+ +5n ‘$+2|+C

:c-lu"‘% njz? — 1| +c

(xz—1)2 +2z

1 1 1
. gln <x2+x+1) + Tgarctanw +c

1
‘erl §arctanx—|—c

. +ln

20

10.

11.

1 ns 3+1
—= arctan
NG f

—2(2sinz4cos )+

+c

5v/5

4 ln‘tan(

z
2 2

T — \% arctan (v/2tanz) + ¢

1 In (sin z+cos x)?

6 l—sinz cosx

s(sinz — cosz) —

1
2\[ln

[tan (5 + §)|

+ arctan 2

)l



Cviceni 9: Urcité a nevlastni integraly
Teorie: Dulezitym tvrzenim pro vypocet urcitych integralu je tkz. Newton-Leibnitzova

formule, kterda nam ik, ze pokud je funkce f(x) spojita na intervalu (a,b) a funkce F'(x)
je k ni na (a, b) primitivni, pak plati

/ f(x) dz = F(b) — Fla).

Pocitame-li nevlastni integral, potom ho prevadime na vhodnou limitu integralu vlastniho.

Pro priblizné uréeni urcitého integralu muzeme vyuzit nékolik obdélnikové, lichobéznikové
¢i Simpsonovo pravidlo.

Priklad 54. Vypoctéte nasledujici urcité integrély

1. f_81 Jx dx 6. foﬁxarctanx dx
2. [VP L, da Tl e e

13 8. foaxzm dz
Ly e o Ve s
4. f01007r V1 —cos 2z dx 10. _11 }i—ii dzx, (subst. x — = = 1)
D. foln2x€_x dx 11. fjl o dr

Vysledek.
1. 115 (-
2. § 8. ma
3

4. 20072 v
5. llng 1075
6. & — % 11 $In3 — ;%

Priklad 55. Vypocitejte nasledujici nevlastni integraly

21



L [* % de,a>0 4. fjlﬁ dx

2. fol Inz dz

3. ffooo ﬁ dx D. f;o m dx
Vysledek.

1. é 4. w

2. —1

3. m 5 2In2

Piiklad 56. Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte priblizné nasledujici integraly

L. [} 1 dz, (n=38) 2. [) i dx, (n=12)
Vysledek.
1. 0,69315 2. 0,83566

Priklad 57. Pomoci Simpsonova pravidla vypoctéte priblizné nésledujici integraly

L [T de, (n = 4) 3. [iF € gz (n = 10)
2. [J V34 cosz dz, (n = 6)
Vysledek.
1. 17,333 3. 1,37039
9. 5,4024

22



Cviceni 10: Aplikace integralniho poctu
Piiklad 58. Odvod'te parametrické soufadnice

1. Piimky AB, kde A[—1,2|, B[3,1]

2. Usecky AB, kde A[-1,2], B[3,1]

3. Kruznice se stredem v poc¢atku a polomérem r

4. Funkce f(x)

5. Piimky z = 2

6. Krtivky, kterou vytvori bod na kruznici o poloméru r, kterd se vné kotdli po jiné
kruznici o poloméru R.

Priklad 59. Vypoctéte obsahy nasledujicich rovinnych ploch vymezenych kiivkami
l.y=2r—2* x+y=0.
2. y=ux, r+sin’x
.y=2* x+y=2
4. y=|logz|,y=0,2z=0,1, =10

0. y=2" y=2,2=0

Vysledek.
1. 41 4. 9,98, 1loge
2. 1
3. 3 52— 5

Piiklad 60. V jakém pomeéru déli parabola y? =  plochu vymezenou kruznici 22 +1? = 8.
Vysledek. 3;—3
Priklad 61. Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkami zadanymi parametricky

1. x=a(t —sint), y =a(l —cost),0 <t <2ray=0

2. v =2t -t y=2t2 -3

Vysledek.

23



1. 3ma? 0. &
Priklad 62. Vypoctéete délku krivky
Ly=ax,0<z<4
2.y=¢€e", 0<x <
3. y=Incosz, 0<z<a<i
4oa=jy’—jlny 1<y<e
Vysledek.

1. 2(10v10-1) 3. Intan (§ + %)

629: e
2. 1’0—\/§+\/1+62x0—1n1—'—1—f~_\/§0 4. 211

Priklad 63. Vypoctéte objemy téles ohranicenych plochami, které vzniknou rotaci nésledujicich
krivek

2
1. yzb(%)‘“’, 0 <z < a, rotujeme kolem osy x
2. y=2xr—a2%,y=0

(a) kolem osy x

(b) kolem osy y
.y=e " y=0,0<zr <

(a) rotujeme kolem osy x

(b) rotujeme kolem osy y
4. y=e*sinz, 0 < x < oo, rotujeme kolem osy
5. x = a(t —sint), y = a(l —cost), 0 <t < 2rm

(a) rotujeme kolem osy z

(b) rotujeme kolem osy y

Vysledek.
3 ™
1. 77Tab2 4. m
16w 8w
2. 95 3
3. 5, 2m 5. br2a®, 6m3a’

24



Priklad 64. Vypoctéte povrchy ploch vzniklych rotaci nasledujicich kiivek
1. y=tanz, 0 <z < 7, rotujeme kolem osy x
2. y= x\/g, 0 < x < a, rotujeme kolem osy x

Vysledek.

Lom (V5= v2) + In O2E00520) 2. % (21V13 + 2n 255

25



Cviceni 11: Nekonecné rady, geometricka rada, rady s
nezapornymi cleny

Priklad 65. Urcete, pro kterd x € R konverguji dané nékonecné rady. Urcete soucet
prislusné nekonecné rady.

LY > (1—2x)” 4.3

2.3 0 (a4 T)" 5.3 0 (2logx 4 3)"

3.3 (x+4)*—3n 6. > o 2"sin"x
Vysledek.

1. z € (0,1) 4 R~ (=1,1)

2. vzdy diverguje 5. (0,01;0,1)

3. R\ (=5,-3) 6. Uper(—2 + km; 2 + km)
Piiklad 66. Reste rovnice s neznamou z € R

1. 14+32+922+--- =10

2. 2—4r+8%—-..=1

3. 1+logz + (1 +logz)? + (14+1logz)® + - = —6logw

4. sing +sin’z +sin’ x4+ = —3

5. logx +log+/x +log /x +log Jx + -+ =2

6. 1 —tanz +tan® —tan®z + - -+ = 13:11;1231

Priklad 67. Urcete soucet dané nekonecné rady

L. Z?:l # 4. Zzozl 4n21—1
2. 30l 5. Yool o

1 3 2
3. Ziil (2n—1)(2n+5) 6. 2211 (42n—1 + 4%)

Priklad 68. Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci nasledujicich rad
LY > Inn
2. Z;’Ozl arctlann

(o] n2
3' anl 2’n2+1

26



Priklad 69. Vysetrete konvergenci, resp. divergenci nasledujicich rad
LS
2. > (% arccos %)nz
Priklad 70. Rozhodnéte o konvergenci fady
LYy
2. 3505 B
Priklad 71. Rozhodnéte o konvergenci rady
L 3w

o 1
2. et e

27



Cviceni 12: Nekonec¢né rady s nezapornymi cleny, al-

ternujici rady, mocninné rady

Priklad 72. Rozhodnéte o konvergenci nasleudjicich fad. Vyuzijte k tomu podilové, od-

mocninové ¢i integralni kritérium.

(e} n!)?

o
(]
:
[\

3
8
=

w
y
£8
3
aH
3

00 (n
4T

B Yoy &
6. >0y e
(DN
8. Yooy e

9. Y tan=

Piiklad 73. Rozhodnéte o konvergenci (absolutni konvergenci) nasledujicich alternujicich

rad.

8} n n?
LYo (=D)"ay

S nn3
2. 2n:1<_1) on

3. Z;.oﬂ(_l)nm

430 ()" ey

5. 2211 (_1)n+1(%—n

6. 3ol (=1

Piiklad 74. Urcete polomér a obor konvergence néasledujicich mocninnych fad.

LY
DI >
DI

0o D" (z4+2)"
Zn:l %

LYo bl

n=1 n

[\

w

-

ot
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6. 300 2

7. (=1)ntie

n

oo 2"nl 2n
8. D msi @)l v

00 n)2 .
9. ZnZI E2n))!x




Cviceni 13: Mocninné rady

Priklad 75. Urcete souCet mocninné fady » - 2™ a pomoci této fady urcete soucet
ciselné rady > °

n= 1n2”

Priklad 76. Urcete soucet mocninné fady » -, nz™ a pomoci této fady urcete soucet

ciselné tady Y 07 | &

S =

Piiklad 77. Vyjddrete funkei In(1+x) jako mocninnou fadu a uréete soucet fady y - (—1)""*

Priiklad 78. Urcete polomér konvergence a soucet nasledujicich tad

00 ]7477,—3 00 n x2n—1

L. anl 4n—3 5. 2n:1<_1) o 2n—1

2. Y 2 n(n+2)z" 6. > o0 (—1)"(2n + 1)z?
[e’e} n 00 x4n71

3. Zn:l n(n + 1)33' 7. Zn:l 4n—1
00 n xn+1 00 "

4. ZnZI(_l) i n(n+1) 8. Zn:l n

Piiklad 79. Pomoci mocninnych fad urcete soucet rady
1oy met) 2. Y

(2n+1)22"
n!

Piiklad 80. S vyuzitim Taylorovy fady pro e” urcete soucet fady > -,
Priklad 81. Pomoci prvnich n ¢lentu urcete ptibliznou hodnotu

1. V/e,n=5

2. 1,12, n =3

3. cos 18° tak, abyste se dopustili chyby nejvyse 1074
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