Matematika |l — 1. pfednaska
Funkce vice proménnych: k¥ivky, smérové derivace

Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

22.9. 2010



Obsah prednasky

© Literatura

© Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
@ Funkce vice promé&nnych
@ Topologie euklidovskych prostorti
@ KF¥ivky v euklidovskych prostorech
@ Zobrazenf{

© Limita a spojitost funkce
@ Parcidlni a sm&rové derivace

@ Parcialni derivace
@ Smérové derivace



Literatura

Plan prednéasky

© Literatura



Literatura

Doporucené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovdk, Drsnd matematika, e-text.


http://www.math.muni.cz/~plch/mapm

Literatura

Doporucené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovdk, Drsnd matematika, e-text.

@ Zuzana Dogld, Ond¥ej Dogly, Diferencidlni polet funkci vice
promé&nnych, MU Brno, 2006, 150 s.


http://www.math.muni.cz/~plch/mapm

Literatura

Doporucené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovdk, Drsnd matematika, e-text.

@ Zuzana Dogld, Ond¥ej Dogly, Diferencidlni polet funkci vice
promé&nnych, MU Brno, 2006, 150 s.

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencidlni pocet
funkci vice promé&nnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s. (p¥ip. http://www.math.muni.cz/~plch/mapm).


http://www.math.muni.cz/~plch/mapm

Literatura

Doporucené zdroje

@ Martin Pandk, Jan Slovdk, Drsnd matematika, e-text.

@ Zuzana Dogld, Ond¥ej Dogly, Diferencidlni polet funkci vice
promé&nnych, MU Brno, 2006, 150 s.

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencidlni pocet
funkci vice promé&nnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s. (p¥ip. http://www.math.muni.cz/~plch/mapm).

@ Predmétové zdloZky v IS MU


http://www.math.muni.cz/~plch/mapm

Zobrazeni a funkce vice prom&nnych

Plan prednéasky

© Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
@ Funkce vice promé&nnych
@ Topologie euklidovskych prostorti
@ KF¥ivky v euklidovskych prostorech
@ Zobrazenf{



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych

V diferencidlnim a integralnim poctu funkci jedné promé&nné jsme
se (jak uz nazev napovidd) zabyvali zobrazenimi

f:R—R.

P¥irozen& se nabizi otazka, jak pfFislusné pojmy zobecnit pro pf¥ipad
zobrazenf
f:R™ — R"
Zatneme dvéma specialnimi pFipady:
@ n=1 — funkce vice proménnych

@ m=1 — k¥ivka v prostoru R”
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame realna funkce vice proménnych
(ty obvykle znatime xi,...,x,). Pro n =2 nebo n = 3 &asto misto
¢islovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
7e funkce f definované v ,prostoru® E, = R” budou znaceny

f:R"S (x1,...,x0) — f(x1,...,xn) €ER

bt

a napf. funkce f definované v ,roviné" E; = R? budou znadeny

f:R?> (x,y) — f(x,y) €R
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame realna funkce vice proménnych
(ty obvykle znatime xi,...,x,). Pro n =2 nebo n = 3 &asto misto
¢islovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
7e funkce f definované v ,prostoru® E, = R” budou znaceny

f:R"S (x1,...,x0) — f(x1,...,xn) €ER

bt

a napf. funkce f definované v ,roviné" E; = R? budou znadeny

f:R?> (x,y) — f(x,y) €R

Definiéni obor A C R"” — mnoZina, kde je funkce definovéna.
((vZastym tkolem - nejen - v pisemkach byva nalézt k dané formuli
pro funkci co nejvétsi definiéni obor, na kterém ma tato formule
smysl.)
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Defini¢ni obor funkce

Naleznéte a v rovin& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x® + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.
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Defini¢ni obor funkce

Priklad

Naleznéte a v roving& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Regeni

Funkce arccos p¥ipousti
argument pouze z intervalu
[—1, 1], odmocnina pFipousti
pouze nezaporny argument.
Definiénim oborem je tedy
mnoZina bodi (x, y)
vyznaéend na obrazku.
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Defini¢ni obor funkce

Pyiklad
Naleznéte a v roving& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Regeni

Funkce arccos p¥ipousti

V2
argument pouze z intervalu
[—1, 1], odmocnina pFipousti

-2

pouze nezaporny argument. —7
Defini¢nim oborem je tedy

mnoZina bodl (x, y) &
vyznaéend na obrazku.
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Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnoZina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr ={(x1,.- ., xn, F(x1,..-,%n)); (Xx1,...,%n) € A},

kde A je definiéni obor funkce f.
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[eleY 1]
Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnoZina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x1,- -y Xn F(x1,...,%n)); (X1,.-.,%n) € A},
kde A je definiéni obor funkce f.

Priklad

Grafem funkce definované v E>

X+y

f(Xa)/) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim defini¢nim
oborem je Ex \ {(0,0)}.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych, ¢ € R. MnoZinu

fo={(x,y) € R*: f(x,y) = c}

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych, ¢ € R. MnoZinu

fo={(x,y) € R*: f(x,y) = c}

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.

Z¥ejmé jde v pFipadé& vrstevnice na Urovni ¢ o pfimou analogii fezu
grafu funkce f rovinou z = c. Pro prfedstavu o grafu funkce dvou

proménnych jsou samozifejmé uZite¢né rovnéz Yezy rovinami x =0
(bokorys), y = 0 (ndrys), z = 0 (pddorys).
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Topologie euklidovskych prostori

Euklidovsky prostor E, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coZ je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coZ je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R” definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y"1xyi kde u=(x1,...,xp) av=_(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coZ je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R” definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y"1xyi kde u=(x1,...,xp) av=_(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX,,

kde u je vektor, jehoZ pfi¢tenim k P obdr2|me Q. Napt. v E; je
vzdalenost bodli P; = (xl,yl) a P, = (x2,y2) dana
1P2 = P1l? = (31 = x2)? + (y1 — y2)*.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coZ je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R” definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y"1xyi kde u=(x1,...,xp) av=_(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX,,

kde u je vektor, jehoZ pfi¢tenim k P obdr2|me Q. Napt. v E; je
vzdalenost bodli P; = (xl,yl) a P, = (x2,y2) dana

IP2 = P1l* = (1 — x2)? + (y1 — y2)*.

Trojihelnikovad nerovnost pro kazdé t¥i body P, Q, R

IR=Pl=[I(Q=P)+(R-Q) < I(Q-P)I+II(R- Q)
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Rozsiteni pojmil topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského prostoru E,:
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Rozsiteni pojmil topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského prostoru E,:

Definice

o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevn&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),
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Rozsiteni pojmil topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského prostoru E,:

Definice

o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevn&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné&
zvolené € > 0 aZ na kone¢né mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,
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Rozsiteni pojmil topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského prostoru E,:

Definice

o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevn&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné&
zvolené € > 0 aZ na kone¢né mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoZiny A C E, — existuje posloupnost
bodl v A konvergujici k P a vesmés rlznych od P, izolovany
bod P mnoZiny A — existuje okoli bodu P neobsahujici Zadné
dal3i body z A (rovn&z hromadny bod posloupnosti).
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,

@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina

O5(P) ={Q € E,; [P - Q[ <4},
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitini bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitini bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostaten& velké ),

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P - QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitini bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostaten& velké ),

@ kompaktni mnoZina — uzavfena a ohrani¢enda mnoZzina.

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okolr,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okolr,
@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okolr,
@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okolr,

@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyZ kaZda v ni obsaZend nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spocetného
systému é—okolr,

@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyZ kaZda v ni obsaZend nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

© A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné podpokryti,
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Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",
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[elelelel ]

Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",

Q Jsou-li ACR™ B CR" uzavrené, je uzaviend i mnoZina
Ax B C R™",
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[elelelel ]

Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",
Q Jsou-li AC R™, B C R" uzavfené, je uzaviena i mnoZina
J
Ax B C R™",
© Jsou-li AC R™ B CR" kompaktni, je kompaktni i mnoZina
Ax B CR™,
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K¥ivky

UZ na pfikladu s vrstevnicemi jsme vidéli p¥iklad , prostorovych®
kFivek.

KFivka je zobrazeni c : R — E,.
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K¥ivky

UZ na pfikladu s vrstevnicemi jsme vidéli p¥iklad , prostorovych®
kFivek.

KFivka je zobrazeni c : R — E,.

Je t¥eba rozliSovat k¥ivku a jeji obraz v E,:

Obrazem kfivky t — (cos(t),sin(t)),t € R v rovin& E; je
jednotkova kruZnice, stejné jako v pFipadé jiné k¥ivky
t > (cos(t3),sin(t3)),t € R.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné lze definovat:

o Limita: lime_, c(t) € E,

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné lze definovat:

o Limita: lime_, c(t) € E,

o Derivace: c'(to) = lim;_q, w cR"

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
0®000

Analogicky k funkcim v jedné proménné lze definovat:

o Limita: lime_, c(t) € E,

o Derivace: c'(to) = lim¢_yy, (c(t)=c(t0)) < rn

t—1tp
o Integral: fab c(t)dt € R".

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.
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Analogie souvislosti Riemannova integrélu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kF¥ivky:
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Analogie souvislosti Riemannova integrélu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kF¥ivky:

Véta

Je-li ¢ : R — R" kfivka spojitd na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanndv integral fab c(t)dt. Navic je kFivka

C(t) = /t o(s)ds € R

dob¥e definovand, diferencovatelnd a plati C'(t) = c(t) pro
viechny hodnoty t € [a, b].
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Pozndmka

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
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Poznamka

|

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnot& davd pro kfivku c(t) = (ci(t), ..., ca(t))
existenci &isel t; takovych, Ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato &isla ale budou obecné rlizna, nemiizeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi ¢(b) — c(a) jako ndsobek
derivace kfivky v jediném bodé.
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Poznamka

|

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnot& dava pro k¥ivku c(t) = (ci(t),. .., cn(t))
existenci &isel t; takovych, Ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato &isla ale budou obecné rlizna, nemiizeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi ¢(b) — c(a) jako ndsobek
derivace kfivky v jediném bodé.

Nap¥. v rovin& E, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostdvame

c(b) = c(a) = (X'()(b—a),y'(n)(b - a)) = (b—a) - (x'(&), y'(m))

pro dvé& (obecné riizné) hodnoty &, 7 € [a, b].



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
ooooe

Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.
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Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci k¥ivky c.



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
ooooe

Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci k¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.
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Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci k¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢'(t) = (— cost,0,2),
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Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci k¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢'(t) = (— cost,0,2),

c'(0) = (0,1,0), ||c'(0)]| =1, ¢"(0) = (—1,0,2).
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Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci k¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi

pojmy:
P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢"(t) = (— cost,0, 2),
c’(0) = (0,1,0), [|'(0)|| = 1, C"(O)—( ;L 2).

Zrychleni ve sméru te¢ny je pak ||c’(0)||( c'(0

|
N

"(0)).




Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
L 1]

K¥ivky a funkce jsou specidlni p¥ipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejné jako u vektorovych prostoril, volba soufadnic, tj. naseho
~pohledu na vé&c", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic — invertibilni zobrazeni R" — R”.



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
L 1]

K¥ivky a funkce jsou specidlni p¥ipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejné jako u vektorovych prostoril, volba soufadnic, tj. naseho
~pohledu na vé&c", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic — invertibilni zobrazeni R" — R”.

1/2*Pi

P¥iklad: polohu P zadavame
jako vzddlenost od pocatku
soufadnic r a thel ¢ mezi
spojnici s po¢atkem a osou x.

3/2*Pi
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K¥ivky a funkce jsou specidlni p¥ipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejné jako u vektorovych prostoril, volba soufadnic, tj. naseho
~pohledu na vé&c", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic — invertibilni zobrazeni R" — R”.

1/2*Pi

P¥iklad: polohu P zadavame
jako vzddlenost od pocatku
soufadnic r a thel ¢ mezi
spojnici s po¢atkem a osou x.

3/2*Pi

P¥echod z polédrnich soufadnic do standardnich je

P = (r,¢) — (rcosp, rsinp) = Prartézské

polarni
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K¥ivky a funkce jsou specidlni p¥ipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejné jako u vektorovych prostoril, volba soufadnic, tj. naseho
~pohledu na vé&c", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic — invertibilni zobrazeni R" — R”.

1/2*Pi

P¥iklad: polohu P zadavame
jako vzddlenost od pocatku
soufadnic r a thel ¢ mezi
spojnici s po¢atkem a osou x.

3/2*Pi

P¥echod z polédrnich soufadnic do standardnich je
Poolsrni = (r; @) = (reose, rsin @) = Piarigzské

Graf funkce miiZeme také vnimat jako obraz zobrazeni R" — R"*1.



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
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Funkce jedné proménné v poldrnich soutadnicich

Jak uZ jsme podotkli, kartézské souradnice jsou nejb&Znégjsi, ale
nikoliv jediné moZné. Mnohé ,objekty” maji nap¥. v poldrnich
soufadnicich vyrazné& jednodu¥si vyjadfeni (toho vyuZijeme i pozdgji
zejména pro vypotty obsahi &i objemd takovych objekti).



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
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Funkce jedné proménné v poldrnich soutadnicich

Jak uZ jsme podotkli, kartézské souradnice jsou nejb&Znégjsi, ale
nikoliv jediné moZné. Mnohé ,objekty” maji nap¥. v poldrnich
soufadnicich vyrazné& jednodu¥si vyjadfeni (toho vyuZijeme i pozdgji
zejména pro vypotty obsahi &i objemd takovych objekti).

Priklad

Archimedova spirdla ma
v polarnich soufadnicich
rovnici r(p) = a+ by, kde
a, b € R jsou parametry.
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Limita a spojitost funkce

Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice

Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé& a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro vdechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).
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L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro vdechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Obdobné jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i
v ,nevlastnich® bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").



Limita a spojitost funkce

Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bodé |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice
Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé& a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro vdechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Obdobné jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i

v ,nevlastnich® bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").

Ma3-li mit funkce v daném bod& limitu, nesmi zdleZet na ,cestd",
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkci jedné promé&nné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

2nékdyv také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ véta o tfech limitach 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

2nékdyv také o dvou policajtech :)
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ véta o tfech limitach 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

e multiplikativita, divisibilita,

2nékdyv také o dvou policajtech :)



Limita a spojitost funkce

Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:
@ jednoznacnost limity,
@ véta o tfech limitach 2,
@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

multiplikativita, divisibilita,

Je-lilimy_, f(x) = 0 a funkce g(x) je ohranitend v n&jakém
ryzim okoli bodu x, pak

)I(i_r)na f(x)g(x) =0.

2nékdyv také o dvou policajtech :)



Limita a spojitost funkce

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = 2 bods (0,0).

vV X2+y24+1-1




Limita a spojitost funkce

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = 2 bods (0,0).

vV X2+y24+1-1
P¥iklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x + y)sin Lsin % v bodg (0, 0).

v




Limita a spojitost funkce

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = % v bodg (0, 0).
X y —

P¥iklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x + y)sin Lsin % v bodg (0, 0).

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = ﬁy}ﬂ v bodg (0, 0).




Limita a spojitost funkce

Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A




Limita a spojitost funkce

Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A

Véta (Bolzanova)

Necht f : R" — R je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné A.
Jsou-li a, b € A takové, Ze f(a) < 0 < f(b), pak existuje c € A
tak, Ze f(c) = 0.




Parcidlni a smé&rové derivace

Plan prednéasky

@ Parcidlni a sm&rové derivace
@ Parcidlni derivace
@ Smérové derivace



Parcidlni a smé&rové derivace
@00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.



Parcidlni a smé&rové derivace
@00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Definice

Existuje-li limita

1
H * * * * * * *
lim = (f(xl,...,x,-_l,x,- + X, X)) — f(xl,...,xn)) ,
t—0 t
fikdme, Ze funkce f : E, — R md v bod& [x7, ..., x;] parcidlni
derivaci podle promé&nné x; a znatime f.(x;,...,x;) (p¥ip.

g)’; (X{,...,xp) nebo £.(x{,...,x3)).




Parcidlni a smé&rové derivace
@00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Existuje-li limita

lim — (FO, - X X+ X, X)) — OG-, x38)
fikdme, Ze funkce f : E, — R md v bod& [x7, ..., x;] parcidlni
derivaci podle promé&nné x; a znatime f.(x;,...,x;) (p¥ip.
of /
5 (XTs -+ xp) nebo £ (x{, ..., x7)).

Podobné jako v p¥ipadé jedné proménné, pokud m3a funkce
f . E, — R parcidlni derivace ve viech bodech né&jaké oteviené
mnoZiny, jsou tyto derivace rovn&Z funkcemi z E, do R.



Parcidlni a smé&rové derivace
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Pro funkce v E> dostdvame

0 o1
gf(XOJ/O) = t"_’jg) ;(f(Xo + t,y0) — f(x0,0)) =
~ im f(x, %) — f(Xo,yo)7
X—rXp X — X0

0 o1
@f(xov)/o) = t"j}) ;(f(XOJO +t) — f(x0,y0)) =

— lim f(X07y) - f(X07y0)
y=¥0 Y — o




Parcidlni a smé&rové derivace
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Pro funkce v E> dostdvame

0 o1
5"(X0,YO) = t'[]g) ;(f(xo + t,y0) — f(x0,0)) =

F(x, yo) —
o (x, v0) — f(x0, y0)

= | ,

X—>X0 X — XO
0 o1
@f(xov)/o) = t"j}) ;(f(XO,YO +t) — f(x0,y0)) =
— lim f(X07y) B f(X07y0)
Y=o Y — Y '

Poznamka

Parcialni derivace funkce f : E; — R podle x v bod& [xp, yo] udava
smé&rnici te¢ny v bod& [xo, yo, f (X0, ¥0)] ke k¥ivce (pFesngji: ke grafu
kFivky), ktera je prisecikem grafu Gf s rovinou y = yp.




Parcidlni a smé&rové derivace

ooe

Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka

Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soufadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Pyiklad
Funkce

f(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 jinak

md v bod& [0, 0] ob& parcidlni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

LiFe+ tv) — F(x)).

= lim -
t—0 t

d,f(x)

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).




Parcidlni a smé&rové derivace
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

LiFe+ tv) — F(x)).

= lim -
t—0 t

d,f(x)

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektorli ve sméru soufadnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.



Parcidlni a smé&rové derivace
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,




Parcidlni a smé&rové derivace
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q@ d(f £g)(x) = d/f(x) = dvg(x),




Parcidlni a smé&rové derivace
oceo

Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),




Parcidlni a smé&rové derivace
oceo

Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),

@ d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),

Q pro g(x) # 0 je d L) = - (dof(x) g(x) — f(x)dvg(x)).
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) £ dvg(x),

0 d,(f2)(x) = duF(x)g(x) + F(x)dg(x),

© pro g(x) # 0 je dy ) = g (df () 8(x) = F(x)dug(x)).

Poznamka

Neplati ale aditivita vzhledem ke smériim:

dytyf(x) # duf(x) + d,f(x).

Rovnéz je vidét z vySe uvedené véty, Zze smérova derivace nezavisi
jen na ,sméru* vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici pt¥iklad.

P¥iklad
Funkce definovand predpisem

foy) = 22

mimo po&atek a (0,0) = 0, ma v poatku vechny smé&rové
derivace nulové, pfitom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
»po riznych paraboldch” dostdvame riizné limity).
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P¥iklad
Funkce definovand predpisem

foy) = 22

mimo po&atek a (0,0) = 0, ma v poatku vechny smé&rové
derivace nulové, pfitom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
,po rlznych paraboldch” dostavame riizné limity).

Jiz v p¥ipadé limit jsme vidéli, Ze nestali zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parciadlni derivace), ani po p¥imkach
(smé&rové derivace), proto by nas uvedené chovani nemélo
prekvapit.
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