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Zobrazeni F : E, — E,, je p¥i zvolenych kartézskych soufadnicich
na obou strandch obylejna m-tice

F(xi,...oxn) = (A(X1, -y Xn)s ooy (X1, - -y Xn))

funkei f; - E, — R. Rekneme, %e F je diferencovatelné nebo spojité
diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji viechny
funkce f1,..., fm.
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nazyvaji (diferencovatelné) transformace.
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Zobrazeni F : E, — E,, je p¥i zvolenych kartézskych soufadnicich
na obou strandch obylejna m-tice

F(xi,...oxn) = (A(X1, -y Xn)s ooy (X1, - -y Xn))

funkei f; - E, — R. Rekneme, %e F je diferencovatelné nebo spojité
diferencovatelné zobrazeni, jestlize tuto vlastnost maji viechny
funkce f1,..., fm.
Diferencovatelna zobrazeni F : E, — E,, kterd maji inverzni
zobrazeni G : E, — E, definované na celém svém obrazu, se
nazyvaji (diferencovatelné) transformace. P¥ikladem
transformace v E; je pfechod mezi poldrnimi a kartézkymi
soufadnicemi:

[r,0] — [rcos@,rsinb]

s inverz{

y v
[x,y] = [V/x% + y2,arctg ;], [0,y] — [y, 5 sgn y].
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Linedrni zobrazeni dfi(x) : E" — R linedrn& aproximuji pf¥irastky f;.

ofi  of of
df(x) o oh 0%
D'F(x) = . =7 7 ] (x)
' ofn  Ofw 0
dfm(X) 87)(1 87)(2 PN aan

se nazyvad Jacobiho matice zobrazeni F v bod& x. Linedrni
zobrazeni D' F(x) definované na p¥iriistcich v = (v1, ..., v,)

pomoci stejné znaené Jacobiho matice nazyvame diferencial
zobrazeni F v bodé x z defini¢niho oboru, jestlize

lim = (F(x + v) — F(x) = D*F(x)(v)) = 0.

v—0 [|v/|




Zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
ocoe

Disledek Véty o existenci diferencidlu pro funkce n proménnych je:

Necht F : E,, — E,, je zobrazeni, jehoZ viechny soufadné funkce
maji spojité parcialni derivace v okoli bodu x € E,. Pak existuje
diferencidl D*F(x) zobrazeni F zadany Jacobiho matici.
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Diferencial slozeného zobrazeni

Véta (" Chain rule”)

Necht F : E, — E,, a G : E,,, — E, jsou dvé& diferencovatelnd
zobrazeni, pficemZ defini¢ni obor G obsahuje cely obor hodnot F.
Pak také sloZené zobrazeni G o F je diferencovatelné a jeho
diferencial je v kaZdém bodé z defini¢niho obodu F kompozici
diferenciali

DY(G o F)(x) = D*G(F(x)) o D'F(x).

Ptislusna Jacobiho matice je dana sou¢inem ptislusnych Jacobiho
matic.
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Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych soufadnic transformaci
F : E; — Ey, kterou v soutadnicich [x, y] a [r, ¢] zapiSeme:

r=+x2+y% o= arctgz.
X
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Polarni soufadnice vzniknou z kartézskych soufadnic transformaci
F : E; — Ey, kterou v soutadnicich [x, y] a [r, ¢] zapiSeme:

r=+/x2+y2 ¢ =arctg Yy
X
Funkci g; : E» — R v poldrnich soufadnicich

g(r,p, t) =sin(r-t).
Funkce ndm docela dob¥e pfiblizuje vInéni povrchu hladiny po
bodovém vzruchu v podatku v &ase t:
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Chceme-li vypotitat derivaci funkce zadané parametricky
v kartézskych soutadnicich, vyuZijeme vétu o derivaci slozeného
zobrazeni go F : B, — R:

D(g o F)(x) = D'g(F(x)) o D'F(x) =

or  or
_ (% OJs ox 9y | _
_(Br 8@) 99 Op | —
ox

dy
P 9 9
_ gff(r,tp)%(xvy)ﬂLg%(r,w)g%(x,y) .
e (r, )5, (x,y) + 3E(r.e) 5 (x,¥)
Tedy
og X
—(x,y,t) = 24 y2—t)————+0
8X(Xy ) =cos(v/x2+y )\/er
a podobné

Og y
—Z(x,y,t) =cos(\/x2+ y2 — t)———.
oy oY1) ( y? 1) 21
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Véta o inverzni funkci jedné proménné — pfipomenuti

Pokud k dané funkci f : R — R inverzni funkce f~1 existuje
(nezam&Kujme znateni s funkci x +— (f(x))~1), pak je ddna
jednoznatn& kterymkoliv ze vztahii 1o f =idg, fof~!=idg,.
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Véta o inverzni funkci jedné proménné — pfipomenuti

Pokud k dané funkci f : R — R inverzni funkce f~1 existuje
(nezam&Kujme znateni s funkci x +— (f(x))~1), pak je ddna
jednoznatn& kterymkoliv ze vztahii 1o f =idg, fof~!=idg,.
Pokud bychom v&d&li, 7e pro diferencovatelnou funkci f je i f~1

diferencovatelnd, vztah pro derivaci slozené funkce ndm (pro
y = f(x)) dava

1= (d) (x) = (F 1o £ (x) = (FLY (F(x) - F(x)

a tedy p¥imo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém p¥ipad& nemize

byt nulové) (F~1)(f(x)) = g

Je-li f diferencovatelnd funkce na okoli bodu xy a f'(xp) # 0, pak

existuje na n&jakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f=1 inverzni k f
a plati vztah

1
f'(x0)

(F) () =
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Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E, — E, je spojité& diferencovatelné zobrazeni na
né&akém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D' F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~1 a jeho diferencidl v bod& F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zaddn inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé x*.
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Véta o inverznim zobrazeni

Necht F : E, — E, je spojité& diferencovatelné zobrazeni na
né&akém okoli bodu x* € E, a necht je Jacobiho matice D' F(x*)
invertibilni. Pak na néjakém okoli bodu x* existuje inverzni
zobrazeni F~1 a jeho diferencidl v bod& F(x*) je inverznim
zobrazenim k DYF(x*), tzn. je zaddn inverzni matici k Jacobiho
matici zobrazeni F v bodé x*. )

Princip dikazu: Z pravidla pro derivovani sloZené funkce vyplyva,
ze pokud diferencovatelnd inverze existuje, pak musi byt jeji
Jacobiho matice inverzi k pivodni Jacobiho matici (srovnejte

s pfipadem 1 promé&nné). Dikaz pomé&rné komplikovanym
zplsobem vyvozuje, Ze diky invertovatelnosti Jacobiho matice
existuje diferencovatelna inverze.
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P¥iklad
Rozhodnéte, zda zobrazeni F = (f, g) : R? — R? definované po
soutadnicich N

f(Xay) :Xy7g(X7y) = ;/

je prosté v okoli bodu [2,1]. V kladném p¥ipadé uréete Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni v bod& F(2,1).
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Véta o implicitni funkci — neformalni pfipomenuti

Pokud mame zadanu funkci f(x) vzorcem y = f(x), hovofime o
jejim explicitnim zadani. Obecngj$im zaddnim funkce je rovnice
F(x,y) =0, kde zavisla prom&nnd y p¥edstavuje ,neznamou"
funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotfebujeme) vyfesit
vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Avsak i v
tomto obecn&j¥im pFipadé budeme schopni vypotitat y’(x) (aniz
bychom znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci pravidla pro
derivaci slozené funkce.

Rovnice y? = x definuje dv& diferencovatelné funkce

ylz\/;a }/2:—\/;(
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Véta o implicitni funkci — neformalni pfipomenuti

Pokud mame zadanu funkci f(x) vzorcem y = f(x), hovofime o
jejim explicitnim zadani. Obecngj$im zaddnim funkce je rovnice
F(x,y) =0, kde zavisla prom&nnd y p¥edstavuje ,neznamou"
funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepotfebujeme) vyfesit
vzhledem k y, pak hovofime o funkci zadané implicitné. Avsak i v
tomto obecn&j¥im pFipadé budeme schopni vypotitat y’(x) (aniz
bychom znali explicitni vzorec pro y(x)), a to pomoci pravidla pro
derivaci slozené funkce.

Rovnice y? = x definuje dv& diferencovatelné funkce

ylz\/;a }/2:—\/;(

P¥i derivovani implicitn& zadanych funkci obsahuje vysledna
derivace y’ jak prom&nnou x tak prom&nnou y (na rozdil od
bé&Zného derivovani funkce, kdy je ve vysledku pouze promé&nna x).
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. P¥ikladem miiZe byt
tfeba obvykla (implicitni) definice p¥imek a kruZznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>=r*=0, r>0.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. P¥ikladem miiZe byt
tfeba obvykla (implicitni) definice p¥imek a kruZznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>=r*=0, r>0.

V prvnim p¥ipadé je (p¥i b # 0) predpisem zadana funkce
a

—flx)= 25 _ &

y=fx)=—px—1

pro vSechna x.
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Véta o implicitni funkci

Pro jednoduchost vyloZime ideu v roviné E;:

Pro spojité diferencovatelnou funkci F(x,y) : E; — R hledejme
body [x, y], ve kterych plati F(x,y) = 0. P¥ikladem miiZe byt
tfeba obvykla (implicitni) definice p¥imek a kruZznic:

F(x,y)=ax+by+c=0
Fix,y)=(x—5s)2+(y—t)>=r*=0, r>0.

V prvnim p¥ipadé je (p¥i b # 0) predpisem zadana funkce

pro viechna x. Ve druhém p¥ipadé umime pouze pro [a, b] spliiujici
rovnici kruZnice a b # t najit okoli bodu a, na kterém nastane
jedna z moznosti: y = f(x) =t + /(x —s)?> — r,
y=Ff(x)=t—+/(x—5s)2—r.
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Body [s % r, t] také vyhovuji rovnici kruZnice, plati v nich ale
Fy(s+r,t) =0, coZ znamena, Ze tetna ke kruZnici v téchto
bodech je rovnobéZnd s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na n&mZ by kruZnice byla popsdna jako funkce y = f(x).
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Body [s % r, t] také vyhovuji rovnici kruZnice, plati v nich ale
Fy(s+r,t) =0, coZ znamena, Ze tetna ke kruZnici v téchto
bodech je rovnobéZnd s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na n&mZ by kruZnice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

2(x —s) _ X—s Fx

1
2 /(x—s2-r2 y-t F/

f(x)
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Body [s % r, t] také vyhovuji rovnici kruZnice, plati v nich ale
Fy(s+r,t) =0, coZ znamena, Ze tetna ke kruZnici v téchto
bodech je rovnobéZnd s osou y. V téchto bodech neumime najit
okoli, na n&mZ by kruZnice byla popsdna jako funkce y = f(x).
Navic umime spoditat i derivace:

2(x —s) _ X—s Fx

1
T2 /x—s2-F2 y—t F

f(x)

Naopak, pokud budeme chtit najit zavislost x = f(y) takovou, aby
F(f(y),y) =0, pak v okoli bodi (s =+ r, t) bez problémi usp&jeme.
Vsimnéme si, Ze v téchto bodech je parcidlni derivace Fx nenulova.
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva pfiklady):
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Shriime pozorovani (pro pouhé dva pfiklady):

Pro funkci F(x,y) a bod [a, b] € E; takovy, Ze F(a, b) = 0, umime
najit funkci y = f(x) spliiujici F(x, f(x)) =0, pokud je

Fy(a, b) # 0. V takovém p¥ipad& umime i vypo&ist

f'(x) = —Fx/Fy,. Z nasledujici véty plyne, Ze takto to plati vzdy,
navic rozsitené i na libovolné pocty proménnych.
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E, 1 — R je spojité diferencovatelnd funkce na
otevieném okoli bodu [x*, y*] € E, x R, ve kterém je
F(x*,y*)=0a g—;—(x*,y*) # 0. Potom existuje spojita funkce

f . E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E, takovd,
Ze F(x, f(x)) =0 pro vdechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu x* parcidlni derivace splriujici

Of = _ G (x, f(x))
Ox; g—;(x, f(x
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Véta (O implicitni funkci)

Necht F : E, 1 — R je spojité diferencovatelnd funkce na
otevieném okoli bodu [x*, y*] € E, x R, ve kterém je
F(x*,y*)=0a g—;—(x*,y*) # 0. Potom existuje spojita funkce

f . E, — R definovand na néjakém okoli U bodu x* € E, takovd,
Ze F(x, f(x)) =0 pro vdechny x € U.

Navic ma funkce f v okoli bodu x* parcidlni derivace splriujici

Of = _ G (x, f(x))
Ox; - g—; x, f(x

Posledni tvrzeni o derivaci pfitom je dob¥e zapamatovalné
(i pochopitelné) z vyrazu pro diferencidl:

0=dF = Fedx+ F,dy = (Fx + F,f'(x)) dx.
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Priklad

Urcete lokalni extrémy funkce z = f(x, y), kterd je urena
implicitn& rovnici F(x,y,z) =x® +y?>+ 2> —xz—2yz—1=0.

Reseni

Derivovanim rovnosti podle x a y dostdvame:

2X—i—2z-zx—z—x-zx—\f2sz:0
2y +2z-2,— x-z, — 2z —2yz, =0,

odkud vyjad¥ime

zZ — 2x ﬂz—2y

= zyg = —— .
2z —x — /2y Y 2z —x — /2y

Zx
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ReZenf (pokr.)

Staciondrni body musi spliiovat: z, =0, z, =0, tj. z = 2x = \@y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do ptivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,+/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V t&hto bodech je
F, # 0 (je to zdrovefi jmenovatel viech zde vystupujicich zlomki),
proto je v jejich okoli implicitn& uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypoéteme parcialni derivace
f 2. ¥adu:

2 2
G = =——----—1 Zy =0, Zy=—-————-——
= 2z —x — /2y ¥ Y 2z —x — /2y
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ReZenf (pokr.)

Staciondrni body musi spliiovat: z, =0, z, =0, tj. z = 2x = \@y,
a tedy y = v/2x. Dosazenim do ptivodni rovnice dostdvame
stacionarni body [1,+/2,2] a [-1, —v/2, —2]. V t&hto bodech je
F, # 0 (je to zdrovefi jmenovatel viech zde vystupujicich zlomki),
proto je v jejich okoli implicitn& uréena jista funkce z = f(x, y).
Dalsim derivovanim implicitni rovnice vypoéteme parcialni derivace
f 2. ¥adu:

2 2
G = =——----—1 Zy =0, Zy=—-————-——
= 2z —x — /2y ¥ Y 2z —x — /2y

Ve stacionarnich bodech je Hf negativné, resp. pozitivné definitni,
proto zde nastavaji lokdlni maximum, resp. minimum funkce f.
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Nejobecnéjsi pfipad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazeni,
popisuje nasledujici véta (v p¥ipadé n=1 kopiruje v&tu o implicitni
funkci).
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Nejobecnéjsi pfipad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazeni,
popisuje nasledujici véta (v p¥ipadé n=1 kopiruje v&tu o implicitni
funkci).

Véta (O implicitnim zobrazeni)

Necht F : Ep,n — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [x*, y*] € Ep X Ep = Emyn, v némZ plati
F(x*,y*) =0 a det D}}F % 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E,, definované na néjakém
okoli U bodu x* € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod y*, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu x*
zaddna souc¢inem matic

D'G(x) = —(D}F)~'(x, G(x)) - DLF(x, G(x)).




Tecny a normaly k implicitn& zadanym plocham
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Tecny a normaly k implicitn& zadanym plocham
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Gradient funkce

Definice
Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literatu¥e se Casto zapisuje také jako grad f.
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Gradient funkce

Definice

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literatu¥e se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(xi,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnoZzinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozm&rné
nadplochy.
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Gradient funkce

Definice

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literatu¥e se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(xi,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnoZzinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozm&rné
nadplochy. P¥esnéji: pokud je vektor parcidlnich derivaci nenulovy,
muZeme lokdln& mnoZinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.
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Gradient funkce

Definice

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,x,) : E, — R se

vektor . a
df = —,...,—
<8X17 ’ 8x,,>

nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literatu¥e se Casto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(xi,...,x,) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnoZzinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)—rozm&rné
nadplochy. P¥esnéji: pokud je vektor parcidlnich derivaci nenulovy,
muZeme lokdln& mnoZinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.

Hovofime v této souvislosti také o drovitovych mnozinach M,
(analogie vrstevnic v p¥. n = 2).
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Na derivacich k¥ivek leZicich v troviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vZdy vycislovat nulové:
f(c(t)) = b pro v8echna t, proto

%f(c(t)) — df(c(t) = 0.



Tecny a normaly k implicitn& zadanym plocham

Oe00

Na derivacich k¥ivek leZicich v troviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vZdy vycislovat nulové:
f(c(t)) = b pro v8echna t, proto

d
—f(c(t)) =df(c(t)) = 0.
dt
Pro obecny vektor v = (vi,...,v,) € E, je velikost pFisluiné
smérové derivace funkce f:
f f
1 f| = g)qv1+--~+gxnvn —_ (df,v) = cos | dF|||Iv]|

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f. Dok&zali jsme:
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Na derivacich k¥ivek leZicich v troviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vZdy vycislovat nulové:
f(c(t)) = b pro v8echna t, proto

d

Ef(c(t)) =df(c'(t)) =0.
Pro obecny vektor v = (vi,...,v,) € E, je velikost pFisluiné
smérové derivace funkce f:
f f
1 f| = g)qv1+--~+gxnvn —_ (df,v) = cos | dF|||Iv]|

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f. Dok&zali jsme:

Smér zadany gradientem v bod& x = (xi,...,xn) je pravé ten
smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Te¢nd rovina k neprazdné droviiové mnoZiné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem df je uréena ortogonalnim dopliikem
ke gradientu.
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Ndsobklim gradientu v tomto p¥ipadé ¥ikdime normalovy vektor
nadplochy M.

Pro funkci f n proménnych a bod P = (a1, ...,an) € My v jehoZ
okoli je My, grafem funkce (n — 1) proménnych je implicitni rovnice
pro te¢nou nadrovinu

_of of

0_(97X1(P).(X1_al)+“.+8xn

(P) - (%o — an).
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P¥iklad (Model osvé&tleni 3D objektu)

Pro 2D povrch zndme smér v dopadu svétla, tj. mame mnozinu M
zadanou implicitn& rovnici f(x, y,z) = 0 a vektor v. Intenzitu
osvétleni bodu P € M pak definujme jako Iy cos ¢, kde ¢ je thel
mezi normdlou zadanou gradientem a vektorem opacnym ke sméru
svétla. (Znaménko ¥ika, kterou stranu plochy osv&tlujeme, fy je
tzv. svitivost.)

Nap¥f. v = (1,1, —1) (tj. ,8ikmo dold") a

f(x,y,z) =x®>+y?>+2z2—1. Probod P = (x,y,z) € M

I(P) gradf - v —2x — 2y + 2z
= 0 =
| grad £]|[}v| 2v/3

Dle ogekavani je plnou intenzitou ly osvétlen bod

P = %(—1,—1, 1) na povrchu koule.

lo.
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Tecné a normalové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (f1,...,f,) : Em+n — E5 @ n rovnic
f;'(Xl,...,Xern):b,', izl,...,n.

Dle v&ty o implicitni funkci je ,v&tSinou” mnoZina vsech ¥eseni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : E,, — E,. Pro pevnou volbu
b= (b1,...,bs) je samoziejm& mnoZinou M viech YeSeni prinik
nadploch M(b;, ;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:
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Tecné a normalové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (f1,...,f,) : Em+n — E5 @ n rovnic
f;'(Xl,...,Xern):b,', izl,...,n.

Dle v&ty o implicitni funkci je ,v&tSinou” mnoZina vsech ¥eseni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : E,, — E,. Pro pevnou volbu
b= (b1,...,bs) je samoziejm& mnoZinou M viech YeSeni prinik
nadploch M(b;, ;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:

Afinni podprostor v Ep,, obsahujici pravé viechny te¢ny k M
bodem P dén rovnicemi:

of of;

= a—Xl(P) (x1—a1) 4+ 8X,,(P) - (Xmtn — am+n)

0

of, of,

6Xl(P) . (X1 — 31) + -+ aXn(P) : (Xm+n - 3m+n)'

0=
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Tento podprostor se nazyva te€ny prostor k (implicitn& zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty vsech funkci fi,...,f,
v bod& P, tj. ¥adky Jacobiho matice D'F.
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Tento podprostor se nazyva te€ny prostor k (implicitn& zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty vsech funkci fi,...,f,
v bod& P, tj. ¥adky Jacobiho matice D'F.

P¥iklad

Spocétéme te¢nu a normalovy prostor ke kuzeloseéce v Ej.
Uvazujme rovnici

0="Ff(x,y,z2)=z—/x2+y2

kuZelu s vrcholem v po&atku a rovinu zadanou

0=g(x,y,z)=z—2x+y+1.

Bod P = (1,0, 1) pat¥i jak kuZelu, tak rovin& a prinik M t&chto
dvou ploch je k¥ivka.
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P¥iklad (pokr.)

Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadand rovnicemi
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P¥iklad (pokr.)

Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadand rovnicemi

1 1
0=—- ——==2x (x—1) = ———=2y -y
2/x? +y2 x=1,y=0 2 \ x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—1)

= —Xx+z

0=-2(x—1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1
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P¥iklad (pokr.)
Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadand rovnicemi

1 1
0=—- ——==2x (x—1) = ———=2y -y
2/x? +y2 x=1,y=0 2 \ x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—1)

=—X+z
0=-2(x—-1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1

zatimco rovina kolma k nasi kfivce bodem P bude parametricky
dana vyrazem

(1,0,1) + 7(-1,0,1) + 0(—2,1,1)

s parametry T a g.
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Plan prednéasky

@ Vizané extrémy
@ Metoda Lagrangeovych multiplikatord
@ Specidlni optimaliza&ni metody



Vazané extrémy

Jiz d¥ive jsme se zabyvali dlohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzav¥ené) mnoZing, coz vedlo na vysetfeni lokdlnich
extrémi funkce na hranici této mnoZiny. Jinymi slovy, na hledanf
extrém0 funkce v bodech, které jsou vdzany néjakou dalsi
podminkou.



Vazané extrémy

Jiz d¥ive jsme se zabyvali dlohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzav¥ené) mnoZing, coz vedlo na vysetfeni lokdlnich
extrémi funkce na hranici této mnoZiny. Jinymi slovy, na hledanf
extrém0 funkce v bodech, které jsou vdzany néjakou dalsi
podminkou.

UkéaZeme nejprve nazorné graficky na pt¥ipadu funkci dvou
proménnych obecnou metodu.

Ur&ete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x?y na mno%iné M dané
implicitn& rovnici 5x2 + 2y? = 14.
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témZe bod&). Toto
samozfejmé plati i obecné.
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témZe bod&). Toto
samozfejmé plati i obecné.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni,
musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou
k¥ivku c(t) C M prochdzejici pres P = ¢(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témZe bod&). Toto
samozfejmé plati i obecné.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni,
musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou
k¥ivku c(t) C M prochdzejici pres P = ¢(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, Ze gradient h leZi v
normalovém podprostoru (p¥esnéji v jeho zaméfeni). Takové body
P € M budeme nazyvat stacionarni body funkce h vzhledem

k vazbam F.
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy &asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho po&tu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnozin& bodd M zadanych implicitn& rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F: Emtn— En).

Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan ¥adky Jacobiho
matice zobrazeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ikd metoda
Lagrangeovych multiplikatora:
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy &asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho po&tu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnozin& bodd M zadanych implicitn& rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F: Emtn— En).

Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan ¥adky Jacobiho
matice zobrazeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ikd metoda
Lagrangeovych multiplikatora:

Véta

Necht F = (f1,...,fp) : Emin — En je spojité diferencovatelnd

v okoli bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitn& rovnici
F(xi,...,Xmsn) = 0, pfi¢emZ hodnost matice D*F v bodé& P je n.
Pak P je staciondarnim bodem spojité diferencovatelné funkce

h: Epntn — R pravé, kdyZ existuji realné parametry A1, ..., A,
takové, Ze

gradh = Ajgradfi +--- + A, grad f,.
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Vsimnéme si po¢tu nezndmych a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m + n soufadnicich, tedy poZadavek z véty
ddvd m + n rovnic. Jako nezndmé mame jednak soufadnice

X1, ..., Xm+n hledanych staciondrnich bodd P, ale navic také n
parametri A; v hledané linedrni kombinaci. Zbyva vSak poZadavek,
Ze hledany bod P patfi implicitné zadané mnoZiné M, coz
pfedstavuje dalSich n rovnic. Celkem tedy mdme 2n 4+ m rovnic pro
2n+ m proménnych a proto lze olekdvat, Ze feSenim bude diskrétn{
mnoZzina bodl P (tj. kaZzdy z nich bude izolovanym bodem).
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Absolutni extrémy

Vyklad o vdzanych extrémech jsme zadali tim, Ze pro nalezeni
absolutnich extrémi funkce na kompaktni mnoZiné asto

potfebujeme vySetfeni extrém( na mnoziné bodd vazanych néjakou
podminkou.
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Absolutni extrémy

Vyklad o vdzanych extrémech jsme zacali tim, Ze pro nalezenfi
absolutnich extrémi funkce na kompaktni mnoZiné asto
potfebujeme vySetfeni extrém( na mnoziné bodd vazanych néjakou
podminkou.

llustrujme si to na pr¥ikladu:

Maximalizujte f(x,y) = 2x + y za podminky XT2 +y? <1




Vazané extrémy
[elelelel ]

Regeni

MnoZina uréend vazebni podminkou je uzavfend a ohraniéena,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémi, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df(x,y) = (2,1)), Ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?=1.
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[elelelel ]

Regeni

MnoZina uréend vazebni podminkou je uzavfend a ohraniéena,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémi, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df(x,y) = (2,1)), Ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?=1.
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,A) = 2x + y — A(% + y? — 1). Pak dostvame:

X
=1,=2-)2
0 2

0=L,=1-2\y
2

X
0=>"4,2_1.
7 T
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Regeni

MnoZina uréend vazebni podminkou je uzavfend a ohraniéena,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémi, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df(x,y) = (2,1)), Ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?=1.
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,A) = 2x + y — A(% + y? — 1). Pak dostvame:

X
=1,=2-)2
0 2

0=1L,=1—2\y
2
X
0="-+y?>—1.
7 T

_4 . _ 1 _ V1T ., _ 8 _ 1
Odtudsnadnox—x,y—ﬁ,atedy)\—T,x—ﬁ,y—ﬁ

— V7T _ 8 ., _ _ 1 ini
(resp. A = =YL x = 7Y =~ Pro minimum).




Vazané extrémy

Specialni optimalizaéni metody

Zmifme se jen ve struénosti o specidlnich optimaliza¢nich
technikach, které se v dne$ni praxi pouZivaji. Zajemce o blizsi

seznameni s nimi miZeme odkazat na dalsi predméty MU, nap¥.:
e Optimalizace — P¥F: M0160 (jaro)
e Optimalizace — PV027 (jaro)
@ Linedrni programovéani — P¥F: M4110 (jaro)
°

Matematické programovani — PfF: M5170 (podzim)



Vazané extrémy

Metoda gradientu

Jiz d¥ive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sm&ru opatném) — proto je
pfirozené se pfi hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprud$im svahem). Otazka

je, jak dlouho "jit" a jak €asto gradient pocitat.
Iterace:

Xn+1 = Xn + Yngrad f(x,),

pro dostateZn& malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).
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Metoda gradientu

Jiz d¥ive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sm&ru opatném) — proto je
pfirozené se pfi hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprud$im svahem). Otazka

je, jak dlouho "jit" a jak €asto gradient pocitat.
Iterace:

Xnt+1 = Xn + Vn grad f(xp),
pro dostateZn& malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).
Problémy:
@ naro¢ny opakovany vypodet +,
o velky pocet iteraci v pfipadé velmi rliznorodé k¥ivosti

v rznych smérech; nap¥ Rosenbrockova bananova funkce —
f(x,y) = (1 — x)? +100(y — x?)2.
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Newtonova optimalizaéni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
kotent dané redlné funkce f . Zname-li bod xg "rozumn&” blizko
kofene, zkonstruujeme v bod& [xg, f(xp)] te€nu ke grafu funkce f a
za bod x; zvolime priselik te¢ny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vid&t, Ze plati rekurentni vztah

f (xn)
Xn4+1 = Xn — f’(X,-,) .
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Newtonova optimalizaéni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
kotent dané redlné funkce f . Zname-li bod xg "rozumn&” blizko
kofene, zkonstruujeme v bod& [xg, f(xp)] te€nu ke grafu funkce f a
za bod x; zvolime priselik te¢ny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vid&t, Ze plati rekurentni vztah

f (xn)
Xn4+1 = Xn — f’(X,-,) .

Tento postup nap¥. poskytuje efektivni postup pro vypocet v/2
s libovolnou presnosti; pokud bychom ale chtéli hledat ¥eseni
rovnice x1/3 = 0, tak snadno vidime, 7e metoda diverguje, at
zatneme jakkoli blizko 0.



Vazané extrémy
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P¥i hledani extrémi funkci (i vice prom&nnych) mizZe byt Newtona
metoda vyuZita pro nalezeni staciondrnich bod(i — v nich musi byt
derivace nulovd, proto jde vlastng o nalezeni koFenli derivace
iterativnim postupem

Xnr1 = Xn — (Hf (x,))7* - grad f(x,).



Vazané extrémy
[e]eleY Yolelele

P¥i hledani extrémi funkci (i vice prom&nnych) mizZe byt Newtona
metoda vyuZita pro nalezeni staciondrnich bod(i — v nich musi byt
derivace nulovd, proto jde vlastng o nalezeni koFenli derivace
iterativnim postupem

Xnr1 = Xn — (Hf (x,))7* - grad f(x,).

Vypolet inverze Hessidnu je ¢asové narotna operace, proto se
¢asto misto toho vyuziva

@ metoda sdruZenych gradientli pro feSeni pfislusné soustavy,

@ riiznych tzv. kvazi-newtonovskych metod, vyuZivajicich pouze
pfiblizného Hessianu (nap¥. BFGS).



Vazané extrémy

Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” Yesi linedrni programovani tlohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpxn
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dana ¢ € R” Yesi linedrni programovani tlohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(X):C-X:C1X1+'--—{—Can
za danych (linedrnich) omezeni

al-XSbl

ak'XSbk

aky1 X = by

ag~X:bg



Vazané extrémy

Linearni programovani

Lze ukdzat, Ze kaZzdou (rozumnou) dlohu linedrniho programovani
Ize pfevést na tzv. standardni tilohu tvaru

maximalizovat  f(x) =c-x
za podminek

a1 -x<b

ak'XSbkv

kde x; > 0,...,x, > 0.



Vazané extrémy

Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).
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Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spodiva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecn&ni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalSich krocich postupuje po hranach
do vrcholl s vyssi hodnotou téelové funkce.



Vazané extrémy

Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spodiva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecn&ni polyedru na vice dimenzi), ktery je tvofen body
vyhovujicimi podminkam. V dalSich krocich postupuje po hranach
do vrcholl s vyssi hodnotou téelové funkce.

Sice je ukazan ptiklad podminek, kdy simplexovd metoda projde
nesikovné vdech 2" vrcholi (jde o p¥iklad zborcené n-rozmé&rné
krychle), a tedy metoda je v nejhorsim pfipad& exponenciélni, ale
v praxi je obvykle pozoruhodng tisp&snd (kolem roku 2000 bylo
dokazano, ze otekavany &as béhu na ndhodném vstupu je
polynomialni).



Vazané extrémy
0000000

Priklad

Maximalizujte f = 2x — 3y + 4z za podminek

4x -3y +2z<3
x+y+z<10
2x+y—z<10
x>0,y >0,z>0.
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