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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro viechna x € M.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Hledani absolutnich extrém( funkce na mnoZiné tak mame
prevedeno na nalezeni lokdlnich extrémil (coZz umime — vyZet¥ime
staciondrni body a body v nichZ funkce neni diferencovatelnd) a
vySetfeni hrani¢nich bodd.
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Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y2 + x+y na
mnoziné M, kterd je ohraniena trojihelnikem, tvofenym
souradnymi osami a pfimkou x +y — 4 = 0.
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Priklad

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y2 + x+y na
mnoziné M, kterd je ohraniena trojihelnikem, tvofenym
souradnymi osami a pfimkou x +y — 4 = 0.

| A

Regenf

Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], kde nastdva absolutni
maximum f(1,1) = 1. Absolutni minimum —12 nastdva

v hrani¢nich bodech [4,0] a [0, 4].
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Vazané extrémy

Jiz d¥ive jsme se zabyvali dlohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzav¥ené) mnozing, coz vedlo na vysetfeni lokdlnich
extrémi funkce na hranici této mnoZiny. Jinymi slovy, na hledanf
extrém0 funkce v bodech, které jsou vdzany néjakou dalsi
podminkou.
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Vazané extrémy

Jiz d¥ive jsme se zabyvali dlohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzav¥ené) mnozing, coz vedlo na vysetfeni lokdlnich
extrémi funkce na hranici této mnoZiny. Jinymi slovy, na hledanf
extrém0 funkce v bodech, které jsou vdzany néjakou dalsi
podminkou.

UkéaZeme nejprve nazorné graficky na pt¥ipadu funkei dvou
proménnych obecnou metodu.

Ur&ete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x?y na mno%iné M dané
implicitn& rovnici 5x2 + 2y? = 14.
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce h, k niz hleddme extrém, musi byt ve
vySetfovaném bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témze
bodg&). Toto samozfejmé plati i obecné&.
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V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce h, k niz hleddme extrém, musi byt ve
vySetfovaném bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témze
bodg&). Toto samozfejmé plati i obecné&.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni,
musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou
k¥ivku c(t) C M prochdzejici pres P = ¢(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce h, k niz hleddme extrém, musi byt ve
vySetfovaném bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témze
bodg&). Toto samozfejmé plati i obecné&.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni,
musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou
k¥ivku c(t) C M prochdzejici pres P = ¢(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proménné. Proto musi platit

& Me(t))o = deh(P) = dh(P)(E(0)) = 0

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, Ze gradient h leZi v
normalovém podprostoru (p¥esnéji v jeho zaméreni). Takové body
P € M budeme nazyvat stacionarni body funkce h vzhledem

k vazbam F.
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy &asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho po&tu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnozin& bodd M zadanych implicitn& rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F : Emtn— En).

Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan ¥adky Jacobiho
matice zobrazeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné
uréeny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ikd metoda
Lagrangeovych multiplikatora:
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy &asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho po&tu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnozin& bodd M zadanych implicitn& rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F : Emtn— En).

Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan ¥adky Jacobiho
matice zobrazeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné
uréeny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ikd metoda
Lagrangeovych multiplikatora:

Véta

Necht F = (f1,...,fp) : Emin — En je spojité diferencovatelnd

v okoli bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitn& rovnici
F(xi,...,Xmsn) = 0, pticemZ hodnost matice D*F v bodé& P je n.
Pak P je staciondarnim bodem spojité diferencovatelné funkce

h: Epntn — R pravé, kdyZ existuji realné parametry A1, ..., A,
takové, Ze

gradh = Ajgradfi +--- + A, grad f,.
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Vsimnéme si po¢tu nezndmych a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m+ n soufadnicich, tedy poZadavek z véty
ddvd m + n rovnic. Jako nezndmé mame jednak soufadnice

X1, ..., Xm+n hledanych staciondrnich bodd P, ale navic také n
parametri A; v hledané linedrni kombinaci. Zbyva vSak poZadavek,
ze hledany bod P patfi implicitné zadané mnoZiné M, coz
pfedstavuje dalSich n rovnic. Celkem tedy mdme 2n 4+ m rovnic pro
2n+ m proménnych a proto lze olekdvat, Ze feSenim bude diskrétn{
mnozina bodl P (tj. kaZzdy z nich bude izolovanym bodem).
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Vyklad o vdzanych extrémech jsme zadali tim, Ze pro nalezenf{
absolutnich extrémi funkce na kompaktni mnoZiné asto

potfebujeme vySetfeni extrém( na mnoziné bodd vazanych néjakou
podminkou.
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Vyklad o vdzanych extrémech jsme zadali tim, Ze pro nalezenf{
absolutnich extrémi funkce na kompaktni mnoZiné asto
potfebujeme vySetfeni extrém( na mnoziné bodd vazanych néjakou
podminkou.

llustrujme si to na prikladu:

Maximalizujte f(x,y) = 2x + y za podminky %2 +y?<1.
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Regeni

MnoZina uréend vazebni podminkou je uzaviend a ohraniéena,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémi, a to bud
ve stacionarnich bodech (funkce je zfejmé diferencovatelné na celé
vySetfované mnozin&) nebo na hranici. Snadno se ale p¥esvéd¢ime
(df(x,y) = (2,1)), Ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou. Proto
maximalizujeme funkci f za podminky X{ L =1l
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Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,A) = 2x +y — A(% + y2 — 1). Pak dostévame:

X
0=Lc=2—- )=
2

O0=L,=1-2\y
2
X 2
= — — 1.
0 4+y
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_4 ., 1 _ V1T 8 _ 1
Odtudsnadnox-x,y—ﬁ,atedy)\—T,x_ﬁ,y_ﬁ

(resp. A= — Y27 »— 8 v 1 56 minimum).
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Specidlni optimaliza&ni metody

Specialni optimalizaéni metody

Zminme se jen ve struénosti o specidlnich optimaliza¢nich
technikach, které se v dne$ni praxi pouZivaji. Zajemce o blizsi

seznameni s nimi miZeme odkazat na dalsi predméty MU, nap¥.:
e Optimalizace — P¥F: M0160 (jaro)
e Optimalizace — PV027 (jaro)
@ Linedrni programovéani — P¥F: M4110 (jaro)
°

Matematické programovani — P¥F: M5170 (podzim)



Specidlni optimaliza&ni metody

Metoda gradientu

Jiz d¥ive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sm&ru opatném) — proto je
pFirozené se pf¥i hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprudsim svahem). Otazka
je, jak dlouho ,jit" a jak &asto gradient potitat (podrobnégji viz
napt. http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent).
Iterace:

Xn+1 = Xn + Yngrad f(x,),

pro dostateZn& malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).


http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent
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Metoda gradientu

Jiz d¥ive jsme zminili, Ze funkce nejrychleji roste ve sméru
gradientu (a nejrychleji klesd ve sm&ru opatném) — proto je
pFirozené se pf¥i hledani maxima vydat z daného bodu ve sméru
gradientu (analogie chozeni do kopce nejprudsim svahem). Otazka
je, jak dlouho ,jit" a jak &asto gradient potitat (podrobnégji viz
napt. http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent).
Iterace:

Xn+1 = Xn + 7Yn grad f(Xn)a
pro dostateZn& malé 7,, aby f(x,11) > f(xn).
Problémy:
@ naro¢ny opakovany vypocet -,
o velky pocet iteraci v pfipadé velmi rliznorodé k¥ivosti

v rtiznych smérech; nap¥ Rosenbrockova bandnova funkce —
f(x,y) = (1 — x)? +100(y — x?)2.


http://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent
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Newtonova optimalizaéni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
kotent dané redlné funkce f . Zndme-li bod xg ,rozumn&" blizko
kofene, zkonstruujeme v bod& [xg, f(xp)] te€nu ke grafu funkce f a
za bod x7 zvolime priselik te¢ny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vid&t, Ze plati rekurentni vztah

f(xn)
Xp4+1 = Xn — f’(X,-,) .




Specidlni optimaliza&ni metody

Newtonova optimalizaéni metoda

Newtonova metoda je dobfe zndmy numericky postup pro nalezeni
kotent dané redlné funkce f . Zndme-li bod xg ,rozumn&" blizko
kofene, zkonstruujeme v bod& [xg, f(xp)] te€nu ke grafu funkce f a
za bod x7 zvolime priselik te¢ny s osou x. Tento postup
opakujeme. Snadno je vid&t, Ze plati rekurentni vztah

f(xn)

Xp4+1 = Xn — f’(X )
n

Tento postup nap¥. poskytuje efektivni postup pro vypocet v/2
(nebo obecngji \/3) s libovolnou p¥esnosti; pokud bychom ale
cht&li hledat Yedeni rovnice x1/3 = 0, tak snadno vidime, Ye metoda
diverguje, at za&neme jakkoli blizko 0.



Specidlni optimaliza&ni metody

P¥i hledani extrémi funkci (i vice promé&nnych) mizZe byt Newtona
metoda vyuZita pro nalezeni staciondrnich bod( — v nich musi byt
derivace nulova, proto jde vlastné o nalezeni kofen(i derivace
iterativnim postupem

Xni1 = Xn — (HF(x,)) 7! - grad f(xp).


http://demonstrations.wolfram.com/MinimizingTheRosenbrockFunction/
http://demonstrations.wolfram.com/MinimizingTheRosenbrockFunction/
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P¥i hledani extrémi funkci (i vice promé&nnych) mizZe byt Newtona
metoda vyuZita pro nalezeni staciondrnich bod( — v nich musi byt
derivace nulova, proto jde vlastné o nalezeni kofen(i derivace
iterativnim postupem

Xni1 = Xn — (HF(x,)) 7! - grad f(xp).

Vypoclet inverze Hessidnu je ¢asové narond operace, proto se
¢asto misto toho vyuziva

@ metoda sdruZenych gradientl pro feSeni p¥islusné soustavy,

@ rliznych tzv. kvazi-newtonovskych metod, vyuZivajicich pouze
ptiblizného Hessianu (nap¥. BFGS) — viz nap¥.
http://demonstrations.wolfram.com/
MinimizingTheRosenbrockFunction/


http://demonstrations.wolfram.com/MinimizingTheRosenbrockFunction/
http://demonstrations.wolfram.com/MinimizingTheRosenbrockFunction/
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dand ¢ € R” Yesi linedrni programovani tlohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(x)=c-x=cx1+ -+ cpXn
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Linearni programovani

Uloha linearniho programovani
Pro dand ¢ € R” Yesi linedrni programovani tlohu optimalizovat
(tj. maximalizovat nebo minimalizovat) linedrni dcelovou funkci

f(X):C-X:C1X1+'--—{—Can
za danych (linedrnich) omezeni

al-XSbl

ak'XSbk

aky1 X = by

ag~X:bg
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Linearni programovani

Lze ukazat, Ze kazdou (rozumnou) tlohu linedrniho programovani
Ize pF¥evést na tzv. kanonicky tvar

maximalizovat  f(x) =c-x
za podminek

a1 -x < by

ak'XSbkv

kde x = (x1,...,%p), x1 > 0,...,x, > 0.
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Linearni programovani

Lze ukazat, Ze kazdou (rozumnou) tlohu linedrniho programovani
Ize pF¥evést na tzv. kanonicky tvar

maximalizovat  f(x) =c-x
za podminek

a1 -x < by

ak - x < by,

kde x = (x1,...,%p), x1 > 0,...,x, > 0.
Pfevody:
@ minimalizace ¢ - x — maximalizace (—c) - x
@ nerovnice <> rovnice (doplitkovd promé&nnd, resp. nahrazeni
rovnice dvojici nerovnic)
@ redlnd promé&nnd x — nezdporné proménné (substituce
x=xT—x", x">0,x" >0).
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Grafické feSeni ulohy linedrniho programovani

Uloha linedrniho programovani ma pro 2 proménné graficky
ndzorny zplsob YeSeni, vychazejici z obdobného pf¥istupu jako
v pfipadé vazanych extrémi.
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Grafické feSeni ulohy linedrniho programovani

Uloha linedrniho programovani ma pro 2 proménné graficky
ndzorny zplsob YeSeni, vychazejici z obdobného pf¥istupu jako
v pfipadé vazanych extrémi.

V roviné si zndzornime mnoZinu, vyhovujici véem omezujicim
podminkdm a pomoci vrstevnic G¢elové funkce najdeme bod(y)
této mnoZiny, kde nabyva (elova funkce extrémi.
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Grafické feSeni ulohy linedrniho programovani

Uloha linedrniho programovani ma pro 2 proménné graficky
ndzorny zplsob YeSeni, vychazejici z obdobného pf¥istupu jako

v pfipadé vazanych extrémi.

V roviné si zndzornime mnoZinu, vyhovujici véem omezujicim
podminkdm a pomoci vrstevnic G¢elové funkce najdeme bod(y)
této mnoZiny, kde nabyva (elova funkce extrémi.

P¥iklad
Maximalizujte hodnotu x + y za podminek

4x —y <8

2x+y <10

5x —2y > -2
x,y >0




Linedrni programovani

Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).
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Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spodiva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecné&ni polyedru, tj. mnohost&nu, na vice dimenzi), ktery je
tvofen body vyhovujicimi podminkam. V dalSich krocich postupuje
po hranach do vrcholi s vyssi hodnotou téelové funkce.



Linedrni programovani

Simplexova metoda

Standardni dlohu ¥e$i klasickd Simplexovd metoda (George
Dantzig, 1947).

Uvodni faze spodiva v nalezeni néjakého vrcholu na polytopu
(zobecné&ni polyedru, tj. mnohost&nu, na vice dimenzi), ktery je
tvofen body vyhovujicimi podminkam. V dalSich krocich postupuje
po hranach do vrcholi s vyssi hodnotou téelové funkce.

Sice je ukazan pt¥iklad podminek, kdy simplexovd metoda projde
nesikovné viech 2" vrcholi (jde o p¥iklad zborcené n-rozmé&rné
krychle), a tedy metoda je v nejhorsim pfipad& exponenciélni, ale
v praxi je obvykle pozoruhodng tisp&snd (kolem roku 2000 bylo
dokazano, ze otekavany &as béhu na ndhodném vstupu je
polynomialnf).



Priklad

Maximalizujte f = 2x — 3y + 4z za podminek

4x -3y +z<3
x+y+z<10
2x+y—z<10
x>0,y >0,z>0.

Regeni

PYevedeme dlohu z kanonického do standardniho tvaru — k tomu
stali zavést doplitkové proménné u, v, w. Maximalizujeme

4x — 3y +z+u =
x+y +z +v =10
2x+y =Z + w =10

—2x + 3y —4z +f=0




Linedrni programovani

Redeni (pokratovan)

Ulohu prepiseme do tzv. simplexové tabulky.

X 'y 'z u v w
ul 4 -3 110 0|3
vi 1 1 101 0|10
w| 2 1 -100 1|10
fl-2 3 -4 00 0|0

V poslednim ¥adku odpovidajicim Gcelové funkci najdeme
nékterou zapornou hodnotu (heuristika: nejvétsi v abs.
hodnotg&), coz odpovida tomu, Ze se snaZime postupovat po hrang&
ve sméru proménné odpovidajici p¥islusnému sloupci. Krajni vrchol
této hrany najdeme tak, Ze najdeme minimum z podilt 3/1,10/1
absolutnich &lent a kladnych koeficientli u proménné, v jejimz
sméru se snazime postupovat. Zde pijde o sloupec proménné z a
eliminovat budeme pomoci 1. ¥adku (" pivot”je 1) — ¥adek
ozna&ime stejné& jako doty&ny sloupec (proménnd prejde do baze).




Linedrni programovani

Regeni (pokratovani)

X y z U v w
z| 4 -3 1 1 0 0| 3
vi-3 4 0 -1 1 0| 7
w 6 -2 0 1 0 1|13

fl14 -9 0 4 0 0]12

Nyni mame jediny zdporny prvek v poslednim ¥adku (sloupec y) a
v ném jediny kladny prvek, proto pivotujeme podle 4 ve 2. Fadku.




Linedrni programovani

Regeni (dokongeni)

X y z u v w

z[ £ 01 2 3 0|3
y|-3 1011 0| %
wji 300 1 3 1|2
flE 00 7 7 L[

Nyni jiz mame vSechny prvky v poslednim ¥adku kladné, dosahli

Jjsme tedy maxima
_ 111

4
pro z = %, y = % aw= % Plvodni prom&nna x je nyni

nebazickd (x neni uvedeno jako oznaleni Zadného ¥adku nebo
ekvivalentn&: sloupec x nenfi eliminovany), coZ odpovida x = 0.

f




Integralni polet vice promé&nnych

Plan prednéasky

@ Integrélni potet vice proménnych
@ Integraly zavislé na parametru
@ Integrace funkci vice promé&nnych
@ Nasobné integraly



Integralni polet vice promé&nnych
®000

P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Motivace: vypolet plochy mezi grafem funkce f(x) a osou x na
uzavreném intervalu.

Funkce f : R — R jedné proménné ohrani¢end na uzavfeném
intervalu [a, b]).

flx)




[o] lele}
Zvolime d&leni D = {x; = a, ..., x, = b} intervalu [a, b] a hledany

integral (tj. plochu pod grafem) aproximujeme sou¢tem

b n—1
/ Fx)dx = 3 F(E) (11 — ),
a i=1

kde & € [xi, xi+1] je libovolny. (Soutet ploch obdélniki pod
k¥ivkou).



Integralni polet vice promé&nnych
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Zvolime d&leni D = {x; = a, ..., x, = b} intervalu [a, b] a hledany
integral (tj. plochu pod grafem) aproximujeme sou¢tem

b n—1
/ Fx)dx = 3 F(E) (11 — ),
a i=1

kde & € [xi, xi+1] je libovolny. (Soutet ploch obdélniki pod
k¥ivkou).

Je-li norma déleni’ (tj. maximum z délek intervald [x;, xj+1]) mala,
pak vy¥e uvedend suma je velmi blizko zmin&né plo%e (presngji
pomoci nulové posloupnosti d&leni a limit).
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: MnoZina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvoFi vektorovy prostor a integral je na ném linedrni
formou.
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: MnoZina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvoFi vektorovy prostor a integral je na ném linedrni
formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: MnoZina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvoFi vektorovy prostor a integral je na ném linedrni
formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
o délka k¥ivky zadané parametricky ff Vo' (t)? + ! (t)3dt,

@ objem rota&niho t&lesa Trfab 2(x)dx,



Integralni polet vice promé&nnych
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: MnoZina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvoFi vektorovy prostor a integral je na ném linedrni
formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
o délka k¥ivky zadané parametricky ff Vo' (t)? + ! (t)3dt,

@ objem rota&niho t&lesa Trfb 2(x)dx,

@ povrch pldst& rotagniho t&lesa 27rf f(x)\/1+ [f'(x)]?dx.



Integralni polet vice promé&nnych
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Integraly zavislé na parametru

JestliZe integrujeme podle jedné proménné x funkci n+1
proménnych f(x,y1,...,Yyn), potom vysledek bude funkci
F(y1,...,yn) ve zbyvajicich n promé&nnych.



Integralni polet vice promé&nnych

[eJele] ]

Integraly zavislé na parametru

JestliZe integrujeme podle jedné proménné x funkci n+1
proménnych f(x,y1,...,Yyn), potom vysledek bude funkci
F(y1,...,yn) ve zbyvajicich n promé&nnych.

Véta (O zdm&n& derivace a integralu)

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x,y1,...,yn) definovanou
pro x z kone&ného intervalu [«, B] a na n&jakém okoli bodu
a=|ai,...,an| € E, uvaZujme integral

B
F(yi,..-,¥n) _/ (X, 1, -, ¥Yn)dx.
(0%
Potom plati pro vSechny indexy j =1,...,n

OF b of
—(a) = —(x,a1,...,an)dx.
By ) aayj( 1 )




Integralni polet vice promé&nnych
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Integrace funkci vice proménnych

Obdobné jako v pFipad& jedné proménné miZeme potfebu zavedeni
integralu vice promé&nnych motivovat vypo¢tem objemu
trojrozmé&rného prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou
proménnych.

Misto vyb&ru malych intervall [x;, x;+1] délicich cely interval, p¥es
ktery integrujeme, a ptiblizenim p¥islusné ¢3sti objemu ploskou
obdélniku s vySkou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

f(&)(xit1 — xi)
budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélni¢kem v roving.
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Integrace funkci vice proménnych

Obdobné jako v pFipad& jedné proménné miZeme potfebu zavedeni
integralu vice promé&nnych motivovat vypo¢tem objemu
trojrozmé&rného prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou
proménnych.

Misto vyb&ru malych intervall [x;, x;+1] délicich cely interval, p¥es
ktery integrujeme, a ptiblizenim p¥islusné ¢3sti objemu ploskou
obdélniku s vySkou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

F(&)(Xiv1 — xi)
budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdélni¢kem v roving.
Co jsou obory integrace?
Nejjednodussim pFistupem je uvaZovat pouze obory integrace S,
které jsou dany jako soudiny intervali, tj. jsou zadany rozsahem
x €la,blay € [c,d].
Hovofime v této souvislosti o vicerozmérném-intervalu.



Integralni polet vice promé&nnych
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnoZina v R?, pracujeme misto ni

s dostatené velikou oblasti [a, b] x [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, Ze f(x,y) = 0 pro vdechny body mimo S.

Definice Riemannova integralu vé&rné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.
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Pokud je S jina ohrani¢ena mnoZina v R?, pracujeme misto ni

s dostatené velikou oblasti [a, b] x [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, Ze f(x,y) = 0 pro vdechny body mimo S.

Definice Riemannova integralu vé&rné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.

Integral existuje, jestlize pro kaZdou volbu posloupnosti déleni =
(nyni ve viech prom&nnych zdrovefi) a reprezentantl jednotlivych
krychli¢ek

fi,...,j S [X,',X,'+1] X ... X [zj7zj+1] C Rn,

s maximalni velikosti mezi v8emi pouzitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soutty

Z F(&i...)(Xiv1 = Xi) - (zi41 — Z)-
konvergovat k jedne hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dx...dz
S



Integralni polet vice promé&nnych
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Pro vSechny spojité funkce f Ize opét dokazat existenci
Riemannova integralu a tento vysledek |ze snadno rozsi¥it pro

»dostate¢né& spojité" funkce na ,dostate¢né rozumnych" oborech
integrace.



Integralni polet vice promé&nnych
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Pro vSechny spojité funkce f Ize opét dokazat existenci
Riemannova integralu a tento vysledek |ze snadno rozsi¥it pro

»dostate¢né& spojité" funkce na ,dostate¢né rozumnych" oborech
integrace.

Omezenou mnozinu S C E,, oznalujeme za Riemannovsky
méFitelnou, jestlize je jeji charakteristicka funkce, definovana
X(x) =1 pro x € S a x(x) = 0 jinak, Riemannovsky
integrovatelna.




Integralni polet vice promé&nnych
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integraldl skutetn& vypotist (kromé& vyuziti vypoletni
techniky, kdy je p¥imé pouZiti definice na mist&), okamzit& ale vede
k zakladnim vlastnostem Riemannova integrélu (srovnejte

s vlastnostmi integrdlu v jedné promé&nné):



Integralni polet vice promé&nnych
00000

Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integraldl skutetn& vypotist (kromé& vyuziti vypoletni
techniky, kdy je p¥imé pouZiti definice na mist&), okamzit& ale vede
k zakladnim vlastnostem Riemannova integrélu (srovnejte

s vlastnostmi integrdlu v jedné promé&nné):

Véta

MnoZina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C E, je vektorovym prostorem a Riemanniyv integral je
na ném linedrni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni
kone¢n& mnoha Riemannovsky méFitelnych obori S;, je integral
funkce f pFes S dan souctem integrali pres obory S;.




Integralni polet vice promé&nnych
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Priklad

Vypoctéte dvojny integral

/ xy dxdy
[0,1]x[0,1]

jako limitu integralniho souétu.




Integralni polet vice promé&nnych
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P¥iklad
Vypoctéte dvojny integral

/ xy dxdy
[0,1]x[0,1]

jako limitu integralniho souétu.

Za nulovou posloupnost d&leni uvaZime posloupnost (D,)% ;, kde
n-té déleni dostaneme pomoci pfimek x = i/n,y = j/n pro
i,j=1,2,...,n—1, pfitcemz hodnoty §; ; budeme vybirat

z pravych hornich rohl délicich ¢tvereckd.




Integralni polet vice promé&nnych
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Regeni (dokon&eni)
Pak

xy dxdy = lim —— =
/[0,1]><[0,1] 1700 Z n n nn




Integralni polet vice promé&nnych
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoZiny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkeni zavislosti sou¥adnic
hrani¢nich bodi tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dv&ma funkcemi rozsah dal3i soutadnice y € [p(x), ¥ (x)], poté
rozsah dal3i sou¥adnice z € [n(x,y), ((x, y)] atd. (Zejména tedy

i p¥ipady, kdy jsou funkce ¢, 1, n, ¢ konstantni.)
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Nasobné integraly

Riemannovsky integrovatelné mnoZiny zejména zahrnuji pfipady,
kdy Ize S definovat pomoci spojité funkeni zavislosti sou¥adnic
hrani¢nich bodi tak, Ze pro danou prvni soufadnici x umime zadat
dv&ma funkcemi rozsah dal3i soutadnice y € [p(x),¥(x)], poté
rozsah dal3i sou¥adnice z € [n(x,y), ((x, y)] atd. (Zejména tedy

i p¥ipady, kdy jsou funkce ¢, 1, n, ¢ konstantni.)

V pFipad& mnoZiny S zadané jako vyse a Riemannovsky
integrovatelné funkce f na S je Riemanniv integral vyé&islen formuli

/f(xaya---,z)dX...dZ:
S

b Y(x) C(xoyse)
/ / f(x,y,...,z)dz | ...dy | dx
a e(x) n(xy,---)

v




Integralni polet vice promé&nnych
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P¥imym disledkem pro konstatni funkce je:

Véta
Pro vicerozmérny interval S = [a1, b1] X [a2, b2] X ... X [an, by] @
spojitou funkci f(xi,...,xn) na S je ndsobny integral

/f(xl,...,x,,)dxl...dx,, =
S

:/f </:2...</anbnf(x1,...,x,,)dx1>...)dx,,

nezavisly na poradi, ve kterém postupné integraci provadime.
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P¥iklad (nezdvislé meze integrace)

Vypoctéte dvojny integral

/:/ 3(x — 1)? + (y — 2)® + 2 dxdy.
[0,1]x[0,3]
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P¥iklad (nezdvislé meze integrace)

Vypoctéte dvojny integral

/:/ 3(x — 1)? + (y — 2)® + 2 dxdy.
[0,1]x[0,3]

Reseni

S vyuZitim pfedchozi véty dostavame

I:/03(/013(x—1)2+(y—2)2+2dx) dy =

3
:/0 [(x—1)3—|—x(y—2)2+2x])1<:0 dy

3
1
=/ (y =2 +3dy =[5y —2° + 3§ = 12
0

Stejny vysledek dostaneme i pFi integraci v opa¢ném poradi.
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P¥iklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
| = / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E ohraniena grafy funkci y = x a

y = x2.
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P¥iklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
| = / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E ohraniena grafy funkci y = x a

y = x2.

Reseni

Snadno je vid&t, Ze grafy se protinaji v bodech [0,0] a [1,1],
pfitemz pro x € [0,1] je x*> < x.
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P¥iklad (zavislé meze integrace)

Vypoctéte integral
| = / xy? dxdy,
S

kde S je plocha v 1. kvadrantu E ohraniena grafy funkci y = x a

y = x2.

Reseni

Snadno je vid&t, Ze grafy se protinaji v bodech [0,0] a [1,1],
pfitemz pro x € [0,1] je x?> < x. Proto je

1 X 1 1 N
/:/0 (/X2 xyzdy> dng/0 [Xy3]y:X2 dx =

1 5 811
—1/(X4—X7)dX—1 X :i.
3Jo 3|5 81, 40
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