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2 (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy
Morfismy
Podgrafy
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použit́ı diferenciálu – aproximace, tečná nadrovina

využit́ı Taylorovy věty a Hessiánu pro aproximaci

Jacobián zobrazeńı a jeho inverze (včetně d̊ukazu
existence)

určováńı lokálńıch a globálńıch extrémů včetně slovńıch
úloh na ně vedoućıch

integrály funkćı dvou proměnných, transformace
(zejména do polárńıch soǔradnic), aplikace integrálńıho
počtu (hmotnost, těžǐstě), numerické integrováńı

interpolace, aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
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určováńı limit, resp. důkaz neexistence, spojitost
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interpolace, aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
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určováńı limit, resp. důkaz neexistence, spojitost
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(zejména do polárńıch soǔradnic), aplikace integrálńıho
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Jacobián zobrazeńı a jeho inverze (včetně d̊ukazu
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Př́ıklad

Na več́ırku se něktěŕı návštěvńıci po dvojićıch znaj́ı a jiné dvojice se
naopak neznaj́ı. Kolik lid́ı muśıme pozvat, abychom zaručili, že se
alespoň ťri hosté budou bud’ navzájem znát nebo neznát?

Představ́ıme situaci pomoćı obrázku. Punt́ıky nám p̌redstav́ı
jednotlivé hosty, plnou čarou spoj́ıme ty dvojice, které se znaj́ı,
čárkovanou ty ostatńı. Naše tvrzeńı pak zńı: p̌ri jakém počtu
punt́ık̊u vždy najdeme trojúhelńık, jehož strany jsou bud’ všechny
plné nebo všechny čárkované?
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Na levém obrázku takový trojúhelńık neńı, uprosťred je. Pravý
naznačuje důkaz, že existuje vždy, když počet host̊u bude alespoň
šest.
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Na levém obrázku takový trojúhelńık neńı, uprosťred je. Pravý
naznačuje důkaz, že existuje vždy, když počet host̊u bude alespoň
šest.



Základńı pojmy teorie graf̊u (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech

Př́ıklad

Na več́ırku se něktěŕı návštěvńıci po dvojićıch znaj́ı a jiné dvojice se
naopak neznaj́ı. Kolik lid́ı muśıme pozvat, abychom zaručili, že se
alespoň ťri hosté budou bud’ navzájem znát nebo neznát?

Představ́ıme situaci pomoćı obrázku. Punt́ıky nám p̌redstav́ı
jednotlivé hosty, plnou čarou spoj́ıme ty dvojice, které se znaj́ı,
čárkovanou ty ostatńı. Naše tvrzeńı pak zńı: p̌ri jakém počtu
punt́ık̊u vždy najdeme trojúhelńık, jehož strany jsou bud’ všechny
plné nebo všechny čárkované?
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Na levém obrázku takový trojúhelńık neńı, uprosťred je. Pravý
naznačuje důkaz, že existuje vždy, když počet host̊u bude alespoň
šest.
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naopak neznaj́ı. Kolik lid́ı muśıme pozvat, abychom zaručili, že se
alespoň ťri hosté budou bud’ navzájem znát nebo neznát?

Představ́ıme situaci pomoćı obrázku. Punt́ıky nám p̌redstav́ı
jednotlivé hosty, plnou čarou spoj́ıme ty dvojice, které se znaj́ı,
čárkovanou ty ostatńı. Naše tvrzeńı pak zńı: p̌ri jakém počtu
punt́ık̊u vždy najdeme trojúhelńık, jehož strany jsou bud’ všechny
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Na levém obrázku takový trojúhelńık neńı, uprosťred je. Pravý
naznačuje důkaz, že existuje vždy, když počet host̊u bude alespoň
šest.
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Představme si krabičku, která pož́ırá jeden bit za druhým podle
toho, jestli dvěrmi zrovna prošel muž nebo žena – jednička necht’

označuje ťreba ženu. Přitom sv́ıt́ı bud’ moďre nebo červeně podle
toho, zda byl posledńı bit nula nebo jednička (a bodle barvy světla
tedy poznáme, zda je za dvěrmi muž nebo žena.
Znázorńıme funkci schématem:

0

S

BLUE

RED

0

1 1

1 0

Třet́ı uzel, ze kterého pouze vycháźı dvě šipky naznačuje start p̌red
prvńım zaslaným bitem.
Takovým schémat̊um se ř́ıká konečný automat.
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Různé úvodńı úlohy

Bludǐstě – transformaćı do řeči graf̊u p̌revedeme na relativně
snadnou úlohu

Převozńık, vlk, koza a zeĺı

a daľśı (i reálněǰśı) aplikace ...
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Zachyt́ıme společné rysy p̌redchoźıch p̌ŕıkladů.

Definice

Grafem G = (V ,E ) rozuḿıme množinu V jeho vrchol̊u (někdy
též uzl̊u) spolu s podmnožinou E množiny

(V
2

)
všech

dvouprvkových podmnožin ve V . Prvk̊um E ř́ıkáme hrany grafu.
Vrchol̊um ve hraně e = {v ,w}, v 6= w , ř́ıkáme hraničńı vrcholy
hrany e. O hranách, které maj́ı daný vrchol v za hraničńı ř́ıkáme,
že z vrcholu v vycházej́ı (někdy o takových hranách a vrcholech
ř́ıkáme, že jsou vzájemně incidentńı).

Orientovaným grafem G = (V ,E ) rozuḿıme množinu V jeho
vrchol̊u spolu s podmnožinou E ⊆ V × V . Prvńımu z vrchol̊u
definuj́ıćıch hranu e = (v ,w) ř́ıkáme počátečńı vrchol hrany,
druhému pak koncový vrchol. Multigraf pak může ḿıt mezi
dvěma vrcholy v́ıce hran (p̌ŕıp. i orientovaných).
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Definice (. . . pokračováńı)

Hrana e vycháźı ze svého počátečńıho vrcholu a vcháźı do
koncového. U orientovaných hran mohou být koncový a počátečńı
vrchol totožný, hovǒŕıme pak o smyčce.
Sousedńı hrany grafu jsou ty, které sd́ıĺı hraničńı vrchol,
u sousedńıch hran orientovaného grafu muśı být vrchol pro
jednu koncový a pro druhou počátečńı.
Naopak, sousedńı vrcholy jsou ty, které jsou hraničńımi pro tutéž
hranu.

Jistě uḿıme grafy popisovat pomoćı relaćı, viz prvńı kapitola
prvńıho semestru. Jednoduchým věcem se dá ř́ıkat i složitě:
Nap̌r. v prvńım p̌ŕıkladu pracujeme na množině host̊u se dvěma
komplementárńımi symetrickými a antireflexńımi relacemi.
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Grafy – p̌ŕıklad kompromisu mezi p̌rirozeným sklonem
k

”
p̌remýšleńı v obrázćıch“ a p̌resným matematickým

vyjaďrováńım.

Časté použit́ı – dodatečné informace o vrcholech nebo hranách
(obarveńı vrchol̊u, p̌ŕıp. map, ohodnoceńı hran či vrchol̊u apod.)

Náš prvńı p̌ŕıklad můžeme tedy chápat jako graf s obarvenými
hranami. Dokázané tvrzeńı v této řeči zńı:
V grafu Kn = (V ,

(V
2

)
) s n vrcholy a se všemi možnými hranami

obarvenými dvěma barvami, je vždy alespoň jeden trojúhelńık
z hran o stejné barvě, pokud (⇐⇒ ) je počet vrchol̊u alespoň šest.
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p̌remýšleńı v obrázćıch“ a p̌resným matematickým
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Grafu se všemi možnými hranami (tj. E =
(V

2

)
) ř́ıkáme úplný graf.

Znač́ıme symbolem Kn, kde n je počet vrchol̊u grafu. Graf K4 a K5

jsme již viděli, K3 je trojúhelńık, K2 je úsečka.

Cesta je graf, v němž existuje uspǒrádáńı vrchol̊u (v0, . . . , vn)
takové, že E = {e1, . . . , en}, kde ei = {vi−1, vi}, pro všechny
i = 1, . . . , n. Hovǒŕıme o cestě délky n a znač́ıme ji Pn. Pokud
cestu uprav́ıme tak, že posledńı a prvńı vrchol splývaj́ı, dostaneme
kružnici délky n a znač́ıme CN . Na obrázku jsou K3 = C3, C5 a P5
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Úplný bipartitńı graf vznikne tak, že vrcholy rozděĺıme do dvou
skupin (tj. obarv́ıme dvěma barvami) a pak p̌ridáme všechny hrany,
které spoj́ı vrcholy z r̊uzných skupin. Znač́ıme jej Km,n, kde m a n
jsou počty vrchol̊u v jednotlivých skupinách. Na obrázku je vidět
K1,3, K2,3 a K3,3.
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Pro V1 = {u1, . . . , um}, V2 = {v1, . . . , vn} je Km,n = (V ,E ), kde
V = V1 ∪ V2 a E = V1 × V2.
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Hyperkostka Hn v dimenzi n vznikne tak, že vrcholy jsou všechna
č́ısla 0, . . . , 2n − 1. Hrany spoj́ı právě ta č́ısla, která se v zápisu
v dvojkové soustavě lǐśı v právě jednom bitu. Na obrázku ńıže je H4

a popis vrchol̊u je naznačen.
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Př́ımo z definice vyplývá, že hyperkostku v dané dimenzi vždy
dostaneme tak, že vhodně spoj́ıme hranami dvě hyperkostky
o jednu dimenzi menš́ı. Na obrázku je naznačeno spojeńı dvou H3

čárkovanými hranami. Samožrejmě ale můžeme t́ımto způsobem
rozložit H4 mnoha r̊uznými způsoby.



Základńı pojmy teorie graf̊u (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech

Hyperkostka Hn v dimenzi n vznikne tak, že vrcholy jsou všechna
č́ısla 0, . . . , 2n − 1. Hrany spoj́ı právě ta č́ısla, která se v zápisu
v dvojkové soustavě lǐśı v právě jednom bitu. Na obrázku ńıže je H4

a popis vrchol̊u je naznačen.
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Př́ımo z definice vyplývá, že hyperkostku v dané dimenzi vždy
dostaneme tak, že vhodně spoj́ıme hranami dvě hyperkostky
o jednu dimenzi menš́ı. Na obrázku je naznačeno spojeńı dvou H3

čárkovanými hranami. Samožrejmě ale můžeme t́ımto způsobem
rozložit H4 mnoha r̊uznými způsoby.
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Cyklický žeb̌ŕık CLn s 2n vrcholy je složen propojeńım dvou kopíı
kružnice Cn tak, že hrany spoj́ı odpov́ıdaj́ıćı vrcholy dle pǒrad́ı.
Tzv. Petersen̊uv graf je sice docela podobný CL5, ale ve
skutečnosti je to nejjednoduš́ı

”
vyvraceč nesprávných úvah“ – graf,

na němž se vyplat́ı testovat tvrzeńı, než je začneme dokazovat.
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Grafové algoritmy

4 Prohledáváńı v grafech
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Definice

Pro grafy G = (V ,E ) a G ′ = (V ′,E ′) budeme za
(homo)morfismus f : G → G ′ považovat zobrazeńı fV : V → V ′

mezi množinami vrchol̊u takové, že je-li e = {v ,w} hrana v E , pak
e ′ = {f (v), f (w)} muśı být hranou v E ′. V daľśım textu nebudeme
ve značeńı odlǐsovat morfismus f a zobrazeńı fV . Zároveň pak
takové zobrazeńı fV určuje i zobrazeńı fE : E → E ′, f (e) = e ′, kde
e a e ′ jsou jako výše.
Pro orientované grafy je definice shodná, jen pracujeme
s uspǒrádanými dvojicemi e = (v ,w) v roli hran.

Všimněme si, že tato definice znamená, že pokud f (v) = f (w) pro
dva r̊uzné vrcholy ve V , pak mezi nimi nesměla být hrana.
U orientovaných graf̊u je taková hrana p̌ŕıpustná, pokud je na
společném obrazu smyčka.
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Speciálńım p̌ŕıpadem je morfismus libovolného grafu G do úplného
grafu Km. Takový morfismus je ekvivalentńı vybranému obarveńı
vrchol̊u grafu V pomoćı m r̊uzných jmen vrchol̊u Km tak, že stejně
obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou. Hovǒŕıme v tomto
p̌ŕıpadě o barveńı grafu pomoćı m barev.

Př́ıklad

Určete počet morfismů grafu P2 do K5.
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Definice

V p̌ŕıpadě, že je morfismus f : G → G ′ bijekćı na vrcholech
takovou, že i f −1 je morfismem, hovǒŕıme o izomorfismu graf̊u.

Izomorfńı grafy se lǐśı pouze r̊uzným pojmenováńım vrchol̊u.

Snadno uḿıme načrtnout až na izomorfismus všechny grafy na
málo vrcholech (ťreba ťrech nebo čty̌rech). Obecně jde ale
o nesḿırně složitý kombinatorický problém a i rozhodnut́ı
o konkrétńıch dvou daných grafech, zda jsou izomorfńı, je obecně
mimǒrádně obt́ıžné.
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Jednoduchými a mimǒrádně užitečnými p̌ŕıklady morfismů graf̊u
jsou pojmy cesta, sled a kružnice v grafu:

Definice

Sled délky n v grafu G je jakýkoliv morfismus s : Pn → G (tj.
v obrazu se mohou opakovat vrcholy i hrany). Tah je speciálńı
p̌ŕıpad sledu, v němž se mohou opakovat vrcholy, ale nikoliv hrany.
Cestou délky n v grafu G pak rozuḿıme morfismus p : Pn → G
takový, že p je injektivńı zobrazeńı (tj. všechny obrazy vrchol̊u
v0, . . . , vn z Pn jsou r̊uzné). Kružnićı v grafu G rozuḿıme izomorfńı
obraz nějaké kružnice CN .

Sled si můžeme p̌redstavit jako dráhu
”
p̌ričinlivého, ale tápaj́ıćıho“

poutńıka z uzlu f (v0) do uzlu f (vn). Poutńık totiž zdárně dojde,
ale klidně se po cestě grafem vraćı do uzl̊u nebo i dokonce po
hranách, kterými ďŕıve šel. Táhnoućı poutńık je již o něco
mouďreǰśı. Cesta je naopak pr̊uchod grafem z počátečńıho uzlu
f (v0) do koncového f (vn) bez takových zbytečných oklik.
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Sled délky n v grafu G je jakýkoliv morfismus s : Pn → G (tj.
v obrazu se mohou opakovat vrcholy i hrany). Tah je speciálńı
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Obrazy cest i sledů jsou p̌ŕıkladem tzv. podgraf̊u:

Definice

Graf G ′ = (V ′,E ′) je podgrafem v grafu G = (V ,E ), jestliže
V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E .

Speciálńı p̌ŕıklady: Uvažujme graf G = (V ,E ) a nějakou
podmnožinu V ′ ⊆ V . Indukovaný podgraf je graf G ′ = (V ′,E ′),
kde e ∈ E paťŕı i do E ′ právě, když oba krajńı vrcholy hrany e
paťŕı do V ′ (E ′ = E ∩

(V ′

2

)
). Faktor G ′ = (V ,E ′) je takový graf,

který má stejnou množinu vrchol̊u jako G , ale jeho množina hran
E ′ je libovolnou podmnožinou. Obecný p̌ŕıpad je kombinaćı těchto
dvou. Klika(clique) je takový podgraf grafu G , který je izomorfńı
nějakému úplnému grafu.
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Věta

Každý obraz homomorfismu (tj. obraz jak vrchol̊u, tak hran) tvǒŕı
podgraf.

Neizomorfńıch graf̊u nemůže být méně než

k(n) =
2(n2)

n!
.

Pro n→∞ lze p̌ŕımo odvodit

log2 k(n) =
1

2
n2 − O(n log2 n).

Můžeme to nep̌resně formulovat tak, že velká věťsina všech
možných graf̊u bude po dvou neizomorfńı.

Poznámka

Vlastńı konstrukce
”
mnoha“ neizomorfńıch graf̊u na n vrcholech

ale neńı triviálńı. Zkuste jich sestrojit alespoň v́ıce než n2!
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Poznámka (Graph isomorphism problem)

GI problém je poměrně zvláštńım p̌ŕıslušńıkem ťŕıdy NP-problémů
– neńı o něm známo ani, je-li NP-úplný, ani je-li polynomiálńı
složitosti. Naproti tomu, o Subgraph isomorphism problem je
známo, že je NP-úplný.
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Stupně uzl̊u a skóre grafu

Izomorfńı grafy se od sebe lǐśı pouze p̌rejmenováńım vrchol̊u. Proto
muśı ḿıt stejné všechny č́ıselné charakteristiky, které se
p̌reč́ıslováńım vrchol̊u neměńı. Jednoduché údaje tohoto typu
můžeme dostat sledováńım počt̊u hran vycházej́ıćıch z jednotlivých
vrchol̊u.

Definice

Pro vrchol v ∈ V v grafu G = (V ,E ) ř́ıkáme, že jeho stupeň je k,
jestliže v E existuje k hran, jejichž hraničńım vrcholem v je.
Ṕı̌seme v takovém p̌ŕıpadě deg v = k. Graf se nazývá k-regulárńı,
pokud maj́ı jeho všechny vrcholy týž stupeň k, spec. pak pro k = 3
mluv́ıme o kubickém grafu.
U orientovaných graf̊u rozlǐsujeme vstupńı stupeň deg+ v vrcholu
v a výstupńı stupeň deg− v .
Skóre grafu G s vrcholy V = (v1, . . . , vn) je posloupnost

(deg v1, deg v2, . . . , deg vn)
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v a výstupńı stupeň deg− v .
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Pro izomorfńı grafy se jejich skóre může lǐsit pouze permutaćı
hodnot. Pokud tedy porovnáme skóre graf̊u seťŕıděné podle
velikosti hodnot, pak r̊uzná skóre zaručuj́ı neizomorfnost grafu.

Naopak ale snadno najdeme p̌ŕıklad graf̊u se stejným skóre, které
izomorfńı být nemohou, nap̌r. G = C3 ∪ C3 má skóre
(2, 2, 2, 2, 2, 2), stejně jako C6. Zjevně ale izomorfńı nejsou, protože
v C6 existuje cesta délky 5, která v druhém grafu být nemůže.

Jaká skóre mohou grafy ḿıt?
Protože každá hrana vycháźı ze dvou vrchol̊u, muśı být v celkovém
součtu skóre započtena každá hrana dvakrát. Proto plat́ı∑

v∈V
deg v = 2|E |.

Zejména tedy muśı být součet všech hodnot skóre sudý.
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Pro izomorfńı grafy se jejich skóre může lǐsit pouze permutaćı
hodnot. Pokud tedy porovnáme skóre graf̊u seťŕıděné podle
velikosti hodnot, pak r̊uzná skóre zaručuj́ı neizomorfnost grafu.
Naopak ale snadno najdeme p̌ŕıklad graf̊u se stejným skóre, které
izomorfńı být nemohou, nap̌r. G = C3 ∪ C3 má skóre
(2, 2, 2, 2, 2, 2), stejně jako C6. Zjevně ale izomorfńı nejsou, protože
v C6 existuje cesta délky 5, která v druhém grafu být nemůže.

Jaká skóre mohou grafy ḿıt?

Protože každá hrana vycháźı ze dvou vrchol̊u, muśı být v celkovém
součtu skóre započtena každá hrana dvakrát. Proto plat́ı∑

v∈V
deg v = 2|E |.

Zejména tedy muśı být součet všech hodnot skóre sudý.
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Následuj́ıćı věta je vlastně o návod, jak pro dané skóre bud’ zjistit,
že graf s takovým neexistuje nebo takový graf sestrojit.

Věta (Havel, Hakimi – Algoritmus na sestrojeńı grafu s daným
skóre)

Pro libovolná p̌rirozená č́ısla 0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn existuje graf G na
n vrcholech s těmito hodnotami skóre tehdy a jen tehdy, když
existuje graf se skóre

(d1, d2, . . . , dn−dn − 1, dn−dn+1 − 1, . . . , dn−1 − 1)

na n − 1 vrcholech.

Př́ıklad

Existuje graf, jehož skóre je (2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5)? Pokud ano,
sestrojte jej.
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Důkaz.

”⇐” žrejmé.

”⇒” idea: ukáže se, že p̌ri pevně zadaném (vzestupném) skóre
(d1, , . . . , dn) existuje graf s t́ımto skóre, jehož vrchol vn je spojen
hranou právě s posledńımi dn vrcholy vn−dn , . . . , vn−1.
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Plán p̌rednášky

1 Základńı pojmy teorie graf̊u
Dva p̌ŕıklady
Základńı definice
Galerie základńıch typů graf̊u

2 (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy
Morfismy
Podgrafy
Stupně uzl̊u a skóre grafu

3 Algoritmy a reprezentace graf̊u
Grafové algoritmy

4 Prohledáváńı v grafech
Prohledáváńı do š́ı̌rky a do hloubky
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Grafy jsou jazykem, ve kterém často formulujeme algoritmy.

Rozuḿıme t́ım postup, kdy v nějakém orientovaném grafu
p̌recháźıme z uzlu do uzlu podél hran a p̌ritom zpracováváme
informace, které jsou určeny a ovlivněny:

výsledkem p̌redchoźıch operaćı,

uzlem, ve kterém se zrovna nacháźıme

a hranou, kterou jsme do uzlu vstoupili.

Při zpracováńı informace se zároveň rozhodujeme, kterými
výstupńımi hranami budeme pokračovat a v jakém pǒrad́ı.
Pokud je graf neorientovaný, můžeme všechny hrany považovat za
dvojice hran orientované opačnými směry.
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Grafy jsou jazykem, ve kterém často formulujeme algoritmy.
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výsledkem p̌redchoźıch operaćı,
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Pokud je graf neorientovaný, můžeme všechny hrany považovat za
dvojice hran orientované opačnými směry.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoćı poč́ıtače, je ťreba
umět uvažovaný graf efektivně zadat. Uvedeme dva p̌ŕıklady:

Definice (Hranový seznam/Edge List)

Graf G = (V ,E ) si v něm reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, že každý vrchol ukazuje na všechny z něj
vycházej́ıćı hrany (p̌ŕıpadně také na všechny do něj vcházej́ıćı
hrany u orientovaných graf̊u) a každá hrana ukazuje na sv̊uj
počátečńı a koncový vrchol.

Je vidět, že pamět poťrebná na uchováńı grafu je v tomto p̌ŕıpadě
O(|V |+ |E |), protože na každou hranu ukazujeme právě dvakrát a
na každý vrchol ukazujeme tolikrát, kolik je jeho stupeň a součet
stupňů je také roven dvojnásobku počtu hran. Až na konstantńı
násobek jde tedy stále o optimálńı způsob uchováváńı grafu
v paměti.
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Základńı pojmy teorie graf̊u (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech

Definice (Matice sousednosti grafu)

Uvažme (neorientovaný) graf G = (V ,E ), zvolme uspǒrádáńı jeho
vrchol̊u V = (v1, . . . , vn) a definujme matici AG = (aij) nad Z2 (tj.
zaplněnou jen nulami a jedničkami) takto:

aij =

{
1 jestliže je hrana eij = {vi , vj} v E

0 jestliže neńı hrana eij = {vi , vj} v E

Matici AG nazýváme matice sousednosti grafu G (obdobně v
p̌ŕıpadě orientovaných graf̊u či multigraf̊u).

Zadáńı grafu pomoćı matice sousednosti poťrebuje vždy O(n2)
ḿısta v paměti. Pokud je ale v grafu málo hran, dostáváme tzv.
ř́ıdkou matici se skoro všemi prvky nulovými. Takové lze naopak
reprezentovat pomoćı

”
hranových seznamů“ odpov́ıdaj́ıćıch graf̊u a

to i včetně obecných č́ıselných hodnot pro jednotlivé hrany.
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Základńı operace nad grafem

odebráńı hrany

p̌ridáńı hrany

p̌ridáńı vrcholu

odebráńı vrcholu

děleńı hrany nově p̌ridaným vrcholem

Jak se projev́ı tyto operace v našich reprezentaćıch?
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Jednoduchou aplikaćı maticového počtu je tvrzeńı:

Věta

Necht’ G = (V ,E ) je graf s uspǒrádanými vrcholy V = (v1, . . . , vn)

a matićı sousednosti AG . Označme Ak
G = (a

(k)
ij ) prvky k-té mocniny

matice AG . Pak a
(k)
ij je počet sled̊u délky k mezi vrcholy vi a vj .

Důkaz.

Indukćı.

Důsledek

Jsou-li G = (V ,E ) a AG jako v p̌redchoźı větě, pak lze všechny
dvojice vrchol̊u G spojit cestou právě tehdy, když má matice
(A + In)n−1 samé nenulové členy (zde In označuje jednotkovou
matici s n řádky a sloupci).
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Základńı definice
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Prohledáváńı v grafech

Algoritmy bývaj́ı založeny na postupném prohledáváńı všech
vrchol̊u v grafu. Zpravidla máme zadaný počátečńı vrchol nebo si
jej na začátku procesu zvoĺıme. V pr̊uběhu procesu pak v každém
okamžiku jsou vrcholy

již zpracované, tj. ty, kterými jsme již p̌ri běhu algoritmu prošli
a definitivně je zpracovali;

aktivńı, tj. ty vrcholy, které jsou detekovány a p̌ripraveny pro
zpracováńı;

sṕıćı, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.

Zároveň si udržujeme p̌rehled o již zpracovaných hranách.
V každém okamžiku muśı být množiny vrchol̊u a/nebo hran
v těchto skupinách disjunktńım rozděleńım množin vrchol̊u V a
množin E hran grafu G a některý z aktivńıch vrchol̊u je aktuálně
zpracováván.
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Základńı postup:

Na počátku máme jeden aktivńı vrchol a všechny ostańı
vrcholy jsou sṕıćı.

V prvńım kroku projdeme všechny hrany vycházej́ıćı
z aktivńıho vrcholu a jejich p̌ŕıslušným koncovým vrchol̊um,
které jsou sṕıćı, změńıme stav na aktivńı.

V daľśıch kroćıch vždy u zpracovávaného vrcholu prob́ıráme ty
z něho vycházej́ıćı hrany, které dosud nebyly probrány a jejich
koncové vrcholy p̌ridáváme mezi aktivńı. Tento postup
aplikujeme stejně u orientovaných i neorientovaných graf̊u, jen
se drobně měńı význam adjektiv koncový a počátečńı u
vrchol̊u.

V konkrétńıch úlohách se můžeme omezovat na některé z hran,
které vycháźı z aktuálńıho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neměńı.
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Základńı postup:
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Pro realizaci algoritmů je nutné se rozhodnout, v jakém pǒrad́ı
zpracováváme aktivńı vrcholy a v jakém pǒrad́ı zpracováváme
hrany z nich vycházej́ıćı. V zásadě p̌ŕıcháźı v úvahu dvě možnosti
zpracováváńı vrchol̊u:

1 vrcholy vyb́ıráme pro daľśı zpracováńı ve stejném pǒrad́ı, jak
se stávaly aktivńımi (fronta – FIFO)

2 daľśım vrcholem vybraným pro zpracováńı je posledńı
zaktivněný vrchol (zásobńık – LIFO).

V prvńım p̌ŕıpadě hovǒŕıme o prohledáváńı do š́ı̌rky, ve druhém
o prohledáváńı do hloubky.
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Na prvńı pohled je žrejmá role volby vhodných datových struktur
pro uchováváńı údaj̊u o grafu. Hranový seznam umožňuje proj́ıt
všechny hrany vycházej́ıćı z právě zpracovávaného vrcholu v čase
lineárně úměrném jejich počtu. Každou hranu p̌ritom diskutujeme
nejvýše dvakrát, protože má právě dva konce. Zjevně tedy plat́ı:

Věta

Celkový čas realizace vyhledáváńı do š́ı̌rky i do hloubky je
O((n + m) ∗ K ), kde n je počet vrchol̊u v grafu, m je počet hran v
grafu a K je čas poťrebný na zpracováńı jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.
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Věta
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Ilustrace prohledáváńı do š́ı̌rky:
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Zakroužkovaný vrchol je ten právě zpracovávaný, modré velké
punt́ıky jsou již zpracované uzly, čárkované červené hrany jsou již
zpracované a červené drobné uzly jsou ty aktivńı (poznaj́ı se také
podle toho, že do nich již vede některá zpracovaná hrana). Hrany
zpracováváme v pǒrad́ı orientace proti hodinovým ručkám, p̌ričemž
za

”
prvńı“ bereme směr

”
kolmo dol̊u“.
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”
kolmo dol̊u“.
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prvńı“ bereme směr
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Totéž postupem
”
do hloubky“. Všimněte si, že prvńı krok je stejný

jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
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Prohledáváńı ”do hloubky”odpov́ıdá interpretaci rekurze v běžných
imperativńıch jazyćıch (nap̌r. i v Maplu) – v těchto p̌ŕıpadech je
ale stavový graf potenciálně nekonečný a prohledáváńı do hloubky
tak samožrejmě nemuśı nalézt všechny vrcholy dostupné z daného
vrcholu po cestách konečné délky (narozd́ıl od prohledáváńı do
š́ı̌rky).
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ale stavový graf potenciálně nekonečný a prohledáváńı do hloubky
tak samožrejmě nemuśı nalézt všechny vrcholy dostupné z daného
vrcholu po cestách konečné délky (narozd́ıl od prohledáváńı do
š́ı̌rky).



Základńı pojmy teorie graf̊u (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech

Totéž postupem
”
do hloubky“. Všimněte si, že prvńı krok je stejný

jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
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Prohledáváńı bludǐstě

Pr̊uchod bludǐstěm (s ǩŕıdou) prosťrednictv́ım prohledáváńı do
hloubky v neorientovaném grafu – úkolem je naj́ıt východ nebo
dokázat, že neexistuje:

každou chodbu p̌ri prvńım pr̊uchodu označ́ıme čarou, p̌ri
návratu p̌ridáme druhou čáru

p̌ri východu z ḿıstnosti preferujeme neoznačenou chodbu

navšt́ıvenou ḿıstnost označ́ıme, pokud je již označená, tak se
ihned vrát́ıme stejnou chodbou zpět

z dosud nenavšt́ıvené ḿıstnosti postupujeme dále

jsou-li již všechny chodby vedoućı z ḿıstnosti použity, vraćıme
se zpět chodbou, která je označena jen jednou čarou

pokud z dané ḿıstnosti vedou pouze chodby, které jsou
označeny 2 čarami, hledáńı ukonč́ıme (nutně jde o výchoźı
ḿıstnost, východ neexistuje a můžeme s klidem umř́ıt).
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z dosud nenavšt́ıvené ḿıstnosti postupujeme dále
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p̌ri východu z ḿıstnosti preferujeme neoznačenou chodbu
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Základńı pojmy teorie graf̊u (Iso)Morfismy graf̊u a podgrafy Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech
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hloubky v neorientovaném grafu – úkolem je naj́ıt východ nebo
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z dosud nenavšt́ıvené ḿıstnosti postupujeme dále
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