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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Eulerovské grafy — opakovani

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vSechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.
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Eulerovské grafy — opakovani

Véta
Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vSechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Dusledek

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZ ma vSechny
stupné vrcholii sudé nebo kdyZ existuji pravé dva vrcholy se
stupném lichym.

| A

| A

Véta
Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyZ je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé& souvisly).

A




Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezenfi
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezenfi
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).

Z¥ejmé je v pripadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkrat$im takovym
sledem pfFisludny eulerovsky tah.

V opaéném pfFipadé nutné graf obsahuje sudy pocet vrcholi lichého
stupné. Tento graf je tfeba pFiddvanim hran doplnit na eulerovsky
(multi)graf (pozd&ji ukdZeme, Ze v pFipad& stromii to znamend
nutnost zdvojeni viech hran). Snadno lze ukézat, Ze to lze udélat
v polynomidlnim &ase jak v orientovaném, tak neorientovaném
pFipad&, v pfipadé multigrafi je to viak problém NP-uplny.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny poZzadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
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nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny poZzadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.

V praxi je oviem problém nalezeni hamiltonovské kruznice (&i jeho
modifikace — nap¥. problém obchodniho cestujiciho) podstatou
mnoha problémi v logistice, je proto asto zddouci nalezeni i
suboptimalniho Yeseni (v p¥ipadé problému obchodniho
cestujiciho).
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P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?
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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?

Véta (Dirac (1952))

Ma-li v grafu G s n > 3 vrcholy kaZdy vrchol stuperi alespoii n/2,
je G hamiltonovsky.

Véta (Ore (1960))

Ma-Ii v grafu G s n > 4 vrcholy kaZda dvojice nesousednich
vrcholii soucet stuprid alespori n, je G hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G pfidanim v3ech hran {u, v} takovych, Ze u,v
nejsou sousedni a deg(u) + deg(v) > n.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G pfidanim v3ech hran {u, v} takovych, Ze u,v
nejsou sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je c/(G) hamiltonovsky.
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Je vid&t, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je jednoduchym
dasledkem této véty.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G pfidanim v3ech hran {u, v} takovych, Ze u,v
nejsou sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je c/(G) hamiltonovsky.

Je vid&t, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je jednoduchym
dasledkem této véty.

Diikaz.

Z¥ejmé stadi dokazat, Ze pokud je G hamiltonovsky po pfidani
hrany {u, v} takové, Ze u, v nejsou sousedni a

deg(u) + deg(v) > n, pak je hamiltonovsky i bez této hrany.
P¥edpokladejme, Ze G + uv je hamiltonovsky a G nikoliv. Pak
existuje hamiltonovska cesta v G z u do v. Pro kazdy vrchol
sousedici s u plati, Ze jeho pfedchiidce na této cesté nemiize
sousedit s v (jinak bychom mé&li hamiltonovskou kruZnici v G).
Tedy deg(u) + deg(v) < n—1. O
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@ lzomorfismy stromi



Stromy

Souvisly graf neobsahujici kruZnici, se nazyva strom. Obecné&
v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (p¥ipadné& také
koncové vrcholy). Graf neobsahujici kruznice nazyvame les.

Tato definice nicméné& nenfi tplIné nejvhodné&jsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
N4asledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listd:
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Souvisly graf neobsahujici kruZnici, se nazyva strom. Obecné&
v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (p¥ipadné& také
koncové vrcholy). Graf neobsahujici kruznice nazyvame les.

Tato definice nicméné& nenfi tplIné nejvhodné&jsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
N4asledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listd:

KaZdy strom s alespori dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy.
Pro libovolny graf G s listem v jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

o G je strom;

e G\ v jestrom.




Stromy

Charakterizace stromu

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

© graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

@ graf G neobsahuje kruZnici, kaZdym p¥idanim hrany do grafu
G vSak jiZ kruZnice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dakaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poétu
vrchold s vyuZitim lemmatu o vystavb& stromi.
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Stromy jako datové struktury

Stromy se Casto pouZivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochdzime v ur&itém poradi vrchol( — narozdil od grafi k
jednoznaénému uréeni néjakého usporadani vrcholl stadi vybrat
jeden vrchol — kofen (root) v;.

Ve stromu neni Zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zaddva orientaci vSech hran.
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v pFirodé. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyvame kofenové
stromy.
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Stromy jako datové struktury

Stromy se Casto pouZivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochdzime v ur&itém poradi vrchol( — narozdil od grafi k
jednoznaénému uréeni néjakého usporadani vrcholl stadi vybrat
jeden vrchol — kofen (root) v;.

Ve stromu neni Zadna kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zaddva orientaci vSech hran.

Po vybéru koFenu se zadinad graf vice podobat skute¢nému stromu
v pFirodé. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyvame kofenové
stromy.

Definice

V kofenovém stromu T = (V/, E) je vrchol w je naslednik vrcholu
v a naopak v je predchiidce vrcholu w pravé tehdy, kdyZ existuje
cesta z kofene stromu do w kterd prochdzi v a v # w. P¥imy
naslednik a pfimy predchiidce vrcholu jsou pak naslednici a
predchiidci pfimo spojeni hranou. Mluvime také o synech a otcich
(patrn& v naradZce na genealogické stromy).
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Binarni stromy jsou specidlnim p¥ipadem korenového stromu, kdy
kaZdy otec ma nejvySe dva nasledniky (n&kdy se ale pod stejnym
oznacenim bindrni strom predpokldda, Ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva ndsledniky).
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Binarni stromy jsou specidlnim p¥ipadem korenového stromu, kdy
kaZdy otec ma nejvySe dva nasledniky (n&kdy se ale pod stejnym
oznacenim bindrni strom predpokldda, Ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva ndsledniky).

Casto jsou vrcholy stromu spojeny s kli¢i v n&jaké dpln&
uspofddané mnoziné (nap¥. redlna &isla) a slouzi k hledani vrcholu
s danym kli¢em.

Je realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kaZdém
vrcholu se podle velikosti rozhodujeme, do kterého ze synii budeme
pokralovat (resp. zastavime hledani, pokud jsme jiz ve hledaném
vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednoznatn& krok po kroku
uréovat, pozadujeme aby jeden syn spole¢né se viemi jeho
nasledniky mé&li mensi klice nez druhy syn a vSichni jeho naslednici.
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Pro efektivni vyhledavani uZivime vyvazené binarni stromy, ve
kterych se délky cest z kofene do listl lisi maximalné o jednicku.
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Pro efektivni vyhledavani uZivime vyvazené binarni stromy, ve
kterych se délky cest z kofene do listl lisi maximalné o jednicku.
Nejdale od vyvazeného stromu na n vrcholech je tedy cesta P,
(ktera formdln& miZe byt povaZovéna za bindrni strom), zatimco
dokonale vyvazeny strom, kde kromé listd ma kazdy otec pravé dva
syny je moZné sestrojit pouze pro hodnoty n =2k — 1,
k=1,2,....
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kterych se délky cest z kofene do listl lisi maximalné o jednicku.
Nejdale od vyvazeného stromu na n vrcholech je tedy cesta P,
(ktera formdln& miZe byt povaZovéna za bindrni strom), zatimco
dokonale vyvazeny strom, kde kromé listd ma kazdy otec pravé dva
syny je moZné sestrojit pouze pro hodnoty n =2k — 1,
k=1,2,....

Ve vyvaZenych stromech dohleddni vrcholu podle klice bude vzdy
vyZadovat pouze O(log, n) krokil. Hovofime v této souvislosti také
¢asto o binarnich vyhledavacich stromech.
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Pro efektivni vyhledavani uZivime vyvazené binarni stromy, ve
kterych se délky cest z kofene do listl lisi maximalné o jednicku.
Nejdale od vyvazeného stromu na n vrcholech je tedy cesta P,
(ktera formdln& miZe byt povaZovéna za bindrni strom), zatimco
dokonale vyvazeny strom, kde kromé listd ma kazdy otec pravé dva
syny je moZné sestrojit pouze pro hodnoty n =2k — 1,
k=1,2,....

Ve vyvaZenych stromech dohleddni vrcholu podle klice bude vzdy
vyZadovat pouze O(log, n) krokil. Hovofime v této souvislosti také
¢asto o binarnich vyhledavacich stromech.

Jako cvileni si rozvaZzte, jak lze G¢inné vykondvat zdkladni operace
s grafy (p¥idavani a odebirani vrcholl se zadanymi klici, vEetn&
vyvazeni) nad bindrnimi vyhleddvacimi stromy.
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[zomorfismus stromtu

Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukaZeme, situace podstatné jednodussi.
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Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis viech moznych
izomorfism0 (kofenovych) stromi je uZitetné kromé& vztahi
otec—syn jesté uZitené mit syny uspofadany v poradi (t¥eba

v pfedstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).
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[zomorfismus stromtu

Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis viech moznych
izomorfism0 (kofenovych) stromi je uZitetné kromé& vztahi
otec—syn jesté uZitené mit syny uspofadany v poradi (t¥eba

v pfedstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).

Definice

Péstény strom T = (V, E, v,,v) je kofenovy strom spoletn&

s &aste¢nym usporadanim v na hranach takovym, Ze srovnatelné
jsou vzdy pravé hrany sméfujici od jednoho otce k syniim.
Izomorfismem ko¥enovych stromt T = (V,E,v,) a

T' = (V',E’,v]) rozumime takovy izomorfismus grafli

@: T — T, ktery prevadi v, na v,.

Pro pésténé stromy navic poZadujeme aby zobrazeni hran
zachovdvalo &3ste¢nd usporaddani v a /.
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Kdédy stromii

Pro p&sténé stromy T = (V| E,v,,v) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednozna&ny popis pomoci slov z nul a jednitek.

Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirlstek
nazna&ime dv&ma tahy, které si oznatime 0 (dold) a 1 (nahoru).
Zatneme od listd (p¥ip. mimo kofene), kterym viem p¥ifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim &asti slov
tak, Ze ma-li otec v syny uspotradany jako posloupnost vi,..., vy, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wi, ... W, pak pro otce

pouZijeme slovo
oWy ... W,l.

Hovofime o kédu pésténého stromu.
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Kdédy stromii

Pro p&sténé stromy T = (V| E,v,,v) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednozna&ny popis pomoci slov z nul a jednitek.

Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirlstek
nazna&ime dv&ma tahy, které si oznatime 0 (dold) a 1 (nahoru).
Zatneme od listd (p¥ip. mimo kofene), kterym viem p¥ifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim &asti slov
tak, Ze ma-li otec v syny uspotradany jako posloupnost vi,..., vy, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznaceni slovy Wi, ... W, pak pro otce

pouZijeme slovo
oWy ... W,l.

Hovofime o kédu pésténého stromu.
Skute¢né, kreslenim cest doli a nahoru ziskdme skuteéné plvodni
strom s jednou hranou sméFujici shora do kofene navic.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.

Pro nejkratsi kod 01 je situace snadna.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.

Pro nejkratsi kéd 01 je situace snadna. V indukénim kroku je dan
kéd délky 2(n + 1) tvaru 0AL, pfitemz A = AjAx ... A; je
zret&zenim né&kolika kédi p&stovanych stromil. Cést A; je tvorena
nejkrat$im prexifex A, ktery ma stejny polet 0 a 1, déle Ay, atd.
Podle indukéniho predpokladu kaZzdé A; jednoznaéné odpovida
pésténému stromu, z &ehoz zfejmé dostdvame jediny péstény strom
odpovidajici kédu 0A1. O

_4
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.

U koFenovych stromii lze vyuZit kédy, pokud se podafi uréit poradi
jejich syni jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syni oviem
nezéleZi pravé tehdy, kdyZ jsou podgrafy uréené jejich ndsledniky
izomorfni.
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.

U koFenovych stromii lze vyuZit kédy, pokud se podafi uréit poradi
jejich syni jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syni oviem
nezalezi pravé tehdy, kdyZ jsou podgrafy uréené jejich ndsledniky
izomorfni.

VyuZijeme proto obdobu (rekurzivni) konstrukce kédu pro p&sténé
stromy — budeme postupovat obdobné s vyuZitim lexikografického
(slovnikového) uspotadni synii podle jejich kédd. Kofenovy strom
budeme tedy popisovat zfetézovanim &asti slov tak, Zze ma-li otec v
syny jiz oznaleny kédy Wi, ... W), pak pro otce pouZijeme slovo

oW ... Wl

kde poradi Wi, ..., Wy je zvoleno tak aby Wi < Wh < --- < W,.
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
»pFiblizné uprostfed stromu®.
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
»PFiblizné uprostfed stromu”.

Kazdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou exg(v) tzv.
vystFednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Bud C(T) mnoZina vrcholii stromu T, jejichZ vysttednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyvd st¥ed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) md jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
»PFiblizné uprostfed stromu”.

Kazdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou exg(v) tzv.
vystFednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Tvrzeni

Bud C(T) mnoZina vrcholii stromu T, jejichZ vysttednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyvd st¥ed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) md jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.

Diikaz.

Snadno indukei s vyuZitim trividlniho faktu, Ze nejvzdalen&j$im
vrcholem od kaZdého vrcholu v je nutné list. Centrum T tedy
splyva s centrem stromu T’, ktery vznikne z T vypudt&nim listi a
pFislusnych hran. O
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfet&zenim kédi
obou kotenovych stromil (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfet&zenim kédi
obou kotenovych stromil (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZ maji spole¢ny kdd.
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfet&zenim kédi
obou kotenovych stromil (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZ maji spole¢ny kdd.

Poznamka

Z uvedenych tvah Ize snadno nahlédnout, Ze algoritmus na
testovani izomorfismu strom( lze implementovat v linedrnim case
vzhledem k poctu vrcholi.
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Rovinné grafy

Velice ¢asto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roving.

To znamend, Ze kaZzdy vrchol grafu je ztotoZné&n s né&jakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym k¥ivkam
c : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.



Rovinné grafy
©0000000

Rovinné grafy

Velice ¢asto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roving.
To znamend, Ze kaZzdy vrchol grafu je ztotoZné&n s né&jakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym k¥ivkam
c : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
Otazka, jestli dany graf p¥ipousti realizaci (nakreslen{) jako rovinny
graf, vyvstava velice €asto v aplikacich.



Jednoduchy priklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kaZzdy své jedno
pFipojné misto v blizkosti t¥i rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sit& nek¥iZily (tfeba se jim nechce kopat
p¥ilig hluboko. . .). Je to mozné zvlddnout? Odpovéd zni ,neni*.
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Jednoduchy priklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kaZzdy své jedno
pFipojné misto v blizkosti t¥i rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sit& nek¥iZily (tfeba se jim nechce kopat
p¥ilig hluboko. . .). Je to mozné zvlddnout? Odpovéd zni ,neni*.
Jde o bipartitni tplny graf K33, kde t¥i vrcholy pfedstavuji pFipojnd
mista, dal$i tfi pak domky. Hrany jsou linie siti. V8echny hrany
umime zvlddnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na
kterém neumime &arkovanou hranu nakreslit bez k¥iZeni:
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Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.
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Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v rovin& nakreslit bez
k¥iZeni, totéZ musi platit i pro cely graf G. Opa&ny smér ditkazu je
naopak velice sloZity a nebudeme se jim zde zabyvat.
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Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v rovin& nakreslit bez
k¥iZeni, totéZ musi platit i pro cely graf G. Opa&ny smér ditkazu je
naopak velice sloZity a nebudeme se jim zde zabyvat.

Problematice rovinnych grafii je vénovano ve vyzkumu a aplikacich
hodné pozornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.
Zminme alespon naokraj, Ze existuji algoritmy, které testuji
rovinnost grafu na n vrcholech v &ase O(n), coz urtité nejde
p¥imou aplikaci Kuratowského véty.
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Uvazme (kone&ny) rovinny graf G, vietné jeho nakresleni v R? a
necht R?\ G je mnoZina viech bodii x € R?, které nepat¥i #4dné
hrang, ani nejsou vrcholem. MnoZina R? \ G se rozpadne na
disjunktni souvislé podmnoZiny S;, kterym ¥ikdme stény
rovinného grafu G. Jedna sténa je vyjimetna — ta jejiZ doplnék
obsahuje v8echny vrcholy grafu. Budeme ji ¥ikat neohraniend
sténa Sp. MnoZinu vSech st&n budeme oznalovat

S ={So, S1,...,Sk} a rovinny graf G = (V,E,S).
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Jako ptiklad si miiZzeme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevn&
rovinny graf, jak je vidét nap¥iklad z moZnosti realizovat jej
postupnym p¥idavanim listl k jedinému vrcholu. Samozfejmé také
miZeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G Zadnd
kruZnice, nemiiZe obsahovat jakékoliv déleni grafii K33 nebo Ks.
ProtoZe strom G neobsahuje Zaddnou kruZnici, dostavame pouze
jedinou st&nu Sy a to tu neohranienou. ProtoZe vime, jaky je rozdil
mezi polty vrchold a hran pro v3echny stromy, dostavdme vztah

V[ —[E[+]5] =2
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Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.
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Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.

Indukci podle poétu hran.
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Rovinné grafy si miZeme dob¥e predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v rovin&. Sféra vznikne z roviny tak, Ze
pfiddme jeden bod ,v nekone¢nu”. Opét mizeme stejnym
zplisobem hovofit o sté&nach a pro takovyto graf pak jsou vSechny
jeho st&ny rovnocenné (i sténa Sy je ohranitend).
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Rovinné grafy si miZeme dob¥e predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v rovin&. Sféra vznikne z roviny tak, Ze
pfiddme jeden bod ,v nekone¢nu”. Opét mizeme stejnym
zplisobem hovofit o sté&nach a pro takovyto graf pak jsou vSechny
jeho st&ny rovnocenné (i sténa Sy je ohranitend).

Naopak, kazdy konvexni mnohost&n P C R3 si miizeme p¥edstavit
jako graf nakresleny na povrchu koule. Vypusté&nim jednoho bodu
uvnitf jedné ze st&n (ta stane neohranitenou sté&nou Sp) pak

obdrZime rovinny graf jako vySe.
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Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténti, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohosténu leZi na spole¢né kruZnici. Navic v nich plati, Ze kazda
st&na kromé Sy je vnittkem né&jaké kruZnice a Sy je vn&jskem
n&jaké kruznice. Nazorné se zdd i to, Ze ve skute€nosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohosté&nii 3—souvislé.
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Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténti, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohosténu leZi na spole¢né kruZnici. Navic v nich plati, Ze kazda
st&na kromé Sy je vnittkem né&jaké kruZnice a Sy je vn&jskem
n&jaké kruznice. Nazorné se zdd i to, Ze ve skute€nosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohosté&nii 3—souvislé.

Ve skute€nosti plati dosti ndro&na Steinitzova véta:

Libovolny vrcholové 3—souvisly rovinny graf G vznikd z konvexniho
mnohosténu v R3.
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi, tj. mnohosténli poskladanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelniki tak, Ze se jich v kaZzdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi(, tj. mnohosténli posklddanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelniki tak, Ze se jich v kazdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:
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P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti p¥islusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e
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P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti p¥islusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e

a podobné& potitdme poclet hran, které ohranicuji jednotlivé stény,
a bereme v dvahu, Ze kaZzda je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Eulerdv vztah pak ¥ika
5 n 2e n 2e
=n—e+s=——e+—.
d k
Upravou odtud dostdviame pro nae znémé d a k vztah
11 1 1

d+k 2+e‘
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ProtoZe e a n musi byt pfirozend &isla (tj. zejména je % >0) a
minimum pro d i k je 3, dostdvdme p¥imou diskusi vSech moZnosti
tento vycet:

d| k n e s
313 4| 6| 4
314 8|12 6
413 6|12 8
3151203012
51311230 |20

Tabulka zaddva vSechny moZnosti. Ve skute¢nosti ale také viechny
odpovidajici pravidelné mnohostény existuji - jiZz jsme je vidéli.
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Maximalni pocet hran

Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V| —6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.
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Maximalni pocet hran

Véta
Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V| —6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.

Dikaz.

Maximalni rovinny graf ma vdechny stény ohrani¢ené kruznici délky
3, z ¢ehoZ plyne 3|S| = 2|E| a odtud jiz pomoci Eulerova vztahu
dostavame prvni tvrzeni. Podobné v druhé ¢&asti. []
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Dusledek

e Ks neni rovinny;
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Dusledek

e Ks neni rovinny;

@ K33 neni rovinny;
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Dusledek

e Ks neni rovinny;
@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;
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Dusledek

e Ks neni rovinny;

@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;

@ kaZdy rovinny graf bez trojihelniki obsahuje alespori jeden
vrchol stupné nejvyse 3.
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Problém &tyf barev

N s

Jednim z nejznaméjSich kombinatorickych problém( je otazka:
Je mozZné kaZdou mapu obarvit 4 barvami?

Tento problém sice na prvni pohled vypada ryze geometricky, ale
da se preformulovat do kombinatorické podoby.

Mapou nazyvame souvisly rovinny multigraf bez mostl. Normdin/
mapou pak mapu, jejiz viechny vrcholy jsou stupn& 3. Obarveni
mapy je funkce, kterd kazdé st&n& mapy pfiradi &islo (barvu).




Problém &ty barev byl rozfeSen teprve po vice nezZ sto letech
badani — mnoho matematikl na prezentovany diikaz stdle pohlizi
s despektem, protoZe je zaloZen na provéreni velkého mnoZstvi
ptipadl pomoci poéitate. Elementarnimi kombinatorickymi
prostfedky je mozné alespoii dokdzat moznost obarveni normalnich
map péti barvami — viz literatura.

Véta (Appel, Haken (1976))

KaZdou normalni mapu je moZné obarvit pomoci Cty¥ barev.
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