Matematika 111, 3. cviceni

Derivace funkce zadané implicitné

Funkci znac¢ime pismenem y, proménnou pismenem z, muzeme si predstavit, ze y = f(z). Proto
derivace x je 1, ale derivace y je 3/, takze napt. (z2) = 2z a (y?)" = 2yy/'.
Piiklad 36. Urcete proni a druhou derivaci, pokud x> 4+ y? = 1.

Visledek. 3/ = —%, ' = —@.
y y
Piiklad 37. Urcete derivaci, pokud xy? — 2xy + 2> — 3y> + 5= 0.
, 9.2 2
Visledek. 3 = ggyf’%.

Piiklad 38. Urcete derivaci, pokud sin(x?) + cos(y?) — 1 = 0.

. ; _ xcos(z?)
Viysledek. y' = yein(?)

Piiklad 39. Necht je funkcey = y(z) ddna v okoli bodu [1,1] implicitné rovnici y3—2xy+x? = 0.
Urcete y'(1) a y"(1).

Vysledek. y'(1) =0, 3" (1) = —2.

Piiklad 40. Necht je funkce y = y(z) ddna v okoli bodu [%47 5] implicitné rovnici y— Sl% =z.
Urcete y'(*51) a y"(Z5).

Visledek. y’(%_l) = Ly”(FT_l) =-

N[

Pi#iklad 41. Rozhodnéte, zda kfivka x3 — y® + 2xy = 0 leZ{ v okoli bodu [1,—1] nad (nebo pod)
svoji tecnou.

Ndpovéda. Kiivku v okoli bodu [1, —1] povazujte za funkci y(x) zadanou implicitné, odpovézte
podle hodnoty druhé derivace této funkce v daném bodé.

Visledek. y"(1) = 16 > 0, funkce je tedy konvexni a lez{ nad te¢nou.

Piiklad 42. Rozhodnéte, zda kiivka 32° — 3zy? + y> — 3 = 0 lezi v okoli bodu [1,3] nad (nebo
pod) svoji tecnou.

Viysledek. y"(1) = %5 > 0, funkce je tedy konvexni a lezi nad teénou.

Parcialni derivace

Pro funkci f: R? — R jsou parcidlni derivace prvniho fadu definovéany takto:

fé(l‘o,yo) — }E}% f(fx()a Yo + ti — f(ZL‘O’ yO) '

1 € +t7 - Zo,
fa(z0,y0) = lim f(o yo) — f (o yo)v
t—0 t

Pti vypoctu parcidlni derivace podle jedné proménné povazujeme druhou proménnou za kon-
stantu a derivujeme podle prvni proménné.

Parciélni derivace druhého a vyssich fadu dostaneme (podobné jako nékolikandsobné derivace
funkei jedné proménné) opétovnym derivovanim dané funkce. Napf. fa’:’y dostaneme tak, ze
nejdiiv zderivujeme funkei f podle x (pfitom y povazujeme za konstantu) a vysledek pak zderivu-
jeme podle y (tentokrdt x povazujeme za konstantu).



Piiklad 43. Vypoctéte f, a f,, kde f(z,y) = arctg 2.
Piiklad 44. Vypoctéte f, a f,, kde f(z,y) = 2¥;2 > 0.

Priklad 45. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace proniho a druhého tdadu funkce f(x,y,z) =
Yy
Xz

. oy 41 Y 1 g Y —y
Vysledek. f, = Zxz="",f,=z=Inz- ., [, =x=Inz - ¢

bl
"o yry Y 2 ey _ Y12 1 e Yq 2 y2 Y 2y
ve = (L —Dz="" f,=v-In"z- 5, f. =x-In"z- G +a>Inz- 3,

no_1..%-1  y Y1 1 e~y 21,y 4-1 =y e _ Y2 -y g -1

oy = 3T tiz: Inz-l, f,=FeT +Ze: lnx-f, f), =x=In"z- F ta:lnz- 5.
> vy v v~ [ I . /] ~ 7 z

Priklad 46. Vypoctéte viechny parcidlni derivace pruniho rddu funkce f(x,y,z) = x¥ (pozor:

av” =27 £ (29)?).

Piiklad 47. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace proniho tadu: f(x,y) = ln(my#).
Priklad 48. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace pruniho a druhého radu: f(x,y) = %y‘ﬁ)

Piiklad 49. Vypoctéte vsechny parcidind derivace proniho a druhého vddu v bodé [1,/2, 2] funkce
2z = f(x,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici 2% + y* + 22 — 2z — 2yz = 1.

. — 22—2
Visledek. 2.,(1,/2) = ﬁ_%\/iy =0, 2,(1,v/2) = %Qi_%y — 0, 2, (1,v2) = 2/, (1,v/2) = =2,
2 (1,3/2) = 0.

Ptriklad 50. Vypoctéte vsechny parcidlni derivace proniho a druhého Tadu v bodé [—2,0, 1] funkce
z = f(z,y) definované v okoli daného bodu implicitné rovnici 2z% + 2y? + 22 +8xz — 2 +8 = 0.

, 4
Vijsledek. 2,(—2,0) = —g225825 = 0, 2} (—2,0) = —gz7— = 0, 2/,(—2,0) = 2, (—2,0) = 1,
2y (—2,0) = 0.

Smeérové derivace

Je-li u = (uy,u2) nenulovy vektor, pak smérové derivace funkce f(z,y) v bodé [z, yo] ve sméru

vektoru u je

. xo + uit, yo + uzt) — f(xo, Yo
f;(wo,yo):%g%f( 4 ; )= Jxo.0),

Ziejme fi, = f(/l,o) a fy = f(/071)'

Jiny zpusob vypoctu smérové derivace: Nejdiive spocitdme obé parcidlni derivace f.(xq,yo)
a f,(wo,v0). Pak / / /
fu(®o,y0) = fi(z0,%0) - w1 + fy(z0,%0) - ue.

Pro funkce tii a vice proménnych je to analogické.
Pi#iklad 51. Vypoctéte f)(1,—1), kde f(z,y) = arctg(x?® +3?) a u = (1,2).
Vysledek. —%.

Piiklad 52. Vypocététe smerovou derivaci funkce f(x,y) = 2° + 4dxy v bodé [2,—1] ve sméru
vektoru (1,3).

Vysledek. f(’1 5)(2,—1) = 32.

Piiklad 53. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = /22 + y? v bodé [1,1] ve sméru
vektoru (—1,3).



Visledek. f(’i1 3)(1, 1) =+2.

Piiklad 54. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = e* =1 v bodé [0, 2] ve sméru vektoru
(—1,2).

Vysledek. f(’_1 5)(0,2) = 1.

Piiklad 55. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y,z) = z —e*siny v bodé [In 3, 37”, —3] ve
smeéru vektoru (1,2,2).

Visledek. f{, 5 (03, 35, —3) = 5.

Smeérové derivace a spojitost

V nésledujicim ptikladé si ukazeme, ze z existence derivaci funkce vice proménnych v libovolném
sméru neplyne spojitost této funkce (avsak u funkce jedné proménné z existence derivace plyne
spojitost).

Piiklad 56. Dokazte, Ze funkce
H5 pro[o,] #[0,0]
flayg) = § 30 POV
0 pro [z,y] = [0, 0]
neni spojitd v bodé [0,0], ale v tomto bodé existuje derivace funkce f v libovolném sméru.

Napovéda. Pomoci priblizovani se k limitnimu bodu po parabolach dokazte, ze funkce nemé v
bodé [0, 0] limitu; smérové derivace vypocitejte podle definice.



