
Matematika III, 3. cvičeńı

Derivace funkce zadané implicitně

Funkci znač́ıme ṕısmenem y, proměnnou ṕısmenem x, můžeme si představit, že y = f(x). Proto
derivace x je 1, ale derivace y je y′, takže např. (x2)′ = 2x a (y2)′ = 2yy′.

Př́ıklad 36. Určete prvńı a druhou derivaci, pokud x2 + y2 = 1.

Výsledek. y′ = −x
y , y′′ = −y2+x2

y3
.

Př́ıklad 37. Určete derivaci, pokud xy2 − 2xy + x3 − 3y2 + 5 = 0.

Výsledek. y′ = 2y−3x2−y2
2xy−2x−6y .

Př́ıklad 38. Určete derivaci, pokud sin(x2) + cos(y2)− 1 = 0.

Výsledek. y′ = x cos(x2)
y sin(y2)

.

Př́ıklad 39. Necht’ je funkce y = y(x) dána v okoĺı bodu [1, 1] implicitně rovnićı y3−2xy+x2 = 0.
Určete y′(1) a y′′(1).

Výsledek. y′(1) = 0, y′′(1) = −2.

Př́ıklad 40. Necht’ je funkce y = y(x) dána v okoĺı bodu [π−1
2 , π2 ] implicitně rovnićı y− sin y

2 = x.
Určete y′(π−1

2 ) a y′′(π−1
2 ).

Výsledek. y′(π−1
2 ) = 1, y′′(π−1

2 ) = −1
2 .

Př́ıklad 41. Rozhodněte, zda křivka x3 − y3 + 2xy = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1,−1] nad (nebo pod)
svoj́ı tečnou.

Nápověda. Křivku v okoĺı bodu [1,−1] považujte za funkci y(x) zadanou implicitně, odpovězte
podle hodnoty druhé derivace této funkce v daném bodě.

Výsledek. y′′(1) = 16 > 0, funkce je tedy konvexńı a lež́ı nad tečnou.

Př́ıklad 42. Rozhodněte, zda křivka 9
2x

2 − 3xy2 + y3 − 9
2 = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 3] nad (nebo

pod) svoj́ı tečnou.

Výsledek. y′′(1) = 15
9 > 0, funkce je tedy konvexńı a lež́ı nad tečnou.

Parciálńı derivace

Pro funkci f : R2 → R jsou parciálńı derivace prvńıho řádu definovány takto:

f ′x(x0, y0) = lim
t→0

f(x0 + t, y0)− f(x0, y0)

t
, f ′y(x0, y0) = lim

t→0

f(x0, y0 + t)− f(x0, y0)

t
.

Při výpočtu parciálńı derivace podle jedné proměnné považujeme druhou proměnnou za kon-
stantu a derivujeme podle prvńı proměnné.

Parciálńı derivace druhého a vyšš́ıch řád̊u dostaneme (podobně jako několikanásobné derivace
funkćı jedné proměnné) opětovným derivováńım dané funkce. Např. f ′′xy dostaneme tak, že
nejdř́ıv zderivujeme funkci f podle x (přitom y považujeme za konstantu) a výsledek pak zderivu-
jeme podle y (tentokrát x považujeme za konstantu).
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Př́ıklad 43. Vypočtěte f ′x a f ′y, kde f(x, y) = arctg y
x .

Př́ıklad 44. Vypočtěte f ′x a f ′y, kde f(x, y) = xy;x > 0.

Př́ıklad 45. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu funkce f(x, y, z) =
x
y
z .

Výsledek. f ′x = y
zx

y
z
−1, f ′y = x

y
z lnx · 1

z , f
′
z = x

y
z lnx · −y

z2
,

f ′′xx = y
z (yz − 1)x

y
z
−2, f ′′yy = x

y
z ln2 x · 1

z2
, f ′′zz = x

y
z ln2 x · y

2

z4
+ x

y
z lnx · 2y

z3
,

f ′′xy = 1
zx

y
z
−1 + y

zx
y
z
−1 lnx · 1

z , f
′′
xz = −y

z2
x
y
z
−1 + y

zx
y
z
−1 lnx · −y

z2
, f ′′yz = x

y
z ln2 x · −y

z3
+ x

y
z lnx · −1

z2
.

Př́ıklad 46. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f(x, y, z) = xy
z

(pozor:
xy

z
= x(yz) 6= (xy)z).

Př́ıklad 47. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho řádu: f(x, y) = ln(x+4
y2

).

Př́ıklad 48. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu: f(x, y) = cos(x2)
y .

Př́ıklad 49. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu v bodě [1,
√

2, 2] funkce
z = f(x, y) definované v okoĺı daného bodu implicitně rovnićı x2 + y2 + z2 − xz −

√
2yz = 1.

Výsledek. z′x(1,
√

2) = z−2x
2z−x−

√
2y

= 0, z′y(1,
√

2) =
√

2z−2y

2z−x−
√

2y
= 0, z′′xx(1,

√
2) = z′′yy(1,

√
2) = −2,

z′′xy(1,
√

2) = 0.

Př́ıklad 50. Vypočtěte všechny parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu v bodě [−2, 0, 1] funkce
z = f(x, y) definované v okoĺı daného bodu implicitně rovnićı 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − z + 8 = 0.

Výsledek. z′x(−2, 0) = − 4x+8z
8x+2z−1 = 0, z′y(−2, 0) = − 4y

8x+2z−1 = 0, z′′xx(−2, 0) = z′′yy(−2, 0) = 4
15 ,

z′′xy(−2, 0) = 0.

Směrové derivace

Je-li u = (u1, u2) nenulový vektor, pak směrová derivace funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] ve směru
vektoru u je

f ′u(x0, y0) = lim
t→0

f(x0 + u1t, y0 + u2t)− f(x0, y0)

t
.

Zřejmě f ′x = f ′(1,0) a f ′y = f ′(0,1).

Jiný zp̊usob výpočtu směrové derivace: Nejdř́ıve spoč́ıtáme obě parciálńı derivace f ′x(x0, y0)
a f ′y(x0, y0). Pak

f ′u(x0, y0) = f ′x(x0, y0) · u1 + f ′y(x0, y0) · u2.

Pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných je to analogické.

Př́ıklad 51. Vypočtěte f ′u(1,−1), kde f(x, y) = arctg(x2 + y2) a u = (1, 2).

Výsledek. −2
5 .

Př́ıklad 52. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = x3 + 4xy v bodě [2,−1] ve směru
vektoru (1, 3).

Výsledek. f ′(1,3)(2,−1) = 32.

Př́ıklad 53. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
√
x2 + y2 v bodě [1, 1] ve směru

vektoru (−1, 3).
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Výsledek. f ′(−1,3)(1, 1) =
√

2.

Př́ıklad 54. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = ex(y−1) v bodě [0, 2] ve směru vektoru
(−1, 2).

Výsledek. f ′(−1,2)(0, 2) = −1.

Př́ıklad 55. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = z− ex sin y v bodě [ln 3, 3π
2 ,−3] ve

směru vektoru (1, 2, 2).

Výsledek. f ′(1,2,2)(ln 3, 3π
2 ,−3) = 5.

Směrové derivace a spojitost

V následuj́ıćım př́ıkladě si ukážeme, že z existence derivaćı funkce v́ıce proměnných v libovolném
směru neplyne spojitost této funkce (avšak u funkce jedné proměnné z existence derivace plyne
spojitost).

Př́ıklad 56. Dokažte, že funkce

f(x, y) =

{
x4y2

x8+y4
pro [x, y] 6= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

neńı spojitá v bodě [0, 0], ale v tomto bodě existuje derivace funkce f v libovolném směru.

Nápověda. Pomoćı přibližováńı se k limitńımu bodu po parabolách dokažte, že funkce nemá v
bodě [0, 0] limitu; směrové derivace vypoč́ıtejte podle definice.
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