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Zobrazeni a funkce vice prom&nnych

V diferencidlnim a integralnim poctu funkci jedné promé&nné jsme
se (jak uz nazev napovidd) zabyvali zobrazenimi

f:R—R.

P¥irozen& se nabizi otazka, jak pfFislusné pojmy zobecnit pro p¥ipad
zobrazenf
f:R" - R"
Zatneme dvéma specialnimi pFipady:
@ n=1 — funkce vice proménnych

@ m=1 — k¥ivka v prostoru R”



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
[ Jelelelo)

Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame realna funkce vice proménnych
(ty obvykle zna&ime xi,...,x,). Pro n =2 nebo n = 3 &asto misto
¢islovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
7e funkce f definované v prostoru E, = R" budou znadeny

f:R"S (x1,...,x0) — f(x1,...,xn) €R

a napt. funkce f definované v roviné E; = R? budou znateny

f:R?3 (x,y) — f(x,y) €R
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame realna funkce vice proménnych
(ty obvykle zna&ime xi,...,x,). Pro n =2 nebo n = 3 &asto misto
¢islovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
7e funkce f definované v prostoru E, = R" budou znadeny

f:R"S (x1,...,x0) — f(x1,...,xn) €R

a napt. funkce f definované v roviné E; = R? budou znateny

f:R?3 (x,y) — f(x,y) €R

Definiéni obor A C R"” — mnoZina, kde je funkce definovéna.
(éast}'/m tkolem - nejen - v pisemkach byva nalézt k dané formuli
pro funkci co nejvétsi defini¢ni obor, na kterém ma tato formule
smysl.)
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Defini¢ni obor funkce

Naleznéte a v roviné& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.




Zobrazeni a funkce vice prom&nnych

0e000

Defini¢ni obor funkce

Priklad

Naleznéte a v roving& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Reseni

Funkce arccos pFipousti
argument pouze z intervalu
[—1, 1], odmocnina pFipousti
pouze nezaporny argument.
Defini¢nim oborem je tedy
mnoZina bodi (x, y)
vyznaéend na obrazku.
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Defini¢ni obor funkce

Pyiklad
Naleznéte a v roving& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Reseni

Funkce arccos pFipousti

V2
argument pouze z intervalu
[—1, 1], odmocnina pFipousti

-2

pouze nezaporny argument. —7
Defini¢nim oborem je tedy

mnoZina bodul (x, y) &
vyznaéend na obrazku.
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Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnoZina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x,- -y Xn F(x1,...,%n)); (X1,.-.,%n) € A},

kde A je definiéni obor funkce f.
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00®00
Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnoZina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x,- -y Xn F(x1,...,%n)); (X1,.-.,%n) € A},
kde A je definiéni obor funkce f.

Priklad

Grafem funkce definované v E

X+y

f(Xa)/) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim defini¢nim
oborem je Ex \ {(0,0)}.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych, ¢ € R. MnoZinu

fo=(x,y) €R?: f(x,y)=c

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi nazornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych, ¢ € R. MnoZinu

fo=(x,y) €R?: f(x,y)=c

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.

Z¥ejmé jde v pFipadé& vrstevnice na Urovni ¢ o pfimou analogii fezu
grafu funkce f rovinou z = c. Pro pfedstavu o grafu funkce dvou

proménnych jsou samozifejmé uZite¢né rovnéz Yezy rovinami x =0
(bokorys), y = 0 (ndrys), z = 0 (pidorys).



Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
ooooe

Pomoci vrstevnic a ¥ezii uréete graf funkce f(x,y) = v/x2 + y2.




Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
ooooe

Pomoci vrstevnic a ¥ezii uréete graf funkce f(x,y) = v/x2 + y2.

Viz ilustrace v programu Maple.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E,, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coz je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E,, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coz je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R" definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E,, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coz je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R" definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX,,

kde u je vektor, jehoZ p¥i¢tenim k P obdr2|me Q. Napt. v E; je
vzdalenost bodli P; = (xl,yl) a P, = (x2,y2) dana
1P2 = P1l? = (31 = x2)? + (y1 — y2)*.
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Topologie euklidovskych prostorti

Euklidovsky prostor E,, je mnoZina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zaméfenim R", coz je vektorovy prostor moZznych
prirastka, které umime k bodim prostoru E, pFiditat.

Navic je na R" definovan standardni skalarni sou&in
u-v=>y11xyi kde u=(x1,...,xp) av=(y1,...,yn) jsou
libovolné vektory.

Proto je na E, ddna metrika, tj. funkce vzdalenosti ||Q — P|| dvojic
bodi P, Q predpisem

1Q = PII? = JJull* = ZX,,

kde u je vektor, jehoZ p¥i¢tenim k P obdr2|me Q. Napt. v E; je
vzdalenost bodli P; = (xl,yl) a P, = (x2,y2) dana

IP2 = P1l? = (31 — x2)? + (y1 — y2)*.

Trojdhelnikovd nerovnost pro kazdé t¥i body P, Q, R

IR=Pl=[I(Q—P)+(R-Q) < I(Q-P)I+II(R- Q)
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice
o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kaZdé pevné&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice

o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kaZdé pevné&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné&
zvolené € > 0 aZ na kone&né mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,
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Rozsiteni pojmi topologie R pro body P; libovolného
Euklidovského E,:

Definice

o Cauchyovskd posloupnost — ||P; — Pj|| < €, pro kaZdé pevné&
zvolené € > 0 az na kone¢né& mnoho vyjimeénych hodnot i/, j
(nebo taky ||P; — Pj|| < € pro v8echna i,j > N a vhodné
N eN),

e konvergentni posloupnost — ||P; — P|| < e, pro kazdé pevné&
zvolené € > 0 aZ na kone&né mnoho vyjimeénych hodnot i, j,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoZiny A C E, — existuje posloupnost
bodii v A konvergujici k P a vesmés riiznych od P,
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,

@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina

O5(P) ={Q € E,; [P - QI <4},
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P = QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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leZi uvnitf A,

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P = QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitini bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostaten& velké ),

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Definice

@ uzavfend mnoZina — obsahuje vSechny své hromadné body,
@ otevfend mnoZina — jeji doplnék je uzavreny,
@ otevrené d—okoli bodu P — mnoZina
O5(P) ={Q € Ex; [P = QI <4},
@ hrani¢éni bod P mnoZiny A — kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny prinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitini bod P mnoZiny A — existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitf A,

@ ohrani¢ena mnoZina — lezi celd v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostaten& velké ),

@ kompaktni mnoZina — uzavfena a ohrani¢end mnoZzina.

Pozn: pozor na kvantifikdtory!
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spoletného
systému é—okolr,
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@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spoletného
systému é—okolr,
@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spoletného
systému é—okolr,

@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyZ kaZda v ni obsaZend nekonecnd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,
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Pro podmnoZiny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

© A je otevrena, pravé kdyZ je sjednocenim nejvyse spoletného
systému é—okolr,

@ kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hraniéni,

© kaZdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyZ kaZda v ni obsaZend nekonecnd
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

© A je kompaktni, pravé kdyZ kaZdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné podpokryti,
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Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",
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Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",

Q Jsou-li ACR™ B CR" uzavrené, je uzavrena i mnoZina
Ax B C R™",
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Q Jsou-li ACR™ B CR" oteviené, je oteviena i mnoZina
A x B C R™",
Q Jsou-li AC R™, B C R" uzavfené, je uzavifena i mnoZina
J
Ax B C R™",
© Jsou-li ACR™ B CR" kompaktni, je kompaktni i mnoZina
Ax B CR™,
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UZ na ptikladu s vrstevnicemi jsme vidéli p¥iklad , prostorovych*
kFivek.

KFivka je zobrazeni c : R — E,.
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UZ na ptikladu s vrstevnicemi jsme vidéli p¥iklad , prostorovych*
kFivek.

KFivka je zobrazeni c : R — E,.

Je t¥eba rozliSovat kfivku a jeji obraz v E,:

Obrazem kfivky t — (cos(t),sin(t)),t € R v rovin& E; je
jednotkova kruZnice, stejné jako v pFipadé jiné k¥ivky
t — (cos(t3),sin(t3)),t € R.
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Analogicky k funkcim v jedné promé&nné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.
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Analogicky k funkcim v jedné promé&nné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

@ Derivace: C,(to) = |imt4)t0 w c Rn

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.
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Analogicky k funkcim v jedné promé&nné:

o Limita: lime_, c(t) € E,

@ Derivace: C,(to) = |imt—>t0 (c(t)—c(n)) c Rn

t—1tp
o Integral: fab c(t)dt € R".

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soutadnych slozkach.
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Analogie souvislosti Riemannova integrélu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kF¥ivky:
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Analogie souvislosti Riemannova integrélu a primitivni funkce (=
antiderivace) pro kF¥ivky:

Véta

Je-li ¢ : R — R" kfivka spojitd na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanndv integral fab c(t)dt. Navic je kFivka

C(t) = /t o(s)ds € R

dob¥e definovand, diferencovatelnd a plati C'(t) = c(t) pro
viechny hodnoty t € [a, b].
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Pozndmka

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
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Poznamka

|

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnot& davd pro kfivku c(t) = (ci(t), ..., ca(t))
existenci &isel t; takovych, Ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato &isla ale budou obecné rlizna, nemiizeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi c(b) — c(a) jako ndsobek
derivace kfivky v jediném bodé.
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Poznamka

|

Ne vse funguje tak jako u funkci jedné proménné:
Véta o stfedni hodnot& dava pro k¥ivku c(t) = (ci(t),. .., cn(t))
existenci &isel t; takovych, Ze

ci(b) — ci(a) = (b—a) - ¢i(t;).

Tato &isla ale budou obecné rlizna, nemiizeme proto vyjadrit
rozdilovy vektor koncovych bodi c(b) — c(a) jako ndsobek
derivace kfivky v jediném bodé.

Nap¥. v rovin& E, pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostdvame

c(b) - c(a) = (X'(§)(b—a),y'(n)(b — a)) = (b—a) - (x'(§), y'(m))

pro dvé& (obecné rizné) hodnoty &, 7 € [a, b].
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Teéna ke k¥ivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R” dany
derivaci.
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P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.
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Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
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derivaci.
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V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

P¥iklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢'(t) = (—cost,0,2),

c'(0) = (0,1,0), ||c'(0)]| =1, "(0) = (—1,0,2).
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Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € E, — vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&Feni R” dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢/(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, narozdil od te€ného vektoru nezdvisi na
parametrizaci kF¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t2), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢"(t) = (— cost,0, 2),
c'(0) = (0,1,0), [|'(0)|| = 1, C"(O)—( ;L 2).

Zrychleni ve sméru te¢ny je pak ||c’(0)||( c'(0

|
N

"(0)).
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