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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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2 Zobrazeńı a funkce v́ıce proměnných
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V diferenciálńım a integrálńım počtu funkćı jedné proměnné jsme
se (jak už název napov́ıdá) zabývali zobrazeńımi

f : R→ R.

Přirozeně se nab́ıźı otázka, jak p̌ŕıslušné pojmy zobecnit pro p̌ŕıpad
zobrazeńı

f : Rm → Rn.

Začneme dvěma speciálńımi p̌ŕıpady:

n=1 – funkce v́ıce proměnných

m=1 – ǩrivka v prostoru Rn
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Definice

Zobrazeńı f : Rn → R nazýváme reálná funkce v́ıce proměnných
(ty obvykle znač́ıme x1, . . . , xn). Pro n = 2 nebo n = 3 často ḿısto
č́ıslovaných proměnných použ́ıváme ṕısmena x , y , z . To znamená,
že funkce f definované v prostoru En = Rn budou značeny

f : Rn 3 (x1, . . . , xn) 7→ f (x1, . . . , xn) ∈ R

a nap̌r. funkce f definované v rovině E2 = R2 budou značeny

f : R2 3 (x , y) 7→ f (x , y) ∈ R

Definičńı obor A ⊂ Rn – množina, kde je funkce definována.
(Častým úkolem - nejen - v ṕısemkách bývá nalézt k dané formuli
pro funkci co nejvěťśı definičńı obor, na kterém má tato formule
smysl.)
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Definičńı obor funkce

Př́ıklad

Nalezněte a v rovině zobrazte definičńı obor funkce

f (x , y) = arccos(x2 + y 2 − 1) +

√
|x |+ |y | −

√
2.

Řešeńı

Funkce arccos p̌ripoušt́ı
argument pouze z intervalu
[−1, 1], odmocnina p̌ripoušt́ı
pouze nezáporný argument.
Definičńım oborem je tedy
množina bodů (x , y)
vyznačená na obrázku.

√
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√
2

√
2

−
√

2
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Definice

Grafem funkce v́ıce proměnných je podmnožina
Gf ⊂ Rn × R = Rn+1 splňuj́ıćı

Gf = {(x1, . . . , xn, f (x1, . . . , xn)); (x1, . . . , xn) ∈ A},

kde A je definičńı obor funkce f .

Př́ıklad

Grafem funkce definované v E2

f (x , y) =
x + y

x2 + y 2

je plocha na obrázku,
maximálńım definičńım
oborem je E2 \ {(0, 0)}.

3
2

1
0 y-4

-3 -1
-2

-2

-1 0
-2

0
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Gf ⊂ Rn × R = Rn+1 splňuj́ıćı
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oborem je E2 \ {(0, 0)}.

3
2

1
0 y-4

-3 -1
-2

-2

-1 0
-2

0

1x 2

2

-3
3

4
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Vrstevnice funkce dvou proměnných

U funkćı dvou proměnných uvažujeme pro lepš́ı názornou p̌redstavu
rovněž tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Definice

Necht’ f : R2 → R je funkce dvou proměnných, c ∈ R. Množinu

fc = (x , y) ∈ R2 : f (x , y) = c

nazýváme vrstevnice funkce f na úrovni c.

Zřejmě jde v p̌ŕıpadě vrstevnice na úrovni c o p̌ŕımou analogii řezu
grafu funkce f rovinou z = c . Pro p̌redstavu o grafu funkce dvou
proměnných jsou samožrejmě užitečné rovněž řezy rovinami x = 0
(bokorys), y = 0 (nárys), z = 0 (p̊udorys).
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Př́ıklad

Pomoćı vrstevnic a řez̊u určete graf funkce f (x , y) =
√

x2 + y 2.

Řešeńı

Viz ilustrace v programu Maple.
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Topologie euklidovských prostor̊u

Euklidovský prostor En je množina bodů (bez volby soǔradnic)
spolu se zamě̌reńım Rn, což je vektorový prostor možných
p̌ŕır̊ustk̊u, které uḿıme k bodům prostoru En p̌rič́ıtat.

Nav́ıc je na Rn definován standardńı skalárńı součin
u · v =

∑n
i=1 xiyi , kde u = (x1, . . . , xn) a v = (y1, . . . , yn) jsou

libovolné vektory.
Proto je na En dána metrika, tj. funkce vzdálenosti ‖Q − P‖ dvojic
bodů P, Q p̌redpisem

‖Q − P‖2 = ‖u‖2 =
n∑

i=1

x2
i ,

kde u je vektor, jehož p̌ričteńım k P obdrž́ıme Q. Nap̌r. v E2 je
vzdálenost bodů P1 = (x1, y1) a P2 = (x2, y2) dána
‖P2 − P1‖2 = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
Trojúhelńıková nerovnost pro každé ťri body P, Q, R

‖R − P‖ = ‖(Q − P) + (R − Q)‖ ≤ ‖(Q − P)‖+ ‖(R − Q)‖.
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libovolné vektory.
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Rozš́ı̌reńı pojmů topologie R pro body Pi libovolného
Euklidovského En:

Definice

Cauchyovská posloupnost – ‖Pi − Pj‖ < ε, pro každé pevně
zvolené ε > 0 až na konečně mnoho výjimečných hodnot i , j
(nebo taky ‖Pi − Pj‖ < ε pro všechna i , j > N a vhodné
N ∈ N) ,

konvergentńı posloupnost – ‖Pi − P‖ < ε, pro každé pevně
zvolené ε > 0 až na konečně mnoho výjimečných hodnot i , j ,
bod P pak nazýváme limitou posloupnosti Pi ,

hromadný bod P množiny A ⊂ En – existuje posloupnost
bodů v A konverguj́ıćı k P a vesměs r̊uzných od P,
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N ∈ N) ,
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Definice

uzav̌rená množina – obsahuje všechny své hromadné body,

otev̌rená množina – jej́ı doplněk je uzav̌rený,

otev̌rené δ–okoĺı bodu P – množina
Oδ(P) = {Q ∈ En; ‖P − Q‖ < δ},
hraničńı bod P množiny A – každé δ–okoĺı bodu P má
neprázdný pr̊unik s A i s komplementem En \ A,

vniťrńı bod P množiny A – existuje δ–okoĺı bodu P, které celé
lež́ı uvniťr A,

ohraničená množina – lež́ı celá v nějakém δ–okoĺı některého
svého bodu (pro dostatečně velké δ),

kompaktńı množina – uzav̌rená a ohraničená množina.

Pozn: pozor na kvantifikátory!
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Pozn: pozor na kvantifikátory!
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Věta

Pro podmnožiny A ⊂ En v euklidovských prostorech plat́ı:

1 A je otev̌rená, právě když je sjednoceńım nejvýše spočetného
systému δ–okoĺı,

2 každý bod a ∈ A je bud’ vniťrńı nebo hraničńı,

3 každý hraničńı bod je bud’ izolovaným nebo hromadným
bodem A,

4 A je kompaktńı, právě když každá v ńı obsažená nekonečná
posloupnost má podposloupnost konverguj́ıćı k bodu v A,

5 A je kompaktńı, právě když každé jej́ı otev̌rené pokryt́ı
obsahuje konečné podpokryt́ı,
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Věta

1 Jsou-li A ⊆ Rm,B ⊆ Rn otev̌rené, je otev̌rená i množina
A× B ⊆ Rm+n.

2 Jsou-li A ⊆ Rm,B ⊆ Rn uzav̌rené, je uzav̌rená i množina
A× B ⊆ Rm+n.

3 Jsou-li A ⊆ Rm,B ⊆ Rn kompaktńı, je kompaktńı i množina
A× B ⊆ Rm+n.
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Křivky

Už na p̌ŕıkladu s vrstevnicemi jsme viděli p̌ŕıklad
”
prostorových“

ǩrivek.

Definice

Křivka je zobrazeńı c : R→ En.

Je ťreba rozlǐsovat ǩrivku a jej́ı obraz v En:

Př́ıklad

Obrazem ǩrivky t 7→ (cos(t), sin(t)), t ∈ R v rovině E2 je
jednotková kružnice, stejně jako v p̌ŕıpadě jiné ǩrivky
t 7→ (cos(t3), sin(t3)), t ∈ R.
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Křivka je zobrazeńı c : R→ En.
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Analogicky k funkćım v jedné proměnné:

Definice

Limita: limt→t0 c(t) ∈ En

Derivace: c ′(t0) = limt→t0

(c(t)−c(t0))
t−t0

∈ Rn

Integrál:
∫ b
a c(t)dt ∈ Rn.

Limity, derivace i integrály lze spoč́ıtat po jednotlivých n
soǔradných složkách.
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Analogie souvislosti Riemannova integrálu a primitivńı funkce (=
antiderivace) pro ǩrivky:

Věta

Je-li c : R→ Rn ǩrivka spojitá na intervalu [a, b], pak existuje jej́ı

Riemann̊uv integrál
∫ b
a c(t)dt. Nav́ıc je ǩrivka

C (t) =

∫ t

a
c(s)ds ∈ Rn

dob̌re definovaná, diferencovatelná a plat́ı C ′(t) = c(t) pro
všechny hodnoty t ∈ [a, b].
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Věta
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Poznámka

Ne vše funguje tak jako u funkćı jedné proměnné:

Věta o sťredńı hodnotě dává pro ǩrivku c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))
existenci č́ısel ti takových, že

ci (b)− ci (a) = (b − a) · c ′i (ti ).

Tato č́ısla ale budou obecně r̊uzná, nemůžeme proto vyjáďrit
rozd́ılový vektor koncových bodů c(b)− c(a) jako násobek
derivace ǩrivky v jediném bodě.

Nap̌r. v rovině E2 pro c(t) = (x(t), y(t)) takto dostáváme

c(b)− c(a) = (x ′(ξ)(b − a), y ′(η)(b − a)) = (b − a) · (x ′(ξ), y ′(η))

pro dvě (obecně r̊uzné) hodnoty ξ, η ∈ [a, b].
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Tečna ke ǩrivce

Derivace zadává tečný vektor ke ǩrivce c : R→ En v bodě
c(t0) ∈ En – vektor c ′(t0) ∈ Rn v prostoru zamě̌reńı Rn daný
derivaćı.

Př́ımka zadaná parametricky T : c(t0) + τ · c ′(t0) je tečna ke
ǩrivce c v bodě t0, narozd́ıl od tečného vektoru nezáviśı na
parametrizaci ǩrivky c.
V geometrii a fyzice se v souvislosti s ǩrivkami zaváděj́ı i daľśı
pojmy:

Př́ıklad

Pro ǩrivku c(t) = (cos t, t, t2), t ∈ [0, 3] určete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleńı v čase t = 0.
c ′(t) = (− sin t, 1, 2t), c ′′(t) = (− cos t, 0, 2),
c ′(0) = (0, 1, 0), ‖c ′(0)‖ = 1, c ′′(0) = (−1, 0, 2).
Zrychleńı ve směru tečny je pak 1

‖c ′(0)‖(c ′(0) · c ′′(0)).
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Pro ǩrivku c(t) = (cos t, t, t2), t ∈ [0, 3] určete rychlost, velikost
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c ′(t) = (− sin t, 1, 2t), c ′′(t) = (− cos t, 0, 2),

c ′(0) = (0, 1, 0), ‖c ′(0)‖ = 1, c ′′(0) = (−1, 0, 2).
Zrychleńı ve směru tečny je pak 1

‖c ′(0)‖(c ′(0) · c ′′(0)).
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Tečna ke ǩrivce

Derivace zadává tečný vektor ke ǩrivce c : R→ En v bodě
c(t0) ∈ En – vektor c ′(t0) ∈ Rn v prostoru zamě̌reńı Rn daný
derivaćı.
Př́ımka zadaná parametricky T : c(t0) + τ · c ′(t0) je tečna ke
ǩrivce c v bodě t0, narozd́ıl od tečného vektoru nezáviśı na
parametrizaci ǩrivky c.
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