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Rovinné grafy

Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.




Rovinné grafy

Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.

Indukci podle poétu hran.




Rovinné grafy
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi, tj. mnohosténli posklddanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelnik( tak, Ze se jich v kaZzdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi, tj. mnohosténli posklddanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelniki tak, Ze se jich v kazdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:




P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti ptislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e



P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti ptislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e

a podobné& potitdme polet hran, které ohranicuji jednotlivé stény,
a bereme v dvahu, Ze kaZzda je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Eulerdv vztah pak ¥ika
5 n 2e n 2e
=n—e+s=——e+—.
d k
Upravou odtud dostdviame pro nae znémé d a k vztah
11 1 1

d+k 2+e‘



Rovinné grafy
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ProtoZe e a n musi byt pfirozend &isla (tj. zejména je % >0) a
minimum pro d i k je 3, dostdvdme p¥imou diskusi vSech moZnosti
tento vycet:

d| k n e s
313 4| 6| 4
314 8|12 6
413 6|12 8
31512030 |12
51311230 |20

Tabulka zaddva vSechny moZnosti. Ve skute¢nosti ale také viechny
odpovidajici pravidelné mnohostény existuji - jiZz jsme je vidéli.
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Maximalni pocet hran

Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V|—6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.




Rovinné grafy
000e0

Maximalni pocet hran

Véta
Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V|—6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.

Dikaz.

Maximalni rovinny graf ma viechny stény ohrani¢ené kruznici délky
3, z ¢ehoZ plyne 3|S| = 2|E| a odtud jiz pomoci Eulerova vztahu
dostavame prvni tvrzeni. Podobné v druhé ¢&asti. []

| A

y




Rovinné grafy
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Dusledek

e Ks neni rovinny;
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Rovinné grafy
ooooe

Dusledek

e Ks neni rovinny;
@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;




Rovinné grafy
ooooe

Dusledek

e Ks neni rovinny;

@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;

@ kaZdy rovinny graf bez trojihelniki obsahuje alespori jeden
vrchol stupné nejvyse 3.




Rovinné grafy
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Problém &tyf barev

N s

Jednim z nejznaméjSich kombinatorickych problémi je otazka:
Je mozZné kaZdou mapu obarvit 4 barvami?

Tento problém sice na prvni pohled vypada ryze geometricky, ale
da se preformulovat do kombinatorické podoby.

Mapou nazyvame souvisly rovinny multigraf bez mostl. Normdin/
mapou pak mapu, jejiz viechny vrcholy jsou stupn& 3. Obarveni
mapy je funkce, kterd kazdé st&n& mapy pfiradi &islo (barvu).




Rovinné grafy
oce

Problém &tyf barev byl rozfeSen teprve po vice nezZ sto letech
badani — mnoho matematik( na prezentovany diikaz stdle pohlizi
s despektem, protoZe je zaloZen na provéfeni velkého mnoZstvi
ptipadl pomoci poéitate. Elementarnimi kombinatorickymi
prostfedky je mozné alespoii dokdzat moznost obarveni normalnich
map péti barvami — viz literatura.

Véta (Appel, Haken (1976))

KaZdou normalni mapu je moZné obarvit pomoci CtyF barev.
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© Izomorfismy stromii



Izomorfismy stromii
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Stromy se &asto pouZivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochazime v uritém potadi vrcholl — narozdil od grafti k
jednozna&nému uréeni néjakého uspotradani vrcholl stadi vybrat
jeden vrchol — kofen (root) v;.

Ve stromu neni Zadnda kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zaddva orientaci v3ech hran.
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Stromy se &asto pouZivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochazime v uritém potadi vrcholl — narozdil od grafti k
jednozna&nému uréeni néjakého uspotradani vrcholl stadi vybrat
jeden vrchol — kofen (root) v;.

Ve stromu neni Zadnda kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci v8ech hran.

Po vybéru koFenu se zalina graf vice podobat skute¢nému stromu
v pFirod&. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyviame ko¥enové
stromy.



Izomorfismy stromii
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Stromy se &asto pouZivaji jako (acyklické) datové struktury, v praxi
stromy prochazime v uritém potadi vrcholl — narozdil od grafti k
jednozna&nému uréeni néjakého usporadani vrcholl sta&i vybrat
jeden vrchol — kofen (root) v;.

Ve stromu neni Zadnda kruznice, proto volba jednoho vrcholu v,
zadava orientaci v8ech hran.

Po vybéru koFenu se zalina graf vice podobat skute¢nému stromu
v pFirod&. Stromy s jednim vybranym kofenem nazyviame ko¥enové
stromy.

Definice

V kofenovém stromu T = (V/, E) je vrchol w je naslednik vrcholu
v a naopak v je predchiidce vrcholu w pravé tehdy, kdyZ existuje
cesta z kofene stromu do w kterd prochdzi v a v # w. P¥imy
naslednik a pfimy pfedchidce vrcholu jsou pak naslednici a
predchiidci pfimo spojeni hranou. Mluvime také o synech a otcich
(patrn& v nardZce na genealogické stromy).




Izomorfismy stromii
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Binarni stromy jsou specidlnim p¥ipadem korenového stromu, kdy
kaZdy otec ma nejvySe dva nasledniky (n&kdy se ale pod stejnym
oznacenim bindrni strom predpokldda, Ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nésledniky).
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Binarni stromy jsou specidlnim p¥ipadem korenového stromu, kdy
kaZdy otec ma nejvySe dva nasledniky (n&kdy se ale pod stejnym
oznacenim bindrni strom predpokldda, Ze vSechny vrcholy kromé
listd maji pravé dva nésledniky).

Casto jsou vrcholy stromu spojeny s kli€i v n&jaké tpln&
uspofddané mnoziné (nap¥. redlna &isla) a slouzi k hledani vrcholu
s danym kli¢em.

Je realizovano jako hledani cesty od kofene stromu a v kaZdém
vrcholu se podle velikosti rozhodujeme, do kterého ze synii budeme
pokralovat (resp. zastavime hledani, pokud jsme jiz ve hledaném
vrcholu). Abychom mohli tuto cestu jednoznatn& krok po kroku
uréovat, pozadujeme aby jeden syn spole¢né se viemi jeho
nasledniky mé&li mensi klice nez druhy syn a vSichni jeho naslednici.
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[zomorfismus stromtu

Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukazeme, situace podstatné jednodussi.
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[zomorfismus stromtu

Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis viech moznych
izomorfism0 (kofenovych) stromi je uZitetné kromé& vztahi
otec—syn jesté uZitetné mit syny uspofadany v poradi (tfeba v
predstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).
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[zomorfismus stromtu

Jiz dfive jsme si ¥ikali, Ze rozhodnout o izomorfismu dvou obecnych
grafli je velmi obtizny problém. U strom{ je nastésti, jak si
ukazeme, situace podstatné jednodussi. Pro popis viech moznych
izomorfism0 (kofenovych) stromi je uZitetné kromé& vztahi
otec—syn jesté uZitetné mit syny uspofadany v poradi (tfeba v
predstavé odleva doprava nebo podle postupného ristu atd.).

Definice

Péstény strom T = (V, E, v,,v) je kofenovy strom spoletn&

s &aste¢nym usporadanim v na hranach takovym, Ze srovnatelné
jsou vzdy pravé hrany sméfujici od jednoho otce k syniim.
Morfismem kofenovych stromt T = (V,E,v,)a T' = (V' E',V))
rozumime takovy morfismus grafii ¢ : T — T’, ktery prevadi v, na
v,. Obdobn& pro izomorfismy.

Pro pésténé stromy navic poZadujeme aby zobrazeni hran
zachovavalo &3steénd usporadani v a V.




Izomorfismy stromii
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Kdédy stromii

Pro p&sténé stromy T = (V| E, v,,v) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednozna&ny popis pomoci slov z nul a jednitek.

Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirlstek
nazna&ime dv&ma tahy, které si oznatime 0 (dold) a 1 (nahoru).
Zatneme od listd (p¥ip. mimo kofene), kterym viem p¥ifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim &asti slov
tak, Ze ma-li otec v syny uspotradany jako posloupnost vi,..., vy, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznadeni slovy Wi, ... W, pak pro otce

pouZijeme slovo
oWy ... W,l.

Hovofime o kédu pésténého stromu.
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Kdédy stromii

Pro p&sténé stromy T = (V| E, v,,v) zavedeme jejich (jak
uvidime) jednozna&ny popis pomoci slov z nul a jednitek.

Obrazné si mizeme predstavit, Ze strom kreslime a kazdy pfirlstek
nazna&ime dv&ma tahy, které si oznatime 0 (dold) a 1 (nahoru).
Zatneme od listd (p¥ip. mimo kofene), kterym viem p¥ifadime
slovo 01. Cely strom pak budeme popisovat zfetézovanim &asti slov
tak, Ze ma-li otec v syny uspotradany jako posloupnost vi,..., vy, a
jsou-li jiz jednotlivi synové oznadeni slovy Wi, ... W, pak pro otce

pouZijeme slovo
oWy ... W,l.

Hovofime o kédu pésténého stromu.
Skute¢né, kreslenim cest doli a nahoru ziskdme skute&né plvodni
strom s jednou hranou sméfujici shora do kofene navic.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.

Pro nejkratsi koéd 01 je situace snadna.
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Dva pésténé stromy jsou izomorfni pravé, kdyZ maji stejny kod.

Diikaz.

Z konstrukce je zfejmé, Ze izomorfni stromy budou mit stejny kéd,
zbyva tedy pouze dokazat, Ze neizomorfni stromy vedou na riizné
kody, jinymi slovy, Ze z daného kdédy jednoznaéné zrekonstruujeme
vychozi p&stovany strom.

Dokéazeme to indukci podle délky kédu (tj. pottu nul a jednitek)
tak, Ze vyuZijeme jednoznaéné kédy pro viechny podstromy vzniklé
odjemutim kotene.

Pro nejkratsi kéd 01 je situace snadna. V indukénim kroku je dan
kéd délky 2(n + 1) tvaru 0AL, pfitemz A = A1Ax ... A; je
z¥etézenim n&kolika kédii péstovanych stromii. Cést A; je tvorena
nejkrat$im prexifex A, ktery ma stejny polet 0 a 1, déle Ay, atd.
Podle indukéniho predpokladu kaZzdé A; jednoznaéné odpovida
pésténému stromu, z &ehoz zfejmé dostdvame jediny péstény strom
odpovidajici kédu 0A1. O

_4
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.

U koFenovych stromii lze vyuZit kédy, pokud se podafi uréit poradi
jejich syni jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syni oviem
nezéleZi pravé tehdy, kdyZ jsou podgrafy uréené jejich nasledniky
izomorfni.
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Nyni pfevedeme testovani izomorfismu kofenovych stromd, resp.
stromi na testovani pé&sténych stromu.

U koFenovych stromii lze vyuZit kédy, pokud se podafi uréit poradi
jejich syni jednoznaéné az na izomorfismus. Na pofadi syni oviem
nezalezi pravé tehdy, kdyZ jsou podgrafy uréené jejich ndsledniky
izomorfni.

VyuZijeme proto obdobu (rekurzivni) konstrukce kédu pro pé&sté&né
stromy — budeme postupovat obdobné s vyuZitim lexikografického
(slovnikového) uspotadni synii podle jejich kédd. Kofenovy strom
budeme tedy popisovat zfetézovanim &asti slov tak, Zze ma-li otec v
syny jiz oznaleny kédy Wi, ... W), pak pro otce pouZijeme slovo

oW ... Wl

kde poradi Wi,..., Wy je zvoleno tak aby W1 < Wh < --- < W,.



Izomorfismy stromii
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
pFiblizné uprostfed stromu.
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
pFibliZzné uprostred stromu.

KaZzdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou exg(v) tzv.
vystFednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Bud C(T) mnoZina vrcholii stromu T, jejichZ vysttednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyvd stfed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) md jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.
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Pokud neni uréen kofen ve stromé, mlZeme jej uréit tak, aby byl
pFibliZzné uprostred stromu.

KaZzdému vrcholu stromu T pfifadime hodnotou exg(v) tzv.
vystFednosti (excentricity), kterou definujeme pro kazdy vrchol v
jako maximalni vzdalenost z v do jiného vrcholu w v T.

Tvrzen{

Bud C(T) mnoZina vrcholii stromu T, jejichZ vysttednost nabyvd
minimalni hodnoty (C(T) se nazyvd stfed/centrum grafu,
minimalni hodnota pak polomér grafu). Pak C(T) md jeden vrchol
nebo dva vrcholy spojené hranou v T.

Diikaz.

Snadno indukei s vyuZitim trividlniho faktu, Ze nejvzdalen&j$im
vrcholem od kaZdého vrcholu v je nutné list. Centrum T tedy
splyva s centrem stromu T', ktery vznikne z T vypudt&nim listi a
pFislusnych hran. O
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfeté&zenim kédi
obou kotenovych stromii (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfeté&zenim kédi
obou kotenovych stromii (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZ maji spole¢ny kdd.
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Libovolnému stromu pfitadime jednoznaény kéd, aZ na
izomorfismus takto: Pokud je v centru T jediny vrchol, pouZijeme
jej jako koten; v opa&ném pFipadé vytvofime stejnym zplisobem
kéd pro dva stromy vzniklé z T odebranim hrany (bez vrcholl)
spojujici vrcholy xi,x2 v C(T) a kéd vznikne zfeté&zenim kédi
obou kotenovych stromii (T1,x1), (T2, x2) v poradi podle
lexikografického uspotadani téchto kédi.

Dva stromy T a T' jsou izomorfni pravé, kdyZ maji spole¢ny kdd.

Poznamka

Z uvedenych tvah Ize snadno nahlédnout, Ze algoritmus na
testovani izomorfismu strom( lze implementovat v linedrnim case
vzhledem k poctu vrcholi.
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Kostra grafu
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V praktickych aplikacich €asto zaddva graf vSechny moZnosti
propojeni mezi objekty, pfikladem miZe byt tfeba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektrickd sit. Pokud ndm sta&i zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholli p¥i minimalnim poctu hran,
hledame vlastn& v grafu G faktor T, ktery je stromem.
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V praktickych aplikacich €asto zaddva graf vSechny moZnosti
propojeni mezi objekty, pfikladem miZe byt tfeba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektrickd sit. Pokud ndm sta&i zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholli p¥i minimalnim poctu hran,
hledame vlastn& v grafu G faktor T, ktery je stromem.

Libovolny strom T = (V,E’) v grafu G = (V,E), E' C E se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruZnice).




Kostra grafu
©0000000

V praktickych aplikacich €asto zaddva graf vSechny moZnosti
propojeni mezi objekty, pfikladem miZe byt tfeba silni¢ni nebo
vodovodni nebo elektrickd sit. Pokud ndm sta&i zajistit
propojitelnost kazdych dvou vrcholli p¥i minimalnim poctu hran,
hledame vlastn& v grafu G faktor T, ktery je stromem.

Libovolny strom T = (V,E’) v grafu G = (V,E), E' C E se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruZnice).

Evidentné miZe kostra v grafu existovat pouze pokud je graf G
souvisly. Misto formalniho dlikazu, Ze plati i opak uvedeme p¥imo
algoritmus, jak kostru grafu sestrojit.
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Pocet koster grafu K,

Véta (Cayleyho formule)

Pro n > 2 je polet koster k(Ky) na K, (tj. pocet stromi na
danych n vrcholech) roven n"=2.

Poznamka

Pocet koster je vyznamny pojem pouzivany v mnoha aplikacich.
Nap¥. v elektrotechnice, pfi hypotetickém predpokladu
jednotkového odporu mezi kaZzdymi dvéma vrcholy spojenymi
hranou, namé&fime mezi 2 vrcholy spojenymi hranou (vodi¢em)
odpor, ktery je roven poctu koster obsahujicich tuto hranu lomeno
celkovy pocet koster v grafu
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Dikaz: Neni zndam Zadny p¥imodary zpisob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zpisoby
(nap¥. pomoci skére, kédovani koster, determinantd, &i po&itani
povykosii — viz [MN]).
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Dikaz: Neni zndam Zadny p¥imodary zpisob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zpisoby
(nap¥. pomoci skére, kédovani koster, determinantd, &i po&itani
povykosii — viz [MN]).

Spotitdme dv&ma zpisoby povykosy (povykos = postup vyroby
kofenového stromu). Povykos je definovédn jako trojice (T, r,v),
kde T je strom na n vrcholech, r jeho kofen a v o&islovani hran,
neboli bijekce v : E(T) — {1,2,...,n— 1} (za&ndme s prazdnou
mnoZinou hran a postupné p¥iddvdme hranyv potadi podle v).
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Dikaz: Neni zndam Zadny p¥imodary zpisob, jak dokazat platnost
této jednoduché formule, Ize ji ale dokdzat mnoha riiznymi zpisoby
(nap¥. pomoci skére, kédovani koster, determinantd, &i po&itani
povykosii — viz [MN]).

Spotitdme dv&ma zpisoby povykosy (povykos = postup vyroby
kofenového stromu). Povykos je definovédn jako trojice (T, r,v),
kde T je strom na n vrcholech, r jeho kofen a v o&islovani hran,
neboli bijekce v : E(T) — {1,2,...,n— 1} (za&ndme s prazdnou
mnoZinou hran a postupné p¥iddvdme hranyv potadi podle v).
Pro kazdy strom T miiZeme kofen r zvolit n zplisoby a o¢islovani
hran (n — 1)! zplsoby, proto je polet povykosi n(n — 1)! - k(Kj).



Dakaz — pokr.:

Druhy zpisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami smé&fujicimi ke koFeni. Zaéneme s prazdnym
grafem a budeme pf¥idavat Sipky v n — 1 krocich.

1. Sipka: n(n — 1) moZnosti.



00080000

Dakaz — pokr.:
Druhy zpisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami smé&fujicimi ke koFeni. Zaéneme s prazdnym
grafem a budeme pf¥idavat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moZnosti.
dalsi Sipka:

@ nesmi vytvofit kruZnici;
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Druhy zpisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami smé&fujicimi ke koFeni. Zaéneme s prazdnym
grafem a budeme pf¥idavat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moZnosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvofit kruZnici;
@ na konci musi z kaZdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kaZda nova Sipka vychazet z vrcholu,
z néhoZ jesté zaddna nevychazi.
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Druhy zpisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami smé&fujicimi ke koFeni. Zaéneme s prazdnym
grafem a budeme pf¥idavat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moZnosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvofit kruZnici;
@ na konci musi z kaZdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kaZda nova Sipka vychazet z vrcholu,
z néhoZ jesté zaddna nevychazi.
V kazdé komponentg jiZ vytvoreného grafu je pravé jeden vrchol, z
n&ho# nevychazi Sipka. Sipka &islo k + 1 musi vést do n&kterého
vrcholu a vychdzet z kofene nékteré z ostatnich komponent —
n(n — k — 1) moZnosti.



Dakaz — pokr.:
Druhy zpisob: kofenovy strom budeme uvazovat jako orientovany
strom se Sipkami smé&fujicimi ke koFeni. Zaéneme s prazdnym
grafem a budeme pf¥idavat Sipky v n — 1 krocich.
1. Sipka: n(n — 1) moZnosti.
dalsi Sipka:
@ nesmi vytvofit kruZnici;
@ na konci musi z kaZdého vrcholu kromé jediného vychazet
néjaka Sipka, proto musi kaZda nova Sipka vychazet z vrcholu,
z néhoZ jesté zaddna nevychazi.
V kazdé komponentg jiZ vytvoreného grafu je pravé jeden vrchol, z
n&ho# nevychazi Sipka. Sipka &islo k + 1 musi vést do n&kterého
vrcholu a vychdzet z kofene nékteré z ostatnich komponent —
n(n — k — 1) moznosti. Celkem mame

n—2

l_In(n—k—l):(n—l)!~n"_1

k=0
zplsobl a porovndnim s prvnim vypoltem dostaneme tvrzeni.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Sefadime zcela libovolné vechny hrany e;, ..., e, v E do pofadi a
postupn& budujeme mnoziny hran E;(i =0,...,m) tak, Zze Eg = ()
v t-tém kroku p¥iddme hranu e; k Ei_1 (tj. E; = Ei—1 U {e;} ),

jestlize tim nevznikne v grafu G; = (V, E;) kruZnice, a ponechdme
E; = E;_1 beze zmény v pt¥ipad& opatném. Algoritmus skon¢&i
pokud bud ma ji# graf G; pro n&jaké i pravé n — 1 hran nebo je jiZ
i = m. Pokud zastavujeme z druhého divodu, byl pivodni graf
nesouvisly a kostra neexistuje.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Sefadime zcela libovolné vechny hrany e;, ..., e, v E do pofadi a
postupn& budujeme mnoziny hran E;(i =0,...,m) tak, Zze Eg = ()
v t-tém kroku p¥iddme hranu e; k Ei_1 (tj. E; = Ei—1 U {e;} ),

jestlize tim nevznikne v grafu G; = (V, E;) kruZnice, a ponechdme
E; = E;_1 beze zmény v pt¥ipad& opatném. Algoritmus skon¢&i
pokud bud ma ji# graf G; pro n&jaké i pravé n — 1 hran nebo je jiZ
i = m. Pokud zastavujeme z druhého divodu, byl pivodni graf
nesouvisly a kostra neexistuje.

Vysledkem predchoziho algoritmu je vZdy les T. Jestlize algoritmus
skon¢i's k < n— 1 hranami, ma pivodni graf n — k komponent.
Zejména je tedy T kostrou pravé, kdyz algoritmus skonci pro
dosaZeni n — 1 hran.
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Diikaz.

Tvrzeni, Ze vysledny graf T je lesem, je zfejmé z postupu
konstrukce. Je-li k = n—1, je navic T strom podle charakterizaéni
véty o stromech. Je-li k < n—1, je T lesem, s n — k stromovymi
komponentami, nebot kazd4 dali komponenta pfispiva jedni¢kou k
hodnoté (n — 1) — k (rozdil po&tu hran ve stromu a po&tu hran v
grafu T). O
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam stadi umét pro jiz zadané tfidy
ekvivalence na dané mnoZin& (v nasem pfipad& jsou to vrcholy)
slu¢ovat dvé t¥idy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které t¥idy pat¥i. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) &asu,
kde k je pocet prvki slu¢ovanych tfid a jisté miiZzeme pouZzit
ohrani&eni pottu k celkovym po&tem vrcholi n. Se tfidami si
miZeme pamatovat i pocty jejich prvkl a priibézné pro kazdy
vrchol uchovévat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou
tfid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovanf{
ekvivalence vrcholi, proto Ize sloZitost ohranigit O(n? + m).
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam stadi umét pro jiz zadané tfidy
ekvivalence na dané mnoZin& (v nasem pfipad& jsou to vrcholy)
slu¢ovat dvé t¥idy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které t¥idy pat¥i. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) &asu,
kde k je pocet prvki slu¢ovanych tfid a jisté miiZzeme pouZzit
ohrani&eni pottu k celkovym po&tem vrcholi n. Se tfidami si
miZeme pamatovat i pocty jejich prvkl a priibézné pro kazdy
vrchol uchovévat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou
tfid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovanf{
ekvivalence vrcholi, proto Ize sloZitost ohranigit O(n? + m).
Budeme-li vZdy pfeznacovat mensi ze slu¢ovanych tfid, pak celkovy
pocet operaci v nasem algoritmu Ize ohranitit O(nlogn+ m).
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za¢neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatf.
Prvni takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skont&i, aZ takova hrana neexistuje.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za¢neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatf.
Prvni takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skont&i, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentn& je vysledny graf T (v p¥ipad&, Ze ma n vrcholl) souvisly
a podle poctu vrcholil a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji
s vrcholy souvislé komponenty G.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za¢neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatf.
Prvni takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skont&i, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentn& je vysledny graf T (v p¥ipad&, Ze ma n vrcholl) souvisly
a podle poctu vrcholil a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji
s vrcholy souvislé komponenty G.

Algoritmus v &ase O(n+ m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pod&atecniho vrcholu v.
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Plan prednéasky

@ Minimaini kostra
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Kromé nalezeni kostry je Casto Gcelné zndt nejlepsi moznou kostru
vzhledem k né&jakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromi, kazda kostra grafu G ma stejny po&et hran.

V grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry

s minimalnim sou¢tem ohodnoceni pouZitych hran.

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami

s nezapornymi vahami w(e) pro v3echny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, kterd
ma mezi viemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni viech
hran.
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Kromé nalezeni kostry je Casto Gcelné zndt nejlepsi moznou kostru
vzhledem k né&jakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromi, kazda kostra grafu G ma stejny po&et hran.

V grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry

s minimalnim sou¢tem ohodnoceni pouZitych hran.

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami

s nezapornymi vahami w(e) pro v3echny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, kterd
ma mezi viemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni viech
hran.

O prakti¢nosti takové tlohy mizete pfemyslet t¥eba v souvislosti s
rozvodnymi sitémi elekt¥iny, plynu, vody apod (viz nap¥. problém
elektrifikace &asti jizni Moravy, ktery vyfesil Otakar Bortivka v roce
1926 pomoci algoritmu — v dnesni terminologii — minimalni kostry,
pFestoZe obor teorie grafil, ¢ekal jesté cca 10 let na svij oficidlni
vznik).
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Kruskaliv algoritmus

P¥edpokladejme, Ze jsou viechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezdpornd. Ndsledujicimu postupu se ¥ikd Kruskalav algoritmus:
@ Setfidime v8ech m hran v E tak, aby
w(er) < wies) < -+ < w(em).
@ v tomto pofadi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.
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Kruskaliv algoritmus

P¥edpokladejme, Ze jsou viechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezdpornd. Ndsledujicimu postupu se ¥ikd Kruskalav algoritmus:

@ Setfidime v8ech m hran v E tak, aby
wler) < wlez) < - < wlem).

@ v tomto pofadi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.

Jde o typicky p¥iklad takzvaného hladového (greedy) pFistupu, kdy
se k maximalizaci zisku (nebo minimalizaci néklad() snaZime
dostat vyb&rem momentalng nejvyhodngjétho kroku. Casto tento
ptistup zklame, protoZe nizké ndklady na za¢atku procesu mohou
zavinit vysoké na jeho konci.

V tomto p¥ipad& (nastésti) hladovy p¥istup funguje, nemusime tedy
prohleddvat a porovnavat a# n"~2 koster na daném grafu.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je pocet hran v G.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je pocet hran v G.

Diikaz.

Bud T vyslednd kostra z algoritmu, Tg takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokaZeme, ze To = T.
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P¥edpoklddejme Tg # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To li3i v hran& e; (zfejmé& e € T \ Ty).
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pravé jednu kruZnici C.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je pocet hran v G.

Diikaz.

Bud T vyslednd kostra z algoritmu, Tg takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokaZeme, ze To = T.

P¥edpoklddejme Tg # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To li3i v hran& e; (zfejmé& ej € T \ Tp). Pak To U {ej} obsahuje
pravé jednu kruZnici C. Na této kruZnici tedy existuje hrana

ex(k > j), kterd neni v T. Pak ale w(ex) > w(ej) a kostra

s hranami To \ {ex} U {ej} neni horsi neZz Ty a protoZe se od T lisi
"pozdé&ji”, méli jsme ji na zalatku vybrat misto Ty. Spor. [
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnikiv
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Boriivky z r. 1926.

Jarnikdv algoritmus najde minimalni kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnikiv
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Boriivky z r. 1926.

Véta
Jarnikdv algoritmus najde minimalni kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.

Poznamka

Borlivkiv algoritmus tvofi stdle co nejvice souvislych komponent
zaraz. Za&neme s jednoprvkovymi komponentami v grafu

To = (V,0) a pak postupn& kazdou komponentu propojime
nejkratsi moZnou hranou s komponentou jinou. Opé&t takto
obdrZzime minimalni kostru. Tento algoritmu je zakladem
nejrychlejsiho zndmého algoritmu, b&Ziciho v ¢ase O(n+ m).




Priklad

Urcete pomoci uvedenych algoritm@ minimalni kostru grafu
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