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Dalsi vyznamna skupina aplikaci jazyka teorie grafi se tyka
presunu né&jakého mé¥itelného materidlu v pevné zadané siti.
Vrcholy v orientovaném grafu predstavuji body, mezi kterymi Ize
podél hran pfendset pfedem zndma mnoZstvi, kterd jsou zadana
formou ohodnoceni hran. Nékteré vybrané vrcholy pfedstavuji
zdroj sité, jiné vystup ze sité. Podle analogie potrubni sit& pro
prenos kapaliny ¥ikdme vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy
pro nas orientovany graf s ohodnocenymi hranami a vybranymi
vrcholy, kterym ¥ikdme zdroje a stoky.
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Je zfejmé, Ze se miiZeme bez Gjmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jednim zdrojem a jednim stokem.

V obecném pfipadé totiz vZdy miiZeme pfidat jeden stok a jeden
zdroj navic a spojit je vhodné orientovanymi hranami se vSemi
zadanymi zdroji a stoky tak, Ze ohodnoceni p¥idanych hran bude
zarovel zaddvat maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stoki.
Situace je naznaena na obrazku, kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou
zobrazeny vSechny zadané zdroje, zatimco &erné vrcholy napravo
jsou v8echny zadané stoky. Nalevo je jeden p¥idany (virtudlni) zdroj
jako bily vrchol a napravo jeden stok. Ozna&eni hran neni

v obrazku uvedeno.

. Y
% 7



Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s

nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran
w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran.




[e]e] le)
Definice

Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s
nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran

w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran. Tokem v siti

S =(V,E,zs,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
Ze soulet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v kromé
zdroje a stoku je stejny jako souéet u vystupnich hran z téhoz
vrcholu (n&kdy nazyvéno Kirchhoffiv zdkon), tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)

ecIN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e).
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Definice

Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s
nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran

w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran. Tokem v siti

S =(V,E,zs,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
Ze soulet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v kromé
zdroje a stoku je stejny jako souéet u vystupnich hran z téhoz
vrcholu (n&kdy nazyvéno Kirchhoffiv zdkon), tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)
ecIN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e). Velikost toku f je
dana celkovou balanci hodnot u zdroje

fl= > fle)— > fle).

ecOUT(z2) ecIN(z)
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Z definice je zfejmé, Ze velikost toku mizeme stejné dob¥e vypodist
jako hodnotu

fl= > fley— >  fle).

eclIN(s) ecOUT (s)



Toky v sitich
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Z definice je zfejmé, Ze velikost toku mizeme stejné dob¥e vypodist
jako hodnotu

fl= > fley— >  fle).

eclIN(s) ecOUT (s)

Na obrdzku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym
bilym zdrojem a &ernym stokem. Sou&tem maximdlnich kapacit
hran vstupujicich do stoku vidime, Ze maximalni mozZny tok v této
siti je b.
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Nasi dlohou bude pro zadanou sit na grafu G urgit maximaini
mozny tok. Jde vlastn& o specidlni p¥ipad tlohy linedrniho
(celotiselného) programovani, kde neznamymi jsou toky na
hranach a omezeni plynou z podminek na tok. Ukdze se, Ze pro

feSeni této Ulohy existuji jednoduché a p¥itom rychlé algoritmy.



Problém maximalniho toku v siti
©000000000000

Nasi dlohou bude pro zadanou sit na grafu G urgit maximaini
mozny tok. Jde vlastn& o specidlni p¥ipad tlohy linedrniho
(celotiselného) programovani, kde neznamymi jsou toky na
hranach a omezeni plynou z podminek na tok. Ukdze se, Ze pro
feSeni této Ulohy existuji jednoduché a p¥itom rychlé algoritmy.

Definice

Rezem v siti S = (V, E, z,5, w) rozumime takovou mnoZinu hran
C C E, Ze po jejim odebrani nebude v grafu G = (V, E\ C) zadn3
(orientovanad) cesta z z do s. Cislo

Cl=_ w(e)

eeC

nazyvame kapacita (velikost) fezu C.
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Evidentné plati, Ze nikdy nemi{Zeme najit vétsi tok, nez je kapacita
kteréhokoliv z Yez(i. Na dalS$im obrazku mame zobrazen tok siti

s hodnotou 5 a ¢arkovanymi lomenymi ¢arami jsou naznaceny fezy
o hodnotach 12, 8 a 5.

Poznamka

Tok a kapacitu hran v siti obvykle zapisujeme v obrazku ve tvaru
f/c, kde f je hodnota toku na dané hrané a c jeji kapacita.
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Sestavime algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci
vhodnych cest najde ¥ez s minimalni moZnou hodnotou a zaroveni
najde tok, ktery tuto hodnotu realizuje. Tim dokdZeme nasledujici
vétu:

Maximalini velikost toku v dané siti S = (V, E, z,s,w) je rovna
minimalni kapacité Fezu v této siti.
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Myslenka algoritmu — prohleddvdame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je nasytit co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
Géelem terminologii.
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Myslenka algoritmu — prohleddvdame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je nasytit co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
(&elem terminologii. O neorientované cest& v siti

S =(V,E,z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w Yekneme, Ze je
nenasycena, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve
sméru z v do w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany
orientované opacné. Za rezervu kapacity hrany e pak oznalujeme
Cislo w(e) — f(e) pro p¥ipad hrany orientované ve sméru z v do w
a &islo f(e) p¥i orientaci opatné. Pro zvolenou cestu bereme za
rezervu kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.
@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f: E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

o Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.

@ na vystup ddme maximalni tok f a minimalni ¥ez C tvoreny

vemi hranami vychdzejicimi z U a konticimi v doplitku V' \ U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kaZdého toku je nejvySe rovna kapacité
kteréhokoliv ¥ezu. Sta&i nam tedy ukazat, Ze v okamZiku zastavenf{
algoritmu jsme vygenerovali ez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, Ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pt¥idat k U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kaZdého toku je nejvySe rovna kapacité
kteréhokoliv ¥ezu. Sta&i nam tedy ukazat, Ze v okamZiku zastavenf{
algoritmu jsme vygenerovali ez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, Ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pt¥idat k U.

Zarovei ze stejného dlivodu v8echny hrany e, které zadinaji

v komplementu V' \ U a kon& v U musi mit tok f(e) = 0.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e)-

hrany z U do V \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V' \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e)-

hrany z U do V \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V' \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.
Zbyva ovsem ukdzat, Ze algoritmus skute¢né zastavi.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skonci.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skondi.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

Diikaz.
Dikaz ukonéeni v celoiselném ptipadé vyplyva z toho, Ze vzdy
sytime cestu o celo&iselné hodnoté. [

| 5\

v
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skondi.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

Diikaz.
Dikaz ukonéeni v celoiselném ptipadé vyplyva z toho, Ze vzdy
sytime cestu o celo&iselné hodnoté. [

| 5\

Poznamka

| A

.
I

Ford-Fulkerson(iv algoritmus ma sloZitost v nejhorsim p¥
O(E - |f]), kde |f| je hodnota maximdIniho toku.

padé

A
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

0/1000 0/1000

0,/1000 0,/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1/1000

0,/1000

1/1

0/1000

1/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1/1000 0/1000

0/1000 1/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1/1000 1/1000

0/1000

1/1000 1/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1/1000 1/1000

1/1000 1/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

2/1000 1/1000

1/1000

1/1000 2/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

.../1000 .../1000

.../1000 .../1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

397/1000 396,/1000

396/1000 397/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

.../1000 .../1000

.../1000 .../1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1000/1000 999/1000

999/1000 1000,/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1000/1000 1000/1000

0/1000

1000,/1000

1000,/1000
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Edmonds-Karpiv algoritmus

Vylepsenim zdkladniho Ford-Fulkersonova algoritmu je
Edmonds-Karpiv algoritmus, ve kterém zvétSujeme tok podél
nejkratsi nenasycené cesty — tj. sit prohleddvame do Sivky.

U tohoto algoritmu jiZ je zaru€eno zastaveni, navic je jeho &asova
sloZitost ohranitena O(VE?), nezavisle na hodnoté maximalniho
toku.
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Chod algoritmu je ilustrovdn na obrazku. Vlevo jsou vybarveny dvé
nejkrat3i nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horni ma dvé hrany,
spodni t¥i). Jsou vyzna&eny Cerven&. Napravo je pak nasycena dal3i
cesta v poradi a je vyznaena modfe. Je nyni zjevné, Ze nemiiZe
existovat dal$i nenasycend cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skonéi.
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Moderni algoritmy pro maximalni tok

Viz napf. Petr Parubjak, XXVI. ASR '2001 Seminar, Instruments
and Control, Ostrava, April 26 - 27, 2001 (http://www.fs.vsb.
cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55. pdf

Dini¢iv algoritmus

Zjednodusuje hledani nenasycené cesty konstrukci tzv. droviiového
grafu, kdy zlepsujici hrany uvaZujeme pouze tehdy, pokud vedou
mezi vrcholy rliznych vzdélenosti od zdroje.

Slozitost je O(V?E), co? je u hustych grafti vyznamné vylepeni
oproti slozitosti O(VE?) algoritmu Edmonds-Karpa.



http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
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Moderni algoritmy pro maximalni tok

Viz napf. Petr Parubjak, XXVI. ASR '2001 Seminar, Instruments
and Control, Ostrava, April 26 - 27, 2001 (http://www.fs.vsb.
cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55. pdf

Dini¢av algoritmus

Zjednodusuje hledani nenasycené cesty konstrukci tzv. droviiového
grafu, kdy zlepsujici hrany uvaZujeme pouze tehdy, pokud vedou
mezi vrcholy rliznych vzdélenosti od zdroje.

Slozitost je O(V?E), co? je u hustych grafti vyznamné vylepeni
oproti slozitosti O(VE?) algoritmu Edmonds-Karpa.

MPM algoritmus

Malhotra, Pramodh Kumar a Maheshwari pfisli s algoritmem
sloitosti O(V3). Konstruuji stejnym zplisobem troviiovy graf, ale
vylep3uji hledani maximalni toku v tomto troviiovém grafu.

Viz http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/

- v ~ N


http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
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Zobecnéni siti

V praktickych aplikacich mohou byt na sité kladeny dalsi
pozadavky:

@ maximalni kapacita vrcholi — snadno se pfevede na zakladnfi
ptipad zdvojenim vrchold, které spojime hranou o dané
kapacitg;

@ minimalni kapacita hran — nap¥. aby nedochazelo k zanaseni
potrubi. V tomto p¥ipadé& Ize modifikovat inicializaci, je ale
tfeba otestovat existenci p¥ipustného toku (podobné jako
v Uloze linedrniho progamovani).
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© Dali aplikace
@ Bipartitni parovani
@ Stromové datové struktury a prefixové kddy
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Véta (Mengerova)

Pro kaZdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je po&et hranové
riiznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je

tfeba odstranit, aby se v a w ocitly v riiznych komponentach
vzniklého grafu.

Plyne snadno z véty o maximdlnim toku a minimalnim ¥ezu v siti,
kde jsou kapacity v&ech hran (v obou smé&rech) rovny 1. O
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.
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Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani
kluk( a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (nap¥. aby dvojici netvofil par pfilis
vyskové nesourody).



Dalsi aplikace
0®00

Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani
kluk( a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (nap¥. aby dvojici netvofil par pfilis
vyskové nesourody).

Tento problém docela snadno pfevedeme na hledani maximalniho
toku. P¥iddme si uméle navic ke grafu zdroj, ktery propojime
hranami jdoucimi do v8ech vrcholii v jedné skupiné v bipartitnim
grafu, zatimco ze v8ech vrcholli ve druhé skupiné& vedeme hranu do
ptidaného stoku. VSechny hrany opatfime maximdlni kapacitou 1 a
hleddme maximalni tok. Za pary pak bereme hrany s nenulovym
(tj. zfejmé& jednotkovym) tokem.
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Mad arsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznaujme kviili jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme pfedpoklddat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze
polet Cervenych vrcholl nepfevySuje poet modrych.



Dalsi aplikace
[e1eY Yol

Mad arsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznadujme kviili jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme pfedpoklddat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze
polet Cervenych vrcholl nepfevySuje poet modrych.

Necht je dén bipartitni graf G = (V, E) a parovdni M C E.
M-alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiz hrany
tvofi stfidavé hrany z M a z E\ M.
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Mad arsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznadujme kviili jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme pfedpoklddat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze
polet Cervenych vrcholl nepfevySuje poet modrych.

Necht je dén bipartitni graf G = (V, E) a parovdni M C E.
M-alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiz hrany
tvoti stfidavé hrany z M a z E \ M. M-rozsifujici cestou v G
nazveme M-alternujici cestu, kterd spojuje dosud nepf¥ifazeny
Cerveny vrchol u s dosud nep¥ifazenym modrym vrcholem v.
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Algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani

@ Nalezneme libovolné parovani M. Oznadime v3echny Cervené
vrcholy jako pFipustné.

@ Vyberme néktery dosud nepFifazeny pfipustny erveny vrchol
v (pokud neexistuje, jsme hotovi) a naleznéme pro n&j (nap¥.
prostfednictvim prohleddvani do hloubky) M-alternujici strom
s kofenem ve v (pokud neexistuje, oznacme v jako nepfipustny
a proces opakujme s jinym vrcholem). Pokud strom obsahuje
néjakou M-roz$ifujici cestu, odstranime M-hrany v této cesté
z M a ostatni hrany této cesty do M p¥iddme. Oznaémé&
vdechny Zervené vrcholy jako pFipustné a proces opakujme.
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pé&sténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné& red-black stromy
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@ binarni halda, Fibonacciho halda
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@ a mnoho dalSich
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pé&sténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné& red-black stromy
@ B-stromy (2-3 stromy, B* stromy)
@ binarni halda, Fibonacciho halda

@ a mnoho dalSich
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Datové struktury

Obvykle (Kofenové pé&sténé) binarni stromy nesouci informaci
v uzlech.

@ AVL stromy (vyvazené), podobné& red-black stromy
@ B-stromy (2-3 stromy, B* stromy)
@ binarni halda, Fibonacciho halda
@ a mnoho dal$ich
V této oblasti odkdZeme na predmét Navrh algoritmi a dalsi, my si

pouze ukdZeme vyuZiti bindrnich stroml v kédovani (Huffmaniv
algoritmus).
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Pracujeme s pésténymi bindrnimi stromy, kde mame navic kaZdou
hranu obarvenou né&kterym symbolem z dané vystupni abecedy A
(¢asto A = {0,1}). Kédovymi slovy C jsou slova nad abecedou A,
na kterd ptevddime symboly vstupni abecedy. Nasim dkolem je
reprezentovat dany text pomoci vhodnych kédovych slov nad
vystupni abecedou.

Je snadno vidét, Ze je uzitecné chtit, aby seznam kddovych slov byl
bezprefixovy (v opa&ném p¥ipadé mizZe nastat problém

s dekddovanim).
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Pracujeme s pésténymi bindrnimi stromy, kde mame navic kaZdou
hranu obarvenou né&kterym symbolem z dané vystupni abecedy A
(¢asto A = {0,1}). Kédovymi slovy C jsou slova nad abecedou A,
na kterd ptevddime symboly vstupni abecedy. Nasim dkolem je
reprezentovat dany text pomoci vhodnych kédovych slov nad
vystupni abecedou.

Je snadno vidét, Ze je uzitecné chtit, aby seznam kddovych slov byl
bezprefixovy (v opa&ném p¥ipadé mizZe nastat problém

s dekddovanim).

Priklad

Text: MADAM, I’M ADAM

C ={0,1,00,01,10,11,000} Pokud symboly pfitazujeme tak, jak
pFichazeji na Yadu, dostaneme

M=0,A=1,D=00,,=01,/ =10,/= 11,. = 000. P¥itom ale
nap¥. neni jasné dekddovani fetézce 01001 — je to MADA, MI,
nebo ,DA?
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Prefixovy kéd C spliiuje, Ze Zadny prvek C nenfi prefixem jiného
slova z C.

Ke konstrukci bindrnich prefixovych kéda (tj. nad abecedou

A = {0, 1}) vyuZijeme bindrnich stromi. Ozna&ime-li hrany
vychazejici z kazdého uzlu 0, resp. 1, a ozna¢ime-li navic listy
stromu symboly vstupni abecedy, dostaneme prefixovy kéd nad A
pro tyto symboly zfetézenim oznaeni hran na cesté z kofrene do
pt¥islugného listu.

Takto vytvoteny kdéd je zfejmé prefixovy.
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Prefixovy kéd C spliiuje, Ze Zadny prvek C nenfi prefixem jiného
slova z C.

Ke konstrukci bindrnich prefixovych kéda (tj. nad abecedou

A = {0, 1}) vyuZijeme bindrnich stromi. Ozna&ime-li hrany
vychazejici z kazdého uzlu 0, resp. 1, a ozna¢ime-li navic listy
stromu symboly vstupni abecedy, dostaneme prefixovy kéd nad A
pro tyto symboly zfetézenim oznaeni hran na cesté z kofrene do
pt¥islugného listu.

Takto vytvoteny kdéd je zfejmé prefixovy.

Udélame-li tuto konstrukci navic tak, abychom odrazili ¢etnost
symboll vstupni abecedy v kédovaném textu, dosdhneme tak
dokonce bezztratové komprese dat.
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Huffmandv algoritmus

Necht M je seznam &etnosti symbol(i vstupni abecedy v textu.
Algoritmus postupn& zkonstruuje optimalni binarni strom (tzv.
minimum-weight binary tree) a p¥ifazeni symbol( listtim.

@ Vyber dv& nejmensi €etnosti wy, wo z M. Vyrob strom se
dvéma listy oznaenymi pFislusnymi symboly a kofenem
oznalenym wy + wy , odeber z M hodnoty wy, wo a nahrad je
hodnotou wy + wo.
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Huffmandv algoritmus

Necht M je seznam &etnosti symbol(i vstupni abecedy v textu.
Algoritmus postupn& zkonstruuje optimalni binarni strom (tzv.
minimum-weight binary tree) a p¥ifazeni symbol( listtim.

@ Vyber dv& nejmensi €etnosti wy, wo z M. Vyrob strom se
dvéma listy oznaenymi pFislusnymi symboly a kofenem
oznalenym wy + wy , odeber z M hodnoty wy, wo a nahrad je
hodnotou wy + wo.

@ Tento krok opakuj; pouze v pfipadé, Ze vybrand hodnota z M
je soultem, pak nevyrdbéj novy list, ale " p¥ipoj” pFislusny jiz
existujici podstrom.



Vytvotujici funkce

Plan prednéasky

@ Vytvorujici funkce
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.



Vytvotujici funkce
©00000000

Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné &isla i, j a k takova, Ze i + j + k = 22 a zaroveii
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (P x4 x4 xB4xA0) (O 4x P 4 x 104 x12).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynomu pravé koeficient
u x?2 ve vysledném polynomu.
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Motto: spojité a diskrétni modely se vzajemné

potrebuji a doplriuji.

Mame v penéZence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme minerdlku za 22
K&. Kolika zplisoby to umime, aniZz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné &isla i, j a k takova, Ze i + j + k = 22 a zaroveii
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,2,4,6,8,10}, k € {0,5,10,15}.

UvaZme sou&in polynomi (tfeba nad redlnymi &isly)

(x4 3 x) (P x4 x4 xB4xA0) (O 4x P 4 x 104 x12).

Mé&lo by byt zfejmé, Ze hledany polet Yeseni je diky

(Cauchyovskému) zptisobu ndsobeni polynomu pravé koeficient

u x%2 ve vysledném polynomu. Skuteén& tak dostdvame Etyf¥i

mozZnosti 35 +3%x2+1x1, 3x5+2%x24+3x%1,
2%¥54+5%x24+2x1a2*x5+4%x2+4x%1.



PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako sloZity zapis jednoduchych
"backtrackingovych tvah”. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento

postup Ize ale s vyhodou zobecnit.



PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako sloZity zapis jednoduchych
"backtrackingovych tvah”. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone&né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x")(32;¢, ).
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postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone&né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x")(32;¢, ).

Kolika zplsoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K¢?




PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako sloZity zapis jednoduchych
"backtrackingovych tvah”. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone&né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x")(32;¢, ).

Kolika zplsoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame p¥irozena &isla ay, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovef
air + a» + as + a1o + a2 + aso = 100.



PY¥edchozi pt¥iklad asi vypadal spi$ jako sloZity zapis jednoduchych
"backtrackingovych tvah”. Nasledujici p¥iklad ukazuje, Ze tento
postup Ize ale s vyhodou zobecnit.

Necht /, J jsou kone&né mnoZiny nezdpornych celych &isel. Potom
je pro dané r € N potet ¥edeni (i, ) rovnice i + j = r spliiujicich

i € 1,j € Jroven koeficientu u x” v polynomu (3o, x")(32;¢, ).

Kolika zplsoby mizeme pomoci minci (1, 2, 5, 10, 20 a 50 K&)
zaplatit platbu 100 K¢?

Hledame p¥irozena &isla ay, ap, as, a1p, azo a asp takova, Ze a; je
nasobkem i pro viechna i € {1,2,5,10,20,50} a zarovef

a1+ ax + as + a0 + azx + asp = 100. Podobné jako vyse je vidét,
e pozadovany potet Ize ziskat jako koeficient u x100 v
A+x+x2+. )1+ +x+.. )0+ + x4 ..)

A+ x4 X0+ YA+ xP x4 ) A+ X0 X100 )
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Podobnym zplisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska. VyuZijeme
pfitom binomickou vétu.
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Podobnym zplisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska. VyuZijeme
pfitom binomickou vétu.

Vé&ta (binomickd)

Prone N ar € R plati

= (3)+ (D) (3w (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
pravd je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
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Podobnym zplisobem miiZzeme znovu velmi snadno odvodit nékteré

kombinatorické vztahy, které zname jiz z d¥ivéjska. VyuZijeme
pfitom binomickou vétu.

Vé&ta (binomickd)

Prone N ar € R plati

= (3)+ (D) (3w (D)

Na levou stranu se mizeme divat jako na soucin n polynomd,
pravd je zapisem polynomu vzniklého jejich roznasobenim.
Dosazenim ¢&isel x = 1, resp. x = —1 dostdvame zndmé vzorce:

Dusledek
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Podivdme se ted na ob& strany v binomické vété "spojityma
o¢ima” a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi &isly.

Dusledek

Plati
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Podivdme se ted na ob& strany v binomické vété "spojityma
o¢ima” a s vyuZitim vlastnosti derivaci odvodime dalsi vztah mezi
kombina&nimi &isly.

Dusledek
Plati

Dikaz.

Na obé strany binomické véty se podivame jako na polynomidlni
funkce. Derivaci levé strany dostaneme n(1 4 x)"~, derivaci pravé
strany (&len po &lenu) pak > ) k(Z)xk_l. Dosazenim x =1

dostaneme tvrzeni. ]
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

oo
Za,-x’ = ap+ aix + ax> + - .
i=0
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

oo
Za,-x’ =ap+ aix +apx® -
i=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥fad& hovo¥ime proto, Ze se zatim na tuto
Fadu divdme &isté formalné jako na jiny zdpis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
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(Formalni) mocninné ¥ady

Bud ddna nekone&nd posloupnost a = (ag, a1, az, - - .). Jeji
vytvotujici funkci rozumime (formalni) mocninnou ¥adu tvaru

oo
Za,-x’ =ap+ aix +apx® -
i=0

Poznamka

O formalni mocninné ¥fad& hovo¥ime proto, Ze se zatim na tuto
fadu divdme Cisté formaln& jako na jiny zapis dané posloupnosti a
nezajimame se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamen3, Ze
formalni mocninna ¥ada neni funkce a nemiZeme do ni dosazovat.
To ovsem vzapéti napravime, kdyZ s vyuZitim znalosti z analyzy
nekoneénych ¥ad prejdeme od formdlnich mocninnnych ¥ad

k p¥islusnym funkcim.




Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x?>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto " zakédovani” posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.




Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x?>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto " zakédovani” posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
"diskrétni” matematici pouzivaji nasledujici " podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci



Priklad

Posloupnosti samych jedni¢ek odpovida formalni mocninna ¥ada
1+x+x?>+x34---. Z analyzy vime, %e stejn& zapsana mocninna
fada konverguje pro x € (—1,1) a jeji soulet je roven funkci

1/(1 — x). Stejn& tak obrdceng, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy fady v bodé 0, dostaneme zfejmé pilivodni fadu.
Takovéto " zakédovani” posloupnosti Cisel do funkce a zpét je
klicovym obratem v teorii vytvotujicich funkci.

Jak jsme jiZ zminili, tento obrat lze ale pouZit pouze tehdy, pokud
vime, Ze ¥ada alespoii v n&jakém okoli 0 konverguje. Casto ale
"diskrétni” matematici pouzivaji nasledujici " podvod":
@ pomoci formalnich mocninnych ¥ad odvodi n&jaky vztah
(formuli, rekurenci,...) bez toho, aby se zajimali
o konvergenci
@ jinymi prostfedky (&asto matematickou indukci) tento vztah
dokdzou



Vytvotujici funkce
00000000

Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
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00000000

Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;
@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;
@ vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);



Vytvotujici funkce
00000000

Vytvofujici funkce v praxi vyuZivdme:
@ k nalezeni explicitni formule pro n-ty ¢len posloupnosti;

@ Casto vytvotujici funkce vychazeji z rekurentnich vztah,
obcas ale diky nim odvodime rekurentni vztahy nové;

@ vypolet priméri &i jinych statistickych zavislosti (nap¥.
primé&rna sloZitost algoritmu);
o dikaz riznych identit;

@ Casto je nalezeni pfesného vztahu pf¥ilis obtizné, ale mnohdy
stali vztah pfiblizny nebo asymptotické chovani.
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vyge zminénych vytvotujicich funkci se v praxi rovnéz &asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

g(x) = Zgn)%-

n>0
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Exponencidlni vytvorujici funkce

Kromé vyge zminénych vytvotujicich funkci se v praxi rovnéz &asto
objevuji jejich tzv. exponencidlni varianty.

g(x) = Zgn),%-

n>0

Poznamka

Jméno vychazi z toho, Ze exponencidlni funkce e* je
(exponencialni) vytvotujicifunkei pro zdkladni posloupnost
(1,1,1,1,...).

Pozdgji ukdZzeme né&které p¥iklady (nap¥. Cayleyho v&tu), kdy je
pouZiti exponencidlnich vytvofujicich funkci vyhodn&jsi.




Vytvotujici funkce
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Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndsledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro viechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).




Vytvotujici funkce
00000000e

Dosazovani do mocninnych ¥ad

Ndsledujici vétu zndte z matematické analyzy z lofiského semestru:

Bud (ag, a1, a2, . .. ) posloupnost redlnych &isel. Plati-li pro n&jaké
K € R, Ze pro viechna n > 1 je |a,| < K", pak Fada

konverguje pro kaZdé x € (—%, %) Soucet této Fady tedy definuje
funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci oznalujeme rovné&z a(x).
Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoli 0 je jednozna&né&
uréena piivodni posloupnost, nebot mad a(x) v 0 derivace vsech
Fadi a plati

a("(0)

ap =
n!




Operace s vytvortujicimi funkcemi

Plan prednéasky

© Operace s vytvorujicimi funkcemi
@ P¥ehled mocninnych ¥ad
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:



Operace s vytvortujicimi funkcemi
©0000

Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.
@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.
@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.
@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Stitani (a; + b;) posloupnosti &len po ¢lenu odpovidd soulet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvotujicich funkei.

@ Vyndsobeni (« - a;) viech €lenl posloupnosti stejnym skaldrem
o odpovida vyndsobeni « - a(x) pFislusné vytvotujici funkce.

@ Vynasobeni vytvotujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji dopInéni nulami.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odetteme
polynom by (x) odpovidaji posloupnosti (ag,...,ak-1,0,...) a
poté pod&lime vytvotujici funkci x.

@ Substituci polynomu f(x) s nulovym absolutnim ¢lenem za x
vytvofime specifické kombinace ¢lenl plvodni posloupnosti.
Jednoduse je vyjadfime pro f(x) = ax, coz odpovidd
vynasobeni k—tého &lenu posloupnosti skaldrem . Dosazeni
f(x) = x" nam do posloupnosti mezi kazdé dva €leny vloZi
n—1 nul.
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P¥iklad

Vidéli jsme, Zze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jedni¢ek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkei posloupnosti (1,2,4,8,...).




Operace s vytvortujicimi funkcemi
©0®000

Priklad

Vidéli jsme, Zze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jedni¢ek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkei posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuZitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvotujici
pro (ag, a1, ... ). je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, 32,0, oo )
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Priklad

Vidéli jsme, Zze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jedni¢ek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkei posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuZitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvotujici
pro (ag, a1, ... ). je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, 32,0, oo )

Priklad
Urcete vytvotujici funkci posloupnosti

| A

(1,1,2,2,4,4,8,8,...).
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P¥iklad

Vidéli jsme, Zze 1/(1 — x) je vytvotujici funkci posloupnosti ze
samych jedni¢ek. Substituci 2x za x tak dostaneme tvrzeni, ze
1/(1 — 2x) je vytvotujici funkei posloupnosti (1,2,4,8,...).

S vyuZitim substituce —x za x dostaneme, Ze je-li a(x) vytvotujici
pro (ag, a1, ... ). je (a(x) + a(—x))/2 vytvotujici pro

30,0, 32,0, oo )

Priklad
Urcete vytvotujici funkci posloupnosti

(1,1,2,2,4,4,8,8,...).

Reseni

Podle ptedchoziho ptikladu je 1/(1 — 2x) vytvotujici funkei
posloupnosti (1,2,4,8,...). Substituci x?> za x dostaneme
vytvorujici funkci 1/(1 — 2x?) pro (1,0,2,0,4,0,...) a celkem pak
je (1 +x)/(1 — 2x?) hledanou vytvotujici funkci.
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvoFujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:
@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvoFuje posloupnost

(a1,2az,3as,...), Elen s indexem k je (k+ 1)aky1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvoFujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvoFuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), Elen s indexem k je (k+ 1)aky1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fOX a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %32, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k je
%ak_l (z¥ejmé& je derivaci p¥islusné mocninné ¥ady &len po
¢lenu pivodni funkce a(x)).
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Dalsimi dileZitymi operacemi, které se p¥i praci s vytvoFujicimi
funkcemi €asto objevuji, jsou:

@ Derivovani podle x: funkce a’(x) vytvoFuje posloupnost
(a1,2az,3as,...), Elen s indexem k je (k+ 1)aky1 (tj.
mocninnou ¥adu derivujeme &len po €lenu).

@ Integrovani: funkce fox a(t) dt vytvofuje posloupnost
(0, ao, %al, %32, %33, ...), pro k > 1 je &len s indexem k je
%ak_l (z¥ejmé& je derivaci p¥islusné mocninné ¥ady &len po
¢lenu pivodni funkce a(x)).

e Ndsobeni ¥ad: sou&in a(x)b(x) je vytvotujici funkci
posloupnosti (cp, c1, C2, . .. ), kde

Ck = Z a,-bj.
i+j=k

(tj. ¢leny v soutinu aZ po ¢k jsou stejné jako v sou&inu
(a0 + a1x + apx® + - -+ + aex®)(bo + b1x + bax? 4 - - - byx¥).
Posloupnost ¢ byva také nazyvana konvoluci posloupnosti a, b.
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Priklad

Jaka je vytvotujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32,...) ?

Regeni

Lze olekdvat, Ze bude snazsi bude nejprve urdit vytvotujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, Ze 1/(1 — x) vytvoFi
posloupnost samych jedniek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mocnindm?
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N/
Priklad

Jaka je vytvotujici funkce pro posloupnost druhych mocnin
(12,22,32,...) ?

Regen{

Lze olekdvat, Ze bude snazsi bude nejprve urdit vytvotujici funkce
pro (1,2,3,...). Podle pfedchoziho vime, Ze 1/(1 — x) vytvoFi
posloupnost samych jedniek a jeji derivace 1/(1 — x)? pak
posloupnost (1,2,3,...). Jak ale zjistit funkci odpovidajici druhym
mocnindm? Druhou derivaci dostaneme 2/(1 — x)3, k ni
odpovidajici posloupnost je (1 x 2,2 x 3,3 x 4,...), jejiz ¢len

s indexem k je (k 4+ 2)(k + 1). Snadno vidime, Ze vyslednou
vytvotujici funkci je tedy

2 1
) =T T
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Priklad

UvaZme jeden specidlni p¥ipad ndsobeni vytvotujicich funkci a(x) a
b(x), je-li a(x) = 1/(1 — x). Pak konvoluci pf¥islusnych posloupnosti
je posloupnost, jejiz vytvofujici funkce je ddna mocninnou ¥adou

(I4+x+x3+x3+--)(bo+ bix + box® +---) =
= by + (bo + b1)x + (bo + b1 + bo)x* + - --
Vyjadfeno slovy, vyndsobenim funkce b(x) funkci 1/(1 — x)

dostaneme vytvotujici funkci posloupnosti ¢aste¢nych soucti
plvodni posloupnosti (b, b1, by, ... ).
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P¥ehled mocninnych ¥ad:

1 n
1—x x5
n>0
1 x"
In = —,
1—x n
n>1
Xn
X _
=) o
n>0
Z X2n+1
sinx =Y (—1)" ,
|
= (2n+1)
2n
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Poznamka
@ Posledni vzorec

(1+x)" =Y <l:)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(D _ = W=erl =)

Specidln& klademe () = 1.
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oce
Poznamka
@ Posledni vzorec

(1+XY::§:<£)xk

je tzv. zobecnéna binomicka véta, kde pro r € R je
binomicky koeficient definovan vztahem

(D _ dp==erl =)

Specidln& klademe () = 1.

@ Pro n € N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1 _(n—1 i n P n+k—1 Ky
1-—x)r \n-1)"\n-1)" n—1 )~
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Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou ddna rekurentnim
predpisem
Fo=0,F1 =1 Fpio=Fp1+ Fy.

Jiz d¥ive jste si uvadéli viemoZné vyskyty této posloupnosti
v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypolet n-tého &lenu posloupnosti.
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®00

Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou ddna rekurentnim
predpisem
Fo=0,F1 =1 Fpio=Fp1+ Fy.

Jiz d¥ive jste si uvadéli viemoZné vyskyty této posloupnosti
v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypolet n-tého &lenu posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji auto¥i Concrete
mathematics velmi vhodné oznaéeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pfipadé splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.
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®00

Fibonacciho ¢&isla a zlaty fez

P¥ipomeiime, Ze Fibonacciho &isla jsou ddna rekurentnim
predpisem
Fo=0,F1 =1 Fpio=Fp1+ Fy.

Jiz d¥ive jste si uvadéli viemoZné vyskyty této posloupnosti
v pFirod&, v matematice nebo v teoretické informatice. Nasim cilem
bude (opét) najit formuli pro vypolet n-tého &lenu posloupnosti.

Poznamka

(Nejen) pro manipulace se sumami pouzivaji auto¥i Concrete
mathematics velmi vhodné oznaéeni [logicky predikdt] —
vyraz je roven 1 v pfipadé splnéni predikatu, jinak 0.

Nap¥. [n = 1], [2|n] apod.

Pro vyjad¥eni koeficientu u x” ve vytvotujici funkci F(x) se pak
Casto pouzivd zépis [x"]F(x).
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P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak

zrejmé
F(x) — xF(x) — X2F(X) = X,
a tedy
%
F(x) = T 2

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti

odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .
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P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak

zrejmé
F(x) — xF(x) — X2F(X) = X,
a tedy
%
F(x) = T 2

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti

odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .

VyuZijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme
X A B

1—-x—x2 x—x4 Xx—x0
kde x1, X2 jsou kofeny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocate¢nich podminek.
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P¥iklad — pokr.

UvaZme vytvotujici funkci F(x) Fibonacciho posloupnosti. Pak

zrejmé
F(x) — xF(x) — X2F(X) = X,
a tedy
%
F(x) = T 2

Nasim cilem je tedy odvodit vztah pro n-ty &len posloupnosti

odpovidajici vytvotujici funkci F(x) = .

VyuZijeme k tomu rozklad na parcidlni zlomky a dostaneme
X A B

1—-x—x2 x—x4 Xx—x0
kde x1, X2 jsou kofeny polynomu 1 — x — x? a A, B vhodné
konstanty odvozené z pocatetnich podminek. Po substituci
A1 = 1/x1, A2 = 1/x? dostavame vztah
X a b

1—X—X2_1—)\1X+1—)\2X’
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fr=—

()

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame

(=) (5]

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.

Uvazime-li navic, ze (1 — \/3)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla

1 (1+\/g)n_

V5

1

Fn=
V5

2
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fr=—

sl(50) (5]

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.

Uvazime-li navic, ze (1 — \/3)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla

L (X55)". Navic je videt, Ze limy .o Fo/Fap1 = 1/M ~ 0618,
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architektute, vytvarném uméni i hudbé.
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P¥iklad — zavér

S vyuZitim pocateénich podminek dostavame
1
Fr=—

5[+ -(=9))

Jist& je zajimavé, Ze tento vyraz plny iraciondlnich &isel je vzdy
celoiselny.

Uvazime-li navic, ze (1 — \/3)/2 ~ —0.618, vidime, Ze pro viechna
ptirozena &isla lze F,, snadno spoditat zaokrouhlenim &isla

L (X55)". Navic je videt, Ze im0 Fo/Fpi1 = 1/M ~ 0.618,
coz je pomér zndmy jako zlaty fez — objevuje se jiz od antiky

v architektute, vytvarném uméni i hudbé.

Analogicky postup je mozné pouZit p¥i ¥eSeni obecnych linedrnich
diferen¢nich rovnic k-tého stupn& s konstatnimi koeficienty. Ma-li
charakteristickd rovnice jednoduché kofeny, je situace jednodussi —
viz dFive.
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