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Michal Bulant

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

9. 12. 2009
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Obsah p̌rednášky
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Petr Hliněný, Teorie graf̊u, studijńı materiály,
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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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Plán p̌rednášky
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Daľśı významná skupina aplikaćı jazyka teorie graf̊u se týká
p̌resunu nějakého mě̌ritelného materiálu v pevně zadané śıti.
Vrcholy v orientovaném grafu p̌redstavuj́ı body, mezi kterými lze
podél hran p̌renášet p̌redem známá množstv́ı, která jsou zadána
formou ohodnoceńı hran. Některé vybrané vrcholy p̌redstavuj́ı
zdroj śıtě, jiné výstup ze śıtě. Podle analogie potrubńı śıtě pro
p̌renos kapaliny ř́ıkáme výstupńım vrchol̊um stok śıtě). Śıt’ je tedy
pro nás orientovaný graf s ohodnocenými hranami a vybranými
vrcholy, kterým ř́ıkáme zdroje a stoky.
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Je žrejmé, že se můžeme bez újmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jedńım zdrojem a jedńım stokem.
V obecném p̌ŕıpadě totiž vždy můžeme p̌ridat jeden stok a jeden
zdroj nav́ıc a spojit je vhodně orientovanými hranami se všemi
zadanými zdroji a stoky tak, že ohodnoceńı p̌ridaných hran bude
zároveň zadávat maximálńı kapacity jednotlivých zdroj̊u a stok̊u.
Situace je naznačena na obrázku, kde černými vrcholy nalevo jsou
zobrazeny všechny zadané zdroje, zat́ımco černé vrcholy napravo
jsou všechny zadané stoky. Nalevo je jeden p̌ridaný (virtuálńı) zdroj
jako b́ılý vrchol a napravo jeden stok. Označeńı hran neńı
v obrázku uvedeno.
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Definice

Śıt’ (flow network)je orientovaný graf G = (V ,E ) s vybraným
jedńım vrcholem z nazvaným zdroj a jiným vybraným vrcholem s
nazvaným stok, spolu s nezáporným ohodnoceńım hran
w : E → R+

0 , nazývaným kapacita hran.

Tokem v śıti
S = (V ,E , z , s,w) rozuḿıme ohodnoceńı hran f : E → R takové,
že součet hodnot u vstupńıch hran u každého vrcholu v kromě
zdroje a stoku je stejný jako součet u výstupńıch hran z téhož
vrcholu (někdy nazýváno Kirchhoff̊uv zákon), tj.

v 6= z , s =⇒
∑

e∈IN(v)

f (e) =
∑

e∈OUT (v)

f (e)

a tok splňuje kapacitńı omezeńı f (e) ≤ w(e). Velikost toku f je
dána celkovou balanćı hodnot u zdroje

|f | =
∑

e∈OUT (z)

f (e)−
∑

e∈IN(z)

f (e).
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w : E → R+
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Z definice je žrejmé, že velikost toku můžeme stejně dob̌re vypoč́ıst
jako hodnotu

|f | =
∑

e∈IN(s)

f (e)−
∑

e∈OUT (s)

f (e).

Na obrázku máme nakreslenu jednoduchou śıt’ se zvýrazněným
b́ılým zdrojem a černým stokem. Součtem maximálńıch kapacit
hran vstupuj́ıćıch do stoku vid́ıme, že maximálńı možný tok v této
śıti je 5.

4

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

2

3

2

5

3

3
2

2

1

3

2 1

2

�
�
�
�
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Přehled mocninných řad
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Naš́ı úlohou bude pro zadanou śıt’ na grafu G určit maximálńı
možný tok. Jde vlastně o speciálńı p̌ŕıpad úlohy lineárńıho
(celoč́ıselného) programováńı, kde neznámými jsou toky na
hranách a omezeńı plynou z podḿınek na tok. Ukáže se, že pro
řešeńı této úlohy existuj́ı jednoduché a p̌ritom rychlé algoritmy.

Definice

Řezem v śıti S = (V ,E , z , s,w) rozuḿıme takovou množinu hran
C ⊂ E , že po jej́ım odebráńı nebude v grafu G = (V ,E \ C ) žádná
(orientovaná) cesta z z do s. Č́ıslo

|C | =
∑
e∈C

w(e)

nazýváme kapacita (velikost) řezu C .
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Evidentně plat́ı, že nikdy nemůžeme naj́ıt věťśı tok, než je kapacita
kteréhokoliv z řez̊u. Na daľśım obrázku máme zobrazen tok śıt́ı
s hodnotou 5 a čárkovanými lomenými čarami jsou naznačeny řezy
o hodnotách 12, 8 a 5.
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Poznámka

Tok a kapacitu hran v śıti obvykle zapisujeme v obrázku ve tvaru
f /c , kde f je hodnota toku na dané hraně a c jej́ı kapacita.
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Sestav́ıme algoritmus, který pomoćı postupných konstrukćı
vhodných cest najde řez s minimálńı možnou hodnotou a zároveň
najde tok, který tuto hodnotu realizuje. T́ım dokážeme následuj́ıćı
větu:

Věta

Maximálńı velikost toku v dané śıti S = (V ,E , z , s,w) je rovna
minimálńı kapacitě řezu v této śıti.
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Myšlenka algoritmu – prohledáváme cesty mezi uzly grafu a
snaž́ıme se je nasytit co nejvěťśım tokem. Zavedeme si za t́ımto
účelem terminologii.

O neorientované cestě v śıti
S = (V ,E , z , s,w) z vrcholu v do vrcholu w řekneme, že je
nenasycená, jestliže pro všechny hrany této cesty orientované ve
směru z v do w plat́ı f (e) < w(e) a f (e) > 0 pro hrany
orientované opačně. Za rezervu kapacity hrany e pak označujeme
č́ıslo w(e)− f (e) pro p̌ŕıpad hrany orientované ve směru z v do w
a č́ıslo f (e) p̌ri orientaci opačné. Pro zvolenou cestu bereme za
rezervu kapacity minimálńı rezervu kapacity z jej́ıch hran.
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Ford-Fulkersonův algoritmus (1956)

Vstupem je śıt’ S = (V ,E , z , s,w) a výstupem maximálńı možný
tok f : E → R.

Inicializace: zadáme f (e) = 0 pro všechny hrany e ∈ E a
najdeme množinu vrchol̊u U ⊂ V , do kterých existuje
nenasycená cesta ze zdroje z .

Hlavńı cyklus: Dokud s ∈ U opakujeme

zvoĺıme nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvěťśıme tok f
u všech hran této cesty o jej́ı minimálńı rezervu
aktualizujeme U.

na výstup dáme maximálńı tok f a minimálńı řez C tvǒrený
všemi hranami vycházej́ıćımi z U a konč́ıćımi v doplňku V \U.
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všemi hranami vycházej́ıćımi z U a konč́ıćımi v doplňku V \U.
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u všech hran této cesty o jej́ı minimálńı rezervu
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zvoĺıme nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvěťśıme tok f
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zvoĺıme nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvěťśıme tok f
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Důkaz správnosti algoritmu

Jak jsme viděli, velikost každého toku je nejvýše rovna kapacitě
kteréhokoliv řezu. Stač́ı nám tedy ukázat, že v okamžiku zastaveńı
algoritmu jsme vygenerovali řez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastav́ı, jakmile neexistuje nenasycená cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamená, že U neobsahuje s a pro všechny
hrany e z U do zbytku je f (e) = w(e), jinak bychom museli
koncový vrchol e p̌ridat k U.

Zároveň ze stejného důvodu všechny hrany e, které zač́ınaj́ı
v komplementu V \ U a konč́ı v U muśı ḿıt tok f (e) = 0.
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algoritmu jsme vygenerovali řez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastav́ı, jakmile neexistuje nenasycená cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamená, že U neobsahuje s a pro všechny
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Pro velikost toku celé śıtě jistě plat́ı

|f | =
∑

hrany z U do V \ U

f (e)−
∑

hrany z V \ U do U

f (e).

Tento výraz je ovšem v okamžiku zastaveńı roven∑
hrany z U do V \ U

f (e) =
∑

hrany z U do V \ U

w(e) = |C |,

což jsme chtěli dokázat.

Zbývá ovšem ukázat, že algoritmus skutečně zastav́ı.
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což jsme chtěli dokázat.
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Zastaveńı Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeńı

Pro celoč́ıselné kapacity hran śıtě uvedený algoritmus vždy skonč́ı.
V obecném p̌ŕıpadě nejen, že algoritmus skončit nemuśı, p̌ŕıslušné
toky dokonce ani nemuśı k maximálńımu toku konvergovat.

Důkaz.

Důkaz ukončeńı v celoč́ıselném p̌ŕıpadě vyplývá z toho, že vždy
syt́ıme cestu o celoč́ıselné hodnotě.

Poznámka

Ford-Fulkersonův algoritmus má složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě
O(E · |f |), kde |f | je hodnota maximálńıho toku.
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O(E · |f |), kde |f | je hodnota maximálńıho toku.
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

0/1000

0/1000

0/1000

0/1000

0/1
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z

a

b

s

0/1000

0/1000

0/1000

0/1000

0/1
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1/1000

1/1000
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z

a

b
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

1/1000

0/1000

0/1000

1/1000

1/1

1/1000

0/1000

1/1000
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

1/1000

1/1000

1/1000

1/1000

0/1
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

1/1000

1/1000

1/1000

1/1000

0/1

2/1000

1/1000

2/1000
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

.../1000

.../1000

.../1000

.../1000

.../1
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z

a

b

s

397/1000

396/1000

396/1000

397/1000

1/1
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z

a

b

s

.../1000

.../1000

.../1000

.../1000

.../1
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

1000/1000

999/1000

999/1000

1000/1000

1/1
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Př́ıklad špatného chováńı F-F algoritmu

z

a

b

s

1000/1000

999/1000

999/1000

1000/1000

1/1

1000/1000

0/1000

1000/1000
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Edmonds-Karpův algoritmus

Vylepšeńım základńıho Ford-Fulkersonova algoritmu je
Edmonds-Karp̊uv algoritmus, ve kterém zvěťsujeme tok podél
nejkraťśı nenasycené cesty – tj. śıt’ prohledáváme do š́ı̌rky.
U tohoto algoritmu již je zaručeno zastaveńı, nav́ıc je jeho časová
složitost ohraničena O(VE 2), nezávisle na hodnotě maximálńıho
toku.
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Chod algoritmu je ilustrován na obrázku. Vlevo jsou vybarveny dvě
nejkraťśı nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horńı má dvě hrany,
spodńı ťri). Jsou vyznačeny červeně. Napravo je pak nasycena daľśı
cesta v pǒrad́ı a je vyznačena moďre. Je nyńı zjevné, že nemůže
existovat daľśı nenasycená cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamžiku skonč́ı.
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Moderńı algoritmy pro maximálńı tok

Viz nap̌r. Petr Parubják, XXVI. ASR ’2001 Seminar, Instruments
and Control, Ostrava, April 26 - 27, 2001 (http://www.fs.vsb.
cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf

Dinič̊uv algoritmus

Zjednodušuje hledáńı nenasycené cesty konstrukćı tzv. úrovňového
grafu, kdy zlepšuj́ıćı hrany uvažujeme pouze tehdy, pokud vedou
mezi vrcholy r̊uzných vzdálenost́ı od zdroje.
Složitost je O(V 2E ), což je u hustých graf̊u významné vylepšeńı
oproti složitosti O(VE 2) algoritmu Edmonds-Karpa.

MPM algoritmus

Malhotra, Pramodh Kumar a Maheshwari p̌rǐsli s algoritmem
složitosti O(V 3). Konstruuj́ı stejným způsobem úrovňový graf, ale
vylepšuj́ı hledáńı maximálńı toku v tomto úrovňovém grafu.

Viz http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/
graphalg/mf.txt.

http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
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Zobecněńı śıt́ı

V praktických aplikaćıch mohou být na śıtě kladeny daľśı
požadavky:

maximálńı kapacita vrchol̊u – snadno se p̌revede na základńı
p̌ŕıpad zdvojeńım vrchol̊u, které spoj́ıme hranou o dané
kapacitě;

minimálńı kapacita hran – nap̌r. aby nedocházelo k zanášeńı
potrub́ı. V tomto p̌ŕıpadě lze modifikovat inicializaci, je ale
ťreba otestovat existenci p̌ŕıpustného toku (podobně jako
v úloze lineárńıho progamováńı).
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Plán p̌rednášky

1 Toky v śıt́ıch

2 Problém maximálńıho toku v śıti

3 Daľśı aplikace
Bipartitńı párováńı
Stromové datové struktury a prefixové kódy

4 Vytvǒruj́ıćı funkce

5 Operace s vytvǒruj́ıćımi funkcemi
Přehled mocninných řad
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Věta (Mengerova)

Pro každé dva vrcholy v a w v grafu G = (V ,E ) je počet hranově
r̊uzných cest z v do w roven minimálńımu počtu hran, které je
ťreba odstranit, aby se v a w ocitly v r̊uzných komponentách
vzniklého grafu.

Důkaz.

Plyne snadno z věty o maximálńım toku a minimálńım řezu v śıti,
kde jsou kapacity všech hran (v obou směrech) rovny 1.
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Bipartitńı párováńı

Hezkým využit́ım tok̊u v śıt́ı je řešeńı úlohy bipartitńıho párováńı.
Úkolem je naj́ıt v bipartitńım grafu maximálńı podmnožinu hran
takovou, aby žádné dvě hrany nesd́ılely vrchol.

Jde o abstraktńı variantu docela obvyklé úlohy – ťreba spárováńı
kluk̊u a holek k tanci v tanečńıch, kdybychom měli p̌redem známé
možnosti, ze kterých vyb́ıráme (nap̌r. aby dvojici netvǒril pár p̌ŕılǐs
výškově nesourodý).
Tento problém docela snadno p̌revedeme na hledáńı maximálńıho
toku. Přidáme si uměle nav́ıc ke grafu zdroj, který propoj́ıme
hranami jdoućımi do všech vrchol̊u v jedné skupině v bipartitńım
grafu, zat́ımco ze všech vrchol̊u ve druhé skupině vedeme hranu do
p̌ridaného stoku. Všechny hrany opaťŕıme maximálńı kapacitou 1 a
hledáme maximálńı tok. Za páry pak bereme hrany s nenulovým
(tj. žrejmě jednotkovým) tokem.
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Mad’arský algoritmus (König, Egerváry, Kuhn)

Označujme kv̊uli jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny
v bipartitńım grafu jako červené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme p̌redpokládat, že vrcholy jsou obarveny tak, že
počet červených vrchol̊u nep̌revyšuje počet modrých.

Definice

Necht’ je dán bipartitńı graf G = (V ,E ) a párováńı M ⊆ E .
M-alternuj́ıćı cestou v G nazveme takovou cestu v G , jej́ıž hrany
tvǒŕı sťŕıdavě hrany z M a z E \M. M-rozšǐruj́ıćı cestou v G
nazveme M-alternuj́ıćı cestu, která spojuje dosud nep̌rǐrazený
červený vrchol u s dosud nep̌rǐrazeným modrým vrcholem v .
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Algoritmus pro nalezeńı maximálńıho párováńı

1 Nalezneme libovolné párováńı M. Označ́ıme všechny červené
vrcholy jako p̌ŕıpustné.

2 Vyberme některý dosud nep̌rǐrazený p̌ŕıpustný červený vrchol
v (pokud neexistuje, jsme hotovi) a nalezněme pro něj (nap̌r.
prosťrednictv́ım prohledáváńı do hloubky) M-alternuj́ıćı strom
s kǒrenem ve v (pokud neexistuje, označme v jako nep̌ŕıpustný
a proces opakujme s jiným vrcholem). Pokud strom obsahuje
nějakou M-rozšǐruj́ıćı cestu, odstrańıme M-hrany v této cestě
z M a ostatńı hrany této cesty do M p̌ridáme. Označmě
všechny červené vrcholy jako p̌ŕıpustné a proces opakujme.
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Datové struktury

Obvykle (Kǒrenové pěstěné) binárńı stromy nesoućı informaci
v uzlech.

AVL stromy (vyvážené), podobně red-black stromy

B-stromy (2-3 stromy, B∗ stromy)

binárńı halda, Fibonacciho halda

a mnoho daľśıch

V této oblasti odkážeme na p̌redmět Návrh algoritmů a daľśı, my si
pouze ukážeme využit́ı binárńıch stromů v kódováńı (Huffmanův
algoritmus).
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Pracujeme s pěstěnými binárńımi stromy, kde máme nav́ıc každou
hranu obarvenou některým symbolem z dané výstupńı abecedy A
(často A = {0, 1}). Kódovými slovy C jsou slova nad abecedou A,
na která p̌revád́ıme symboly vstupńı abecedy. Našim úkolem je
reprezentovat daný text pomoćı vhodných kódových slov nad
výstupńı abecedou.
Je snadno vidět, že je užitečné cht́ıt, aby seznam kódových slov byl
bezprefixový (v opačném p̌ŕıpadě může nastat problém
s dekódováńım).

Př́ıklad

Text: MADAM, I’M ADAM
C = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000} Pokud symboly p̌rǐrazujeme tak, jak
p̌richázej́ı na řadu, dostaneme
M = 0,A = 1,D = 00, ,= 01, I = 10,′= 11, . = 000. Přitom ale
nap̌r. neńı jasné dekódováńı řetězce 01001 – je to MADA, MI,
nebo ,DA?
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výstupńı abecedou.
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Prefixový kód C splňuje, že žádný prvek C neńı prefixem jiného
slova z C .
Ke konstrukci binárńıch prefixových kódů (tj. nad abecedou
A = {0, 1}) využijeme binárńıch stromů. Označ́ıme-li hrany
vycházej́ıćı z každého uzlu 0, resp. 1, a označ́ıme-li nav́ıc listy
stromu symboly vstupńı abecedy, dostaneme prefixový kód nad A
pro tyto symboly žretězeńım označeńı hran na cestě z kǒrene do
p̌ŕıslušného listu.
Takto vytvǒrený kód je žrejmě prefixový.

Uděláme-li tuto konstrukci nav́ıc tak, abychom odrazili četnost
symbol̊u vstupńı abecedy v kódovaném textu, dosáhneme tak
dokonce bezztrátové komprese dat.
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Huffmanův algoritmus

Necht’ M je seznam četnost́ı symbol̊u vstupńı abecedy v textu.
Algoritmus postupně zkonstruuje optimálńı binárńı strom (tzv.
minimum-weight binary tree) a p̌rǐrazeńı symbol̊u list̊um.

Vyber dvě nejmenš́ı četnosti w1,w2 z M. Vyrob strom se
dvěma listy označenými p̌ŕıslušnými symboly a kǒrenem
označeným w1 + w2 , odeber z M hodnoty w1,w2 a nahrad’ je
hodnotou w1 + w2.

Tento krok opakuj; pouze v p̌ŕıpadě, že vybraná hodnota z M
je součtem, pak nevyráběj nový list, ale ”p̌ripoj” p̌ŕıslušný již
existuj́ıćı podstrom.
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Plán p̌rednášky

1 Toky v śıt́ıch

2 Problém maximálńıho toku v śıti

3 Daľśı aplikace
Bipartitńı párováńı
Stromové datové struktury a prefixové kódy

4 Vytvǒruj́ıćı funkce

5 Operace s vytvǒruj́ıćımi funkcemi
Přehled mocninných řad
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Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně
poťrebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad

Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3
pětikorunové. Z automatu, který nevraćı, chceme minerálku za 22
Kč. Kolika způsoby to uḿıme, aniž bychom ztratili p̌replatek?

Hledáme zjevně č́ısla i , j a k taková, že i + j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvažme součin polynomů (ťreba nad reálnými č́ısly)

(x0+x1+x2+x3+x4)(x0+x2+x4+x6+x8+x10)(x0+x5+x10+x15).

Mělo by být žrejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky
(Cauchyovskému) způsobu násobeńı polynomů právě koeficient
u x22 ve výsledném polynomu. Skutečně tak dostáváme čty̌ri
možnosti 3 ∗ 5 + 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1, 3 ∗ 5 + 2 ∗ 2 + 3 ∗ 1,
2 ∗ 5 + 5 ∗ 2 + 2 ∗ 1 a 2 ∗ 5 + 4 ∗ 2 + 4 ∗ 1.
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Motto: spojité a diskrétńı modely se vzájemně
poťrebuj́ı a doplňuj́ı.

Př́ıklad

Máme v peněžence 4 korunové mince, 5 dvoukorunových a 3
pětikorunové. Z automatu, který nevraćı, chceme minerálku za 22
Kč. Kolika způsoby to uḿıme, aniž bychom ztratili p̌replatek?

Hledáme zjevně č́ısla i , j a k taková, že i + j + k = 22 a zároveň

i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, j ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10}, k ∈ {0, 5, 10, 15}.
Uvažme součin polynomů (ťreba nad reálnými č́ısly)

(x0+x1+x2+x3+x4)(x0+x2+x4+x6+x8+x10)(x0+x5+x10+x15).

Mělo by být žrejmé, že hledaný počet řešeńı je d́ıky
(Cauchyovskému) způsobu násobeńı polynomů právě koeficient
u x22 ve výsledném polynomu.
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Předchoźı p̌ŕıklad asi vypadal sṕı̌s jako složitý zápis jednoduchých
”backtrackingových úvah”. Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukazuje, že tento
postup lze ale s výhodou zobecnit.

Necht’ I , J jsou konečné množiny nezáporných celých č́ısel. Potom
je pro dané r ∈ N počet řešeńı (i , j) rovnice i + j = r splňuj́ıćıch
i ∈ I , j ∈ J roven koeficientu u x r v polynomu (

∑
i∈I x i )(

∑
j∈J x j).

Př́ıklad

Kolika způsoby můžeme pomoćı minćı (1, 2, 5, 10, 20 a 50 Kč)
zaplatit platbu 100 Kč?

Hledáme p̌rirozená č́ısla a1, a2, a5, a10, a20 a a50 taková, že ai je
násobkem i pro všechna i ∈ {1, 2, 5, 10, 20, 50} a zároveň
a1 + a2 + a5 + a10 + a20 + a50 = 100. Podobně jako výše je vidět,
že požadovaný počet lze źıskat jako koeficient u x100 v

(1 + x + x2 + . . . )(1 + x2 + x4 + . . . )(1 + x5 + x10 + . . . )

(1 + x10 + x20 + . . . )(1 + x20 + x40 + . . . )(1 + x50 + x100 + . . . )
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Př́ıklad
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Př́ıklad
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Podobným způsobem můžeme znovu velmi snadno odvodit některé
kombinatorické vztahy, které známe již z ďŕıvěǰska. Využijeme
p̌ritom binomickou větu.

Věta (binomická)

Pro n ∈ N a r ∈ R plat́ı

(1 + x)n =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · ·+

(
n

n

)
xn.

Na levou stranu se můžeme d́ıvat jako na součin n polynomů,
pravá je zápisem polynomu vzniklého jejich roznásobeńım.
Dosazeńım č́ısel x = 1, resp. x = −1 dostáváme známé vzorce:

Důsledek∑n
k=0

(n
k

)
= 2n,∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0.
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Důsledek∑n
k=0

(n
k

)
= 2n,∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0.
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Pod́ıváme se ted’ na obě strany v binomické větě ”spojitýma
očima” a s využit́ım vlastnost́ı derivaćı odvod́ıme daľśı vztah mezi
kombinačńımi č́ısly.

Důsledek

Plat́ı
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Důkaz.

Na obě strany binomické věty se pod́ıváme jako na polynomiálńı
funkce. Derivaćı levé strany dostaneme n(1 + x)n−1, derivaćı pravé
strany (člen po členu) pak

∑n
k=1 k

(n
k

)
xk−1. Dosazeńım x = 1

dostaneme tvrzeńı.
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(Formálńı) mocninné řady

Definice

Bud’ dána nekonečná posloupnost a = (a0, a1, a2, . . .). Jej́ı
vytvǒruj́ıćı funkćı rozuḿıme (formálńı) mocninnou řadu tvaru

∞∑
i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x2 + · · · .

Poznámka

O formálńı mocninné řadě hovǒŕıme proto, že se zat́ım na tuto
řadu d́ıváme čistě formálně jako na jiný zápis dané posloupnosti a
nezaj́ımáme se o konvergenci. Na druhou stranu to ale znamená, že
formálńı mocninná řada neńı funkce a nemůžeme do ńı dosazovat.
To ovšem vzápět́ı naprav́ıme, když s využit́ım znalost́ı z analýzy
nekonečných řad p̌rejdeme od formálńıch mocninnných řad
k p̌ŕıslušným funkćım.
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Př́ıklad

Posloupnosti samých jedniček odpov́ıdá formálńı mocninná řada
1 + x + x2 + x3 + · · · . Z analýzy v́ıme, že stejně zapsaná mocninná
řada konverguje pro x ∈ (−1, 1) a jej́ı součet je roven funkci
1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
Taylorovy řady v bodě 0, dostaneme žrejmě původńı řadu.
Takovéto ”zakódováńı” posloupnosti č́ısel do funkce a zpět je
kĺıčovým obratem v teorii vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Jak jsme již zḿınili, tento obrat lze ale použ́ıt pouze tehdy, pokud
v́ıme, že řada alespoň v nějakém okoĺı 0 konverguje. Často ale
”diskrétńı” matematici použ́ıvaj́ı následuj́ıćı ”podvod”:

pomoćı formálńıch mocninných řad odvod́ı nějaký vztah
(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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(formuli, rekurenci,. . . ) bez toho, aby se zaj́ımali
o konvergenci

jinými prosťredky (často matematickou indukćı) tento vztah
dokážou
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1/(1− x). Stejně tak obráceně, rozvineme-li tuto funkci do
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Vytvǒruj́ıćı funkce v praxi využ́ıváme:

k nalezeńı explicitńı formule pro n-tý člen posloupnosti;

často vytvǒruj́ıćı funkce vycházej́ı z rekurentńıch vztahů,
občas ale d́ıky nim odvod́ıme rekurentńı vztahy nové;

výpočet pr̊uměr̊u či jiných statistických závislost́ı (nap̌r.
pr̊uměrná složitost algoritmu);

důkaz r̊uzných identit;

často je nalezeńı p̌resného vztahu p̌ŕılǐs obt́ıžné, ale mnohdy
stač́ı vztah p̌ribližný nebo asymptotické chováńı.
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Exponenciálńı vytvǒruj́ıćı funkce

Kromě výše zḿıněných vytvǒruj́ıćıch funkćı se v praxi rovněž často
objevuj́ı jejich tzv. exponenciálńı varianty.

g(x) =
∑
n≥0

gn
xn

n!
.

Poznámka

Jméno vycháźı z toho, že exponenciálńı funkce ex je
(exponenciálńı) vytvǒruj́ıćıfunkćı pro základńı posloupnost
(1, 1, 1, 1, . . . ).
Později ukážeme některé p̌ŕıklady (nap̌r. Cayleyho větu), kdy je
použit́ı exponenciálńıch vytvǒruj́ıćıch funkćı výhodněǰśı.
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Dosazováńı do mocninných řad

Následuj́ıćı větu znáte z matematické analýzy z loňského semestru:

Věta

Bud’ (a0, a1, a2, . . . ) posloupnost reálných č́ısel. Plat́ı-li pro nějaké
K ∈ R, že pro všechna n ≥ 1 je |an| ≤ Kn, pak řada

a(x) =
∑
n≥0

anxn

konverguje pro každé x ∈ (− 1
K ,

1
K ). Součet této řady tedy definuje

funkci na uvedeném intervalu, tuto funkci označujeme rovněž a(x).

Hodnotami funkce a(x) na libovolném okoĺı 0 je jednoznačně
určena p̊uvodńı posloupnost, nebot’ má a(x) v 0 derivace všech
řád̊u a plat́ı

an =
a(n)(0)

n!
.
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a(x) =
∑
n≥0

anxn

konverguje pro každé x ∈ (− 1
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
jednoduché operace nad mocninnými řadami:

Sč́ıtáńı (ai + bi ) posloupnost́ı člen po členu odpov́ıdá součet
a(x) + b(x) p̌ŕıslušných vytvǒruj́ıćıch funkćı.

Vynásobeńı (α · ai ) všech členů posloupnosti stejným skalárem
α odpov́ıdá vynásobeńı α · a(x) p̌ŕıslušné vytvǒruj́ıćı funkce.

Vynásobeńı vytvǒruj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá
posunut́ı posloupnosti doprava o k ḿıst a jej́ı doplněńı nulami.

Pro posunut́ı posloupnosti doleva o k ḿıst (tj. vynecháńı
prvńıch k ḿıst posloupnosti) nejprve od a(x) odečteme
polynom bk(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a
poté poděĺıme vytvǒruj́ıćı funkci xk .

Substitućı polynomu f (x) s nulovým absolutńım členem za x
vytvǒŕıme specifické kombinace členů původńı posloupnosti.
Jednoduše je vyjáďŕıme pro f (x) = αx , což odpov́ıdá
vynásobeńı k–tého členu posloupnosti skalárem αk . Dosazeńı
f (x) = xn nám do posloupnosti mezi každé dva členy vlož́ı
n − 1 nul.
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polynom bk(x) odpov́ıdaj́ı posloupnosti (a0, . . . , ak−1, 0, . . . ) a
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Některým jednoduchým operaćım s posloupnostmi odpov́ıdaj́ı
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Vynásobeńı vytvǒruj́ıćı funkce a(x) monomem xk odpov́ıdá
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Př́ıklad

Viděli jsme, že 1/(1− x) je vytvǒruj́ıćı funkćı posloupnosti ze
samých jedniček. Substitućı 2x za x tak dostaneme tvrzeńı, že
1/(1− 2x) je vytvǒruj́ıćı funkćı posloupnosti (1, 2, 4, 8, . . . ).

S využit́ım substituce −x za x dostaneme, že je-li a(x) vytvǒruj́ıćı
pro (a0, a1, . . . ), je (a(x) + a(−x))/2 vytvǒruj́ıćı pro
a0, 0, a2, 0, . . . ).

Př́ıklad

Určete vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . . ).

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je 1/(1− 2x) vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (1, 2, 4, 8, . . . ). Substitućı x2 za x dostaneme
vytvǒruj́ıćı funkci 1/(1− 2x2) pro (1, 0, 2, 0, 4, 0, . . . ) a celkem pak
je (1 + x)/(1− 2x2) hledanou vytvǒruj́ıćı funkćı.
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pro (a0, a1, . . . ), je (a(x) + a(−x))/2 vytvǒruj́ıćı pro
a0, 0, a2, 0, . . . ).

Př́ıklad

Určete vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti

(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . . ).

Řešeńı

Podle p̌redchoźıho p̌ŕıkladu je 1/(1− 2x) vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (1, 2, 4, 8, . . . ). Substitućı x2 za x dostaneme
vytvǒruj́ıćı funkci 1/(1− 2x2) pro (1, 0, 2, 0, 4, 0, . . . ) a celkem pak
je (1 + x)/(1− 2x2) hledanou vytvǒruj́ıćı funkćı.
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Př́ıklad
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Viděli jsme, že 1/(1− x) je vytvǒruj́ıćı funkćı posloupnosti ze
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S využit́ım substituce −x za x dostaneme, že je-li a(x) vytvǒruj́ıćı
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Řešeńı
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Daľśımi důležitými operacemi, které se p̌ri práci s vytvǒruj́ıćımi
funkcemi často objevuj́ı, jsou:

Derivováńı podle x : funkce a′(x) vytvǒruje posloupnost
(a1, 2a2, 3a3, . . . ), člen s indexem k je (k + 1)ak+1 (tj.
mocninnou řadu derivujeme člen po členu).

Integrováńı: funkce
∫ x

0 a(t) dt vytvǒruje posloupnost
(0, a0,

1
2 a1,

1
3 a2,

1
4 a3, . . . ), pro k ≥ 1 je člen s indexem k je

1
k ak−1 (žrejmě je derivaćı p̌ŕıslušné mocninné řady člen po
členu původńı funkce a(x)).

Násobeńı řad: součin a(x)b(x) je vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti (c0, c1, c2, . . . ), kde

ck =
∑

i+j=k

aibj .

(tj. členy v součinu až po ck jsou stejné jako v součinu
(a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ akxk)(b0 + b1x + b2x2 + · · · bkxk).
Posloupnost c bývá také nazývána konvolućı posloupnost́ı a, b.
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Př́ıklad

Jaká je vytvǒruj́ıćı funkce pro posloupnost druhých mocnin
(12, 22, 32, . . . ) ?

Řešeńı

Lze očekávat, že bude snazš́ı bude nejprve určit vytvǒruj́ıćı funkce
pro (1, 2, 3, . . . ). Podle p̌redchoźıho v́ıme, že 1/(1− x) vytvǒŕı
posloupnost samých jedniček a jej́ı derivace 1/(1− x)2 pak
posloupnost (1, 2, 3, . . . ). Jak ale zjistit funkci odpov́ıdaj́ıćı druhým
mocninám?

Druhou derivaćı dostaneme 2/(1− x)3, k ńı
odpov́ıdaj́ıćı posloupnost je (1× 2, 2× 3, 3× 4, . . . ), jej́ıž člen
s indexem k je (k + 2)(k + 1). Snadno vid́ıme, že výslednou
vytvǒruj́ıćı funkćı je tedy

a(x) =
2

(1− x)3
− 1

(1− x)2
.
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.
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Př́ıklad

Uvažme jeden speciálńı p̌ŕıpad násobeńı vytvǒruj́ıćıch funkćı a(x) a
b(x), je-li a(x) = 1/(1− x). Pak konvolućı p̌ŕıslušných posloupnost́ı
je posloupnost, jej́ıž vytvǒruj́ıćı funkce je dána mocninnou řadou

(1 + x + x2 + x3 + · · · )(b0 + b1x + b2x2 + · · · ) =

= b0 + (b0 + b1)x + (b0 + b1 + b2)x2 + · · ·

Vyjáďreno slovy, vynásobeńım funkce b(x) funkćı 1/(1− x)
dostaneme vytvǒruj́ıćı funkci posloupnosti částečných součt̊u
původńı posloupnosti (b0, b1, b2, . . . ).
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Přehled mocninných řad:

1

1− x
=
∑
n≥0

xn,

ln
1

1− x
=
∑
n≥1

xn

n
,

ex =
∑
n≥0

xn

n!
,

sin x =
∑
n≥0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
,

cos x =
∑
n≥0

(−1)n x2n

(2n)!
,

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk .
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Poznámka

Posledńı vzorec

(1 + x)r =
∑
k≥0

(
r

k

)
xk

je tzv. zobecněná binomická věta, kde pro r ∈ R je
binomický koeficient definován vztahem(

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.

Speciálně klademe
(r

0

)
= 1.

Pro n ∈ N z uvedeného vztahu snadno dostaneme

1

(1− x)n
=

(
n − 1

n − 1

)
+

(
n

n − 1

)
x +· · ·+

(
n + k − 1

n − 1

)
xk +· · · .
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binomický koeficient definován vztahem(

r

k

)
=

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!
.
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Fibonacciho č́ısla a zlatý řez

Připomeňme, že Fibonacciho č́ısla jsou dána rekurentńım
p̌redpisem

F0 = 0,F1 = 1,Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Již ďŕıve jste si uváděli všemožné výskyty této posloupnosti
v p̌ŕırodě, v matematice nebo v teoretické informatice. Našim ćılem
bude (opět) naj́ıt formuli pro výpočet n-tého členu posloupnosti.

Poznámka

(Nejen) pro manipulace se sumami použ́ıvaj́ı autǒri Concrete
mathematics velmi vhodné označeńı [logický predikát ] –
výraz je roven 1 v p̌ŕıpadě splněńı predikátu, jinak 0.
Nap̌r. [n = 1], [2|n] apod.
Pro vyjáďreńı koeficientu u xn ve vytvǒruj́ıćı funkci F (x) se pak
často použ́ıvá zápis [xn]F (x).
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mathematics velmi vhodné označeńı [logický predikát ] –
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Př́ıklad – pokr.

Uvažme vytvǒruj́ıćı funkci F (x) Fibonacciho posloupnosti. Pak
žrejmě

F (x)− xF (x)− x2F (x) = x ,

a tedy

F (x) =
x

1− x − x2
.

Našim ćılem je tedy odvodit vztah pro n-tý člen posloupnosti
odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkci F (x) = x

1−x−x2 .

Využijeme k tomu rozklad na parciálńı zlomky a dostaneme

x

1− x − x2
=

A

x − x1
+

B

x − x2
,

kde x1, x2 jsou kǒreny polynomu 1− x − x2 a A,B vhodné
konstanty odvozené z počátečńıch podḿınek. Po substituci
λ1 = 1/x1, λ2 = 1/x2 dostáváme vztah

x

1− x − x2
=

a

1− λ1x
+

b

1− λ2x
,

odkud snadno pomoćı znalost́ı o vytvǒruj́ıćıch funkćıch
Fn = a · λn

1 + b · λn
2.
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Našim ćılem je tedy odvodit vztah pro n-tý člen posloupnosti
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Využijeme k tomu rozklad na parciálńı zlomky a dostaneme
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x

1− x − x2
=

a

1− λ1x
+

b

1− λ2x
,
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Př́ıklad – závěr

S využit́ım počátečńıch podḿınek dostáváme

Fn =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n]
.

Jistě je zaj́ımavé, že tento výraz plný iracionálńıch č́ısel je vždy
celoč́ıselný.

Uváž́ıme-li nav́ıc, že (1−
√

5)/2 ≈ −0.618, vid́ıme, že pro všechna
p̌rirozená č́ısla lze Fn snadno spoč́ıtat zaokrouhleńım č́ısla
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2 )n. Nav́ıc je vidět, že limn→∞ Fn/Fn+1 = 1/λ1 ≈ 0.618,

což je poměr známý jako zlatý řez – objevuje se již od antiky
v architektǔre, výtvarném uměńı i hudbě.
Analogický postup je možné použ́ıt p̌ri řešeńı obecných lineárńıch
diferenčńıch rovnic k-tého stupně s konstatńımi koeficienty. Má-li
charakteristická rovnice jednoduché kǒreny, je situace jednoduš̌śı –
viz ďŕıve.
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viz ďŕıve.
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2 )n. Nav́ıc je vidět, že limn→∞ Fn/Fn+1 = 1/λ1 ≈ 0.618,
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