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Limita a spojitost funkce

Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bod€ |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).



Limita a spojitost funkce

Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bod€ |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice

Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé& a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro v8echna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a
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L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro v8echna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme
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Obdobn& jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i
v ,nevlastnich* bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bod€ |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice
Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé& a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro v8echna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Obdobn& jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i

v ,nevlastnich* bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").

Ma-li mit funkce v daném bod& limitu, nesmi zdleZet na , cest&”,
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkci jedné promé&nné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

2nékdyv také o dvou policajtech :)
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Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,
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Limita a spojitost funkce

Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ véta o tfech limitach 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

multiplikativita, divisibilita,

Je-lilimy_., f(x) = 0 a funkce g(x) je ohranitend v né&jakém
ryzim okoli bodu x, pak

)I(iLna f(x)g(x) =0.

2nékdyv také o dvou policajtech :)



Limita a spojitost funkce

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = 2 bods (0,0).

vV xX2+y24+1-1




Limita a spojitost funkce

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = 2 bods (0,0).

vV xX2+y24+1-1
P¥iklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x + y)sin Lsin % v bodg (0, 0).

v




Limita a spojitost funkce

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = % v bodg (0, 0).
x2+y —

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x + y)sin Lsin % v bodg (0, 0).

Priklad

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = ﬁy}ﬂ v bodg (0, 0).




Limita a spojitost funkce

Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A




Limita a spojitost funkce

Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A

Véta (Bolzanova)

Necht f : R" — R je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné A.
Jsou-li a, b € A takové, Ze f(a) < 0 < f(b), pak existuje c € A
tak, Ze f(c) = 0.
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Parcidlni a smé&rové derivace
®00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.



Parcidlni a smé&rové derivace
®00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Definice

Existuje-li limita

1
H * * * * * * *
lim = (f(xl,...,x,-_l,x,- + X, X)) — f(xl,...,xn)) ,
t—0 t
fikdme, Ze funkce f : E, — R md v bod& [x7,. .., x;] parcidlni
derivaci podle promé&nné x; a znatime f.(x;,...,x;) (p¥ip.

g)’; (X{,...,xp) nebo £.(x{,...,x3)).




Parcidlni a smé&rové derivace
®00

ParcidIni derivace jsou nejsnazsim rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Existuje-li limita

lim — (FO, - X X+ X, X)) — OG-, x3h)
fikdme, Ze funkce f : E, — R md v bod& [x7,. .., x;] parcidlni
derivaci podle promé&nné x; a znatime f.(x;,...,x;) (p¥ip.
of (% * ! (* *
5 (X5 -+ xp) nebo £ (x{, ..., x7)).

Podobné jako v p¥ipadé jedné proménné, pokud m3a funkce
f . E, — R parcidlni derivace ve viech bodech né&jaké oteviené
mnoZiny, jsou tyto derivace rovn&Z funkcemi z E, do R.



Parcidlni a smé&rové derivace
o] 1o}

Pro funkce v E; dostdvame

0 o1
gf(XOJ/O) = t"_”[g) ;(f(Xo + t,y0) — f(x0,0)) =

~ im f(x, y0) — f(x0, ¥0)
x—Xo X — Xp ’

0 o1
@f(xov)/o) = tleo ;(f(XOJO +t) — f(x0, y0)) =

= lim f(X07y) — f(X07y0)‘

Y—=Y0 Y —Y
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Pro funkce v E; dostdvame

0 o1
5"(X0,YO) = t"_”[g) ;(f(xo + t,y0) — f(x0,0)) =

~ im f(x, y0) — f(x0, ¥0)
X—X0 X — Xo ’

0 o1
@f(xov)/o) = tleo ;(f(XO,YO +t) — f(x0, y0)) =

lim f(X07y) — f(X07y0)
y—Xo Y=Y

Poznamka

Parcialni derivace funkce f : E; — R podle x v bod& [xo, yo] udava
smé&rnici te¢ny v bod& [xo, yo, (X0, yo)] ke kFivce, kterd je
prisecikem grafu Gr s rovinou y = yp.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soutadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka

Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soutadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Pyiklad
Funkce

f(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 jinak

md v bod& [0, 0] ob& parcidlni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.
1
d,f(x) = I|n}) ?(f(x + tv) — f(x)).
t—

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

d,F(x) = lm%(f(x + 1) — F(x)).

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektorli ve sméru soufadnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta

Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q dif(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d.(f £g)(x)=d,f(x)=*dg(x),
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,
Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),
Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),

Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),

Q pro g(x) # 0 je d L) = 5 (d f(x) g(x) — f(x)dvg(x)).




Parcidlni a smé&rové derivace
oeo

Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) + dvg(x),

Q d(fg)(x) = dvf(x) g(x) + f(x)dve(x),

Q pro g(x) # 0 je d L) = 5 (d f(x) g(x) — f(x)dvg(x)).




Parcidlni a smé&rové derivace
oeo

Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
©(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) £ dvg(x),

0 d,(f2)(x) = duF(x)g(x) + F(x)dg(x),

© pro g(x) # 0 je dv ) = g (df () 8(x) = F(x)dug(x)).

Poznamka

Neplati ale aditivita vzhledem ke smériim:

dytyf(x) # duf(x) + d,f(x).

Rovnéz je vidét z vySe uvedené véty, Zze smérova derivace nezavisi
jen na ,,sméru” vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici ptiklad.

Ptiklad
Funkce definovand predpisem

4,2

f(X,)/) = W

mimo pocatek a (0,0) = 0, ma v poatku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
»po riiznych paraboldch* dostavdme rizné limity).
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici ptiklad.

Priklad

Funkce definovand predpisem

4.2
Xy
f(x,y) = ———
(x,y) X8+ y4
mimo pocatek a (0,0) = 0, ma v poatku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
. po riznych parabolach" dostdvame rizné limity).

Jiz v p¥ipadé limit jsme vidéli, Ze nesta&i zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parcidlni derivace), ani po p¥imkach
(smé&rové derivace), proto by nds uvedené chovani nemélo
prekvapit.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici ptiklad.

Priklad

Funkce definovand predpisem

4.2
Xy
f(x,y) = ———
(x,y) X8+ y4
mimo pocatek a (0,0) = 0, ma v poatku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojitd (nebot p¥i konvergenci
. po riznych parabolach" dostdvame rizné limity).

Jiz v p¥ipadé limit jsme vidéli, Ze nesta&i zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parcidlni derivace), ani po p¥imkach
(smé&rové derivace), proto by nds uvedené chovani nemélo
prekvapit.

Ke spojitosti potfebujeme silngjsi pojem, tzv. totadlni diferencial,



Parcidlni a smé&rové derivace
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencidl zavislé proménné dy je linedrni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, spliiujici

dy = f'(x0) - dx.
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[ JeIeTelole}

Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencidl zavislé proménné dy je linedrni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, spliiujici

dy = f'(x0) - dx.

Formalné ¥ikame, Ze funkce f : R — R je diferencovatelnd v xp,
pokud existuje A € R tak, Ze

lim f(Xo + h) - f(Xo) — Ah

h—0 h =0

(P¥itom z definice derivace snadno plyne, Ze pak A = f'(xp).)
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé& x, jestlize existuje
vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny

»sméry“v € R” plati

.1 .
Jlnom(f(x—i-v)— f(x)—a-v)=0.
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice
Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé& x, jestlize existuje
vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny
»sméry“v € R” plati
1

JiLnom(f(x—i-v)— f(x)—a-v)=0.

Linedrni funkci df definovanou pfedpisem v — a- v (zdvislou na
vektorové prom&nné v) nazyvame diferencial funkce f.

V literatufe se &asto také ¥ika totdini diferencidl df funkce f.
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Diakaz: Z diferencovatelnosti f v bod& x plyne
f(x+v) = F(x) = a- v+ 7(v), kde lim, o T = 0.

vib
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R" — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Diakaz: Z diferencovatelnosti f v bod& x plyne
f(x+v) = F(x) = a-v+7(v), kde lim, o T = 0.
Proto:

lim (f(x +v) — f(x)) = lim (a- v+ 7(v)) =0,

v—0 v—0

a tedy
Iim0 f(x+v)="f(x).
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je ptitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v ozna&eni z definice diferencialu

dyf(x)=a-v.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je ptitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v ozna&eni z definice diferencialu

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = Img) (df( )(tv) + 7(tv)) =
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je ptitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v ozna&eni z definice diferencialu

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = Img) (df( )(tv) + 7(tv)) =

Pozndmka
Z ptedchoziho je ihned vidét, Ze vektor parcidlnich derivaci f’(x) je
pfimo roven vektoru a.
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UvaZzujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bod¥& [xo, yo] je linedrni funkce df : E; — R

of of
df = —dx+ —d
Ox X+ Oy Y

na prirlistcich se soufadnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
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UvaZzujme f : E; — R se spojitymi parcialnimi derivacemi.
Diferencial v pevném bod¥& [xo, yo] je linedrni funkce df : E; — R

of of
df = —dx+ —d
ax Oy Y
na prirlistcich se soufadnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
Obecnéji v p¥ipadé funkci vice promé&nnych piseme obdobné
of of of

df = —d —d e —d
B X1 + 9% X0 + + o, IXn (*)

a plati:

Necht f : E,, — R je funkce n promé&nnych, kterd ma v okoli bodu
x € E, spojité parcialni derivace. Pak existuje jeji diferencial df v
bodé& x a jeho souFadné vyjadFeni je ddno rovnici ().
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P¥iblizné vypocty

Podobné jako v pFipadé diferencialu funkci jedné proménné Ize i
diferencial funkce vice prom&nnych vyuZit k (velmi) p¥ibliznym
vypo&tim.

0,052—0,02

Pomoci diferencialu pfiblizné vypocteme e
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P¥iblizné vypocty

Podobné jako v p¥ipadé diferencidlu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice prom&nnych vyuZit k (velmi) p¥ibliznym
vypo&tim.

Priklad

T oz L [0S 7 « S
Pomoci diferencidlu p¥iblizn& vypotteme €%:05°—0.02

| \

Regeni
VyuZijeme diferencial funkce f(x,y) = e ¥ v bod& x = [0, 0]
s diferencemi v = (0,05; —0,02). Mdme

df(x,y) = 1Y 352 dx + 1Y dy,

a tedy df(0,0) = 0dx + 1dy, co? celkem dava odhad €205 ~0.02 —
f(0,05; —0,02) ~ f(0,0) + df (0, 05; —0,02) = 1 — 0,02 = 0, 98

v
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E> uvaZme rovinu v E3:

of of
z = f(x0,y0) + a(XOLVO)(X —x0) + a*y(xodfo)(y - )0)-

Je to jedind rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i te¢ny viech kivek c(t) = (x(t),y(t), f(x(t), y(t))). Rikdme
ji te¢na rovina ke grafu funkce f.
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Tecna nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E; — R a pevny bod [xp, yo] € E> uvaZme rovinu v E3:

z = f(x0,¥0) + g)i(xo,yo)(x — xo) + g}f/(X07YO)(y — Yo)-
Je to jedind rovina prochazejici (xo, yo), ve které lezi derivace a
tedy i te¢ny viech kivek c(t) = (x(t),y(t), f(x(t), y(t))). Rikdme
ji te¢na rovina ke grafu funkce f.
Na obrazku jsou zobrazeny dvé te¢né roviny ke grafu funkce
f(x,y) = sin(x) cos(y). Cervena &sra je obrazem k¥ivky
c(t) = (t,t,f(t, t)).
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Obecné pro f : E;, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
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Obecné pro f : E;, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zamé&Feni je grafem linedrniho zobrazeni df(x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bod& x € E,.
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Obecné pro f : E;, — R je te¢nou rovinou afinni nadrovina v E, 1.
Tato nadrovina

@ prochazi bodem (x, f(x))
@ jeji zamé&Feni je grafem linedrniho zobrazeni df(x) : E, — R,
tj. diferencidlu v bod& x € E,.

Analogie s funkcemi jedné proménné:
Diferencovatelna funkce f ma na E, v bodé x € E,, nulovy
diferencidl tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji sloZenfi s libovolnou k¥ivkou
prochézejici timto bodem zde ma stacionarni bod.
To ov8em neznamenad, Ze v takovém bod& musi mit f aspofi
lokdIn& bud maximum nebo minimum. Stejn& jako u funkci jedné
proménné miizeme rozhodovat teprve podle derivaci vyssich.
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Plan prednéasky

@ Derivace vyssich ¥adi, Taylorova véta
@ Parcialni derivace vyssich ¥adu
@ Hessidan — aproximace 2. ¥adu
@ Taylorova véta
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Pro pevny pfiriistek v € R” je vydisleni diferencidlii na tomto
p¥iristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opé&t
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
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®0

Pro pevny pfiriistek v € R” je vydisleni diferencidlii na tomto
p¥iristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opé&t
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
Pro parcialni derivace druhého fadu piseme

2 2
ox;  Ox; Ox;0x; Ox;0x;

v pfipadé opakované volby i = j piSeme také

00, o,
ox; 0Ox; TOx2 T 9x2’

1 1
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Uplné stejné postupujeme pFi dalSich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
ok
Gx,-l e 8x,-k '

Necht f : E,, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi aZ do Fddu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcidlni derivace nezavisi na poradi derivovani.
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Uplné stejné postupujeme pFi dalSich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
ok
Gx,-l e 8x,-k '

Necht f : E,, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi aZ do Fddu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcidlni derivace nezavisi na poradi derivovani.

Specidlné tedy pro n = 2 plati (pFi alternativnim zplsobu zapisu
parcidlnich derivaci):

fry (X0, Y0) = fyx(x0, ¥0)-
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Definice

Je-li f : E, — R libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce v bodé&
X, nazyvame symetrickou matici

2f 2F
Ox10x1 (X) Tt Ox10xn (X)

i) = (=) -

827’. . 821‘-
OxnOx1 (X) e OxpnOxn (X)

Hessovou matici (pFfip. Hessianem) funkce f v bod& x. Casto byva
Hessidn znaten f”(x).
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Definice

Je-li f : E, — R libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce v bodé&
X, nazyvame symetrickou matici

9*f d2f

82f Ox10x1 (X) o Ox10xn (X)
H) = (oged) = 1
6X,'8Xj 52F 52f

OxnOx1 (X) e 0Xn0Xn (X)

Hessovou matici (pFfip. Hessianem) funkce f v bod& x. Casto byva
Hessidn znaten f”(x).

Poznamka

Analogicky jako v p¥ipadé& parcialnich derivaci |ze definovat i
smé&rové derivace vys3ich ¥adi v bod& x € E,. Pak plati (za
predpokladu spojitosti jedné ze stran v x)

fuy (X) = fuu(x) = uT Hf (x)v = (Hf (x)u) - v.
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Pro k¥ivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,¥0) + %(XO’YO)g + gy(xo,)/o)ﬁ

1
+5 (fxx(X07y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(X07)/0)772)

v bod& (xo, yo) stejné derivace do druhého ¥adu vcetné&.
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oeo

Pro k¥ivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,¥0) + %(XO’YO)g + gy(XO»YO)n

1
+5 (fxx(X07y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(X07)/0)772)

v bod& (xo, yo) stejné derivace do druhého ¥adu vcetné&.
Funkci 3 lze psat vektorové takto:

5(0) = flr0.0) + 8rao) - (5) + 6 Hran)- ()

nebo (3(t) = f(xo0, yo) + df (x0, ¥0)(v) + 3 Hf (x0, o) (v, v), kde
v =(&,n) = c(t) je prirtistek zadany derivaci k¥ivky c(t) a
Hessian symetrickd 2—forma.



o

77
=

NS %
K52

Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym p¥iblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).
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Pouziti Hessidnu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

\\“"’i;;;'i{'{‘

SROSSALS

S,
“‘Q::/I

Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym p¥iblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).

Obecné& pro funkce f : E, — R, body x = [x1,...,x,] € E, a
priristky v = (1, ..., &n) klademe

k
dF)V) = ) L(Xl,...,x,,)~£,-1~-§,-k.

oXi, ...0x;
1<it,esig<n 1 "k
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Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné promé&nné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, p¥i¢emz zarovefi
udavala chybu, jiz se p¥i tomto odhadu dopoustime.
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Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné promé&nné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, p¥i¢emz zarovefi
udavala chybu, jiz se p¥i tomto odhadu dopoustime.

U funkci vice proménnych je situace podobnd, pouze formdiné
sloZitgjsi.

Taylorovym polynomem funkce f stupn& m (se stfedem) v bod& x*
nazyvdme polynom (vice promé&nnych), ktery ma s funkci f stejnou
funkéni hodnotu v daném bodé& x* a stejnou hodnotu vSech
parcidlnich derivaci aZ do ¥adu m vetné.
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Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

F(x) = f(x* +v) = Tim(x) + Rm(x),
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Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

Fx) = F(x* +v) = Tn(3) + R(x)
kde
Tm(3) = F") () (v) 4 5 RNV 4+ d™F()(v),

resp.

1

Gy ¢ 000, fe(0,1),

Rm(x) =

Jje Tayloriiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
je vektor diferenci.
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Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

Fx) = F(x* +v) = Tn(3) + R(x)
kde
Tm(3) = F") () (v) 4 5 RNV 4+ d™F()(v),

resp.

1

Gy ¢ 000, fe(0,1),

Rm(x) =

Jje Tayloriiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
je vektor diferenci.

Duikaz: pomérné snadny s vyuZitim Taylorovy véty pro funkci
F(+) = f(x* & . v) iedné nrom&nné
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
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00e00

P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)
Vyraz tfetiho ¥adu

03 f
Ox0y?

O3F
Ox20y

OF
2 3
&1 y3 g

3 a3f 3 2
d f(X,y)(ﬁ,n)Zﬁf +3 &n+3
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:

Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)

Vyraz tfetiho ¥adu

83f O3f 4

35xay2ST T 5"

O3F
&F(x,y)(&m) = 558 +

a obecné

Bf

K\ okf
d Fl,y)(Em) =) <€> 78Xk_gaygfk_zne-
/=0

Poznamka

|

Uvedené vyrazy Vam jist& (moZna, snad?) p¥ipominaji binomickou
vétu. Tak si je Ize rovnéz , neformalné” zapamatovat:

Fey)(em) = (56 + 5om)

pficemz j-té mocniny nahrazujeme j-tymi parcidlnimi derivacemi.
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Aproximace

Taylorova vé&ta ndm (stejn& jako v jednorozmérném p¥ipad&) dava
lepsi moZnosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

P¥enost vypodtu samozfejmé p¥imo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.
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Aproximace

Taylorova vé&ta ndm (stejn& jako v jednorozmérném p¥ipad&) dava
lepsi moZnosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

P¥enost vypodtu samozfejmé p¥imo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.

: o SR s ” 3_
Pomoci Taylorovy v&ty pFiblizn& vypotteme e%-05°—0.02
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Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypo¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi
V= (5777) = (0705v _0702)
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0000e

Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypo¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi

V= (5777) = (0705v _0702)

Parcialni derivace jsou: .

% = eX3+y 3X2, %}C = eX3+y’ % pry

Y .(3x2 - 3x2 4 6x), L = X1 .3x2

3
X +y
) Oxy [S] a

0% _
Oy? —

)
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0000e

Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypo¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi

V= (5777) = (0705v _0702)

Parcialni derivace jsou: .

% = ety 352, % — Xty Of

Y Ox2 T
ex3+y '(3X2 o 3X2 aF 6X), gix; = ex3+y -3X2, giyg = eX3+y .
Pak

= £(0,0) +df(0,0) - (&,7) + (&) - d*£(0,0) - <7§7> -

=1+n+79%
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Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypo¢teme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi
V= (5777) = (0705v _0702)
Parcialni derivace jsou: .
% = eX3+y 3X2, %}C = eX3+y’ % pry
2 2
legxty -(3x? - 3x2 + 6x), gT; = ey 352, g—yé =Xty
a

T2(04+¢&,04n) =
= £(0,0) +df(0,0) - (&) + (&) - d*£(0,0) - <7§7> -
=1+n+7%

Odtud dostavame odhad

Q0,05°-0,02 1 _ 0,02 + 0,022 = 0, 9804.
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