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Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta
[ 1}

Pro pevny pfiriistek v € R” je vydisleni diferencidlii na tomto
p¥iristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opé&t
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta
[ 1}

Pro pevny pfiriistek v € R” je vydisleni diferencidlii na tomto
p¥iristku opét operace na funkcich f : E, — R

f i dyf = df(v).

Vysledkem je df(v) : E, — R. Jestlize je tato funkce opé&t
diferencovatelna, mizeme tento proces opakovat.
Pro parcialni derivace druhého fadu piseme

2 2
ox;  Ox; Ox;0x; Ox;0x;

v pfipadé opakované volby i = j piSeme také

00, o,
ox; 0Ox; TOx2 T 9x2’

1 1



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta

oe

Uplné stejné postupujeme pFi dalSich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
ok
Gx,-l e 8x,-k '

Necht f : E,, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi aZ do Fddu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcidlni derivace nezavisi na poradi derivovani.




Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta

oe

Uplné stejné postupujeme pFi dalSich iteracich a hovofime o
parcialnich derivacich k-tého fadu
ok
Gx,-l e 8x,-k '

Necht f : E,, — R je k-krdt diferencovatelnd funkce se spojitymi
parcialnimi derivacemi aZ do Fddu k véetné v okoli bodu x € R".
Pak vsechny parcidlni derivace nezavisi na poradi derivovani.

Specidlné tedy pro n = 2 plati (pFi alternativnim zplsobu zapisu
parcidlnich derivaci):

fry (X0, ¥0) = fyx(x0, y0)-



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta
[ Ielelolo)

Taylorliv polynom funkce jedné proménné — opakovani

Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linedrniho polynomu
slouZi te¢na (tedy diferencidl). Lze ale pouZit i aproximace vyssich
radid. V tomto obecnéjsim pFipadé potom hovofime o Taylorové
polynomu.



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta
[ Ielelolo)

Taylorliv polynom funkce jedné proménné — opakovani

Vidéli jsme, Ze pro aproximaci funkce pomoci linedrniho polynomu
slouZi te¢na (tedy diferencidl). Lze ale pouZit i aproximace vyssich
radid. V tomto obecnéjsim pFipadé potom hovofime o Taylorové
polynomu.

Definice

Necht xg € D(f) je bod, ve kterém existuji vlastni derivace f'(xo),
f(x0), ..., F(")(xo) funkce f(x) aZ do ¥adu n. Tayloriv polynom
stupné& n funkce f(x) se stfedem v bodé& xq je polynom

T(x) = Ta(x) = T} (x) = T (x; x0)

definovany jako

T(X) = f(X0)+f/(X0) (X—X0)+ f,/(XO) (X—X0)2+- - f(n;(IXO)

> (x—xq)".
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(o] lelele]

Necht f(x) md spojité derivace f'(x), f"(x), ..., f("(x) na
uzavieném intervalu [a, b] a necht existuje vlastni derivace
f("*1)(x) na oteveném intervalu (a, b). Potom pro kaZdy bod
x € (a, b) existuje bod c € (a,x) tak, Ze plati rovnost

f(”+1)(c)

F) = Talx) + Ralx),  kde Rofo) = vy

(X 7 a)n—i—l’

kde T,h(x) je Tayloriv polynom stupné& n funkce f(x) se stfedem v
bodé¢ a.
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(ele] lele]

Definice

Je-li f : E, — R libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce v bodé&
X, nazyvame symetrickou matici

2f 2F
Ox10x1 (X) Tt Ox10xn (X)

i) = (=) -

827’. . 821‘-
OxnOx1 (X) e OxpOxn (X)

Hessovou matici (pFfip. Hessianem) funkce f v bod& x. Casto byva
Hessidn znaten f”(x).
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[e]eX Yolo)
Definice

Je-li f : E, — R libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce v bodé&
X, nazyvame symetrickou matici

9*f d2f

82f Ox10x1 (X) o Ox10xn (X)
H) = (oged) = 1
6X,'8Xj 52F 52f

OxnOx1 (X) e 0xn0Xn (X)

Hessovou matici (pFfip. Hessianem) funkce f v bod& x. Casto byva
Hessidn znaten f”(x).

Poznamka

Analogicky jako v p¥ipadé& parcialnich derivaci |ze definovat i
smé&rové derivace vys3ich ¥adi v bod& x € E,. Pak plati (za
predpokladu spojitosti jedné ze stran v x)

fuy (X) = fuu(x) = uT Hf (x)v = (Hf (x)u) - v.
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[eele] To)

Pro k¥ivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,¥0) + %(XO’YO)g + gy(xo,)/o)ﬁ

1
+5 (fxx(X07y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(X07)/0)772)

v bod& (xo, yo) stejné derivace do druhého ¥adu vcetnég.
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[eele] To)

Pro k¥ivku c(t) = (x(t),y(t)) = (x0 + &t, yo + nt) maji funkce

f f
B(t) = f(x0,¥0) + %(XO’YO)g + gy(XO»YO)n

1
+5 (fxx(X07y0)§2 + 2f, (X0, yo)én + fyy(X07)/0)772)

v bod& (xo, yo) stejné derivace do druhého ¥adu vcetnég.
Funkci 3 lze psat vektorové takto:

5(0) = 7Gro.0) + 8rGao) - (5) + 6 Hran)- ()

nebo (3(t) = f(xo0, o) + df (x0, ¥0)(v) + 3 Hf (x0, o) (v, v), kde
v =(&,n) = c(t) je prirlistek zadany derivaci k¥ivky c(t) a
Hessian symetrickd 2—forma.
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O000e

Pouziti Hessidnu pfipomina Taylorovu vétu funkci jedné proménné!

4
TS

““” .

S

Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym p¥iblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).



“‘-—q,’,’;}i{,{*
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Tecnd rovina je vynesena spolu s kvadratickym p¥iblizenim pro
funkci f(x,y) = sin(x) cos(y).

Obecné& pro funkce f : E, — R, body x = [x1,...,x,] € E, a
priristky v = (1, ..., &n) klademe

k
dF)V) = D L(Xl,...,x,,)~£,-1~-§,-k.

oxi, ...0x;
1<it,eesiy<n 1 i
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©0000

Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné promé&nné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, p¥i¢emz zarovefi
udavala chybu, jiz se p¥i tomto odhadu dopoustime.
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©0000

Taylorova véta

Taylorova véta pro funkci jedné promé&nné aproximovala danou
funkci v okoli bodu xg Taylorovym polynomem, p¥i¢emz zarovefi
udavala chybu, jiz se p¥i tomto odhadu dopoustime.

U funkci vice proménnych je situace podobnd, pouze formding
sloZitgjsi.

Taylorovym polynomem funkce f stupn& m (se stfedem) v bod& x*
nazyvdme polynom (vice promé&nnych), ktery ma s funkci f stejnou
funkéni hodnotu v daném bodé& x* a stejnou hodnotu vSech
parcidlnich derivaci aZ do ¥adu m vetné.
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Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

F(x) = f(x* +v) = Tim(x) + Rm(x),
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0®000

Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

Fx) = F(x* +v) = Tn(3) + R(x)
kde
Tm(3) = £ A )(v) 5 RNV 4+ dPF()(v),

resp.

1

Gy ¢ 80, 0 (0,1),

Rm(x) =

Jje Tayloriiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
je vektor diferenci.
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Véta (Taylorova)

Necht m4 funkce f : E, — R v bod& x* a n&jakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro v € R" plati:

Fx) = F(x* +v) = Tn(3) + R(x)
kde
Tm(3) = £ A )(v) 5 RNV 4+ dPF()(v),

resp.

1

Gy ¢ 80, 0 (0,1),

Rm(x) =

Jje Tayloriiv polynom, resp. zbytek v Taylorové vzorci a v = x — x*
je vektor diferenci.

Duikaz: pomérné snadny s vyuZitim Taylorovy véty pro funkci
F(+) = f(x* & . v) iedné nrom&nné
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P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
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00®00

P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)
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00®00

P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:
Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)
Vyraz tfetiho ¥adu

03 f
Ox0y?

O3F
Ox20y

O3F
2 3
&1 y3 g

3 a3f 3 2
d f(X,y)(ﬁ,n)Zﬁf +3 &n+3



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta

(ele] lo]e]

P¥iblizme si uvedené pojmy ve dvou proménnych:

Te&na rovina: f(xp, o) + df (xo0, ¥0)(x — x0, ¥ — Y0)

Vyraz tfetiho ¥adu

83f 03f 5

35xay2ST T 5"

O3F
& F(x,y)(&m) = 558 +

a obecné

Bf

K\ okf
d Fl,y)(Em) =) <€> 78Xk_gaygfk_zne-
/=0

Poznamka

|

Uvedené vyrazy Vam jist& (moZna, snad?) p¥ipominaji binomickou
vétu. Tak si je Ize rovnéz " neformalné” zapamatovat:

fey)(em) = (56 + 5om)

pficemz j-té mocniny nahrazujeme j-tymi parcidlnimi derivacemi.
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000®0

Aproximace

Taylorova vé&ta ndm (stejn& jako v jednorozmérném p¥ipad&) dava
lepsi moZnosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

P¥enost vypoltu samozfejmé p¥imo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.



Derivace vysSich ¥ada, Taylorova véta
000®0

Aproximace

Taylorova vé&ta ndm (stejn& jako v jednorozmérném p¥ipad&) dava
lepsi moZnosti aproximace funkci v okoli bodu neZ pouhy
diferencial.

P¥enost vypoltu samozfejmé p¥imo ovlivni i volba funkce, jejiz
hodnoty budeme aproximovat.

: o SR s ” 3_
Pomoci Taylorovy v&ty pFiblizn& vypotteme e%-05°—0.02
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Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypocteme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi
V= (5777) = (0705v _0702)
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ooooe

Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypocteme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi

V= (5777) = (0705v _0702)

Parcialni derivace jsou: .

% = eX3+y 3X2, %}C = eX3+y’ % pry

S| 2 3 2 3
eX 1t .(3x2 - 3x% + 6x), gT; = 1Y .3x2, g—yé =Xty
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ooooe

Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypocteme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi

V= (5777) = (0705v _0702)

Parcialni derivace jsou: .

% = ety 352, % — Xty Of

Y Ox2 T
ex3+y '(3X2 o 3X2 aF 6X), gix; = ex3+y -3X2, giyg = eX3+y .
Pak

= £(0,0) +df(0,0) - (&,7) + (&) - d*£(0,0) - <7§7> -

=1+n+79%
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ooooe

Reseni

P¥ibliznou hodnotu vypocteme pomoci Taylorova polynomu 2.
stupng funkce f(x,y) = Y v bodg [0,0] s diferencemi
V= (5777) = (0705v _0702)
Parcialni derivace jsou: .
% = eX3+y 3X2, %}C = eX3+y’ % pry

34+ 2 2 0%f _ X3+ 2 Pf _ X34
IeDXky-(3x $3x° 4 6x), gy, =€ 3x7, o =€ .

a

T2(04+¢&,04n) =
= £(0,0) +df(0,0) - (§,7) + (&) - d*£(0,0) - <7§7> -
=1+n+7%

Odtud dostavame odhad

Q0,05°-0,02 1 _ 0,02 + 0,022 = 0, 9804.
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© LokélIni a absolutni extrémy funkci vice promé&nnych
@ Lokalni extrémy
@ Absolutni (globalni) extrémy



Lokalni a absolutni extrémy funkci vice prom&nnych

900000000000

Definice

Vnitfni bod x* € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem (resp. minimem), jestliZe existuje jeho okoli U takové,
Ze pro v8echny body x € U plati f(x) < f(x*) (resp.

f(x) > f(x*)). Pokud nastavd v ptedchozich nerovnostech ostra
nerovnost pro viechny x £ x*, hovo¥ime o ostrém lokalnim
extrému.




Lokalni a absolutni extrémy funkci vice prom&nnych

900000000000

Definice

Vnitfni bod x* € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem (resp. minimem), jestliZe existuje jeho okoli U takové,
Ze pro v8echny body x € U plati f(x) < f(x*) (resp.

f(x) > f(x*)). Pokud nastavd v ptedchozich nerovnostech ostra
nerovnost pro viechny x £ x*, hovo¥ime o ostrém lokalnim
extrému.

Vnitini bod x* € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je
diferencial df (x) nulovy, nazyvame stacionarni bod funkce f.
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900000000000

Definice

Vnitfni bod x* € E, defini¢niho oboru funkce f je (lokalnim)
maximem (resp. minimem), jestliZe existuje jeho okoli U takové,
Ze pro v8echny body x € U plati f(x) < f(x*) (resp.

f(x) > f(x*)). Pokud nastavd v ptedchozich nerovnostech ostra
nerovnost pro viechny x £ x*, hovo¥ime o ostrém lokalnim
extrému.

Vnitini bod x* € E,, defini¢niho oboru funkce f, ve kterém je
diferencial df (x) nulovy, nazyvame stacionarni bod funkce f.

Nutnou podminkou pro existenci maxima nebo minima v bod& x*
(v p¥ipadé diferencovatelnosti funkce f v x*) je vymizeni
diferencialu v tomto bodé, tj. df (x*) = 0. Skutetng, pokud je
df (x*) # 0, pak existuje smér v, ve kterém je d,f(x*) # 0. Pak
ovéem nutné je podél pfimky x* + tv na jednu stranu od bodu x*
hodnota funkce roste a na druhou klesa.



Lokalni a absolutni extrémy funkci vice prom&nnych

O®0000000000

Priklad
Funkce f : E; — R definovana predpisem

X+ y2 pro[x,y] #10,0],
)= {1 pro [x, y] = [0,0]

ma v poldtku ostré lokalni maximum (pFitom zde neni spojitd, a
tedy ani diferencovatelnd).
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O®0000000000

Priklad
Funkce f : E; — R definovana predpisem

X+ y2 pro[x,y] #10,0],
)= {1 pro [x, y] = [0,0]

ma v poldtku ostré lokalni maximum (pFitom zde neni spojitd, a
tedy ani diferencovatelnd).

Priklad

Funkece f(x,y) = \/x% + y? je v po&étku spojitd a ma zde ostré
lokdIni minimum, p¥estoZe v tomto bodé neni diferencovatelna
(grafem funkce je kuZelova plocha — viz prvni prednaska).
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0O®000000000

Stacionarni body

Pro to, aby nabyvala v daném bodé diferencovatelnd funkce svého
lokdlniho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podminkou,
aby byl dany bod stacionarni.
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0O®000000000

Stacionarni body

Pro to, aby nabyvala v daném bodé diferencovatelnd funkce svého
lokdlniho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podminkou,
aby byl dany bod stacionarni.

P¥itom ale (podobné& jako u funkci jedné prom&nné) stacionarni
bod nemusi byt bodem lokélniho extrému.

Nap¥. funkece f(x,y) = (x — x0)(y — yo) ma v bod& [xo, yo]
staciondmi bod (df = SLdx + 9Ldy = (y — yo)dx + (x — x0)dy),
nema zde vak zfejmé& lokalIni extrém (jde o tzv. "sedlo”).
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0O®000000000

Stacionarni body

Pro to, aby nabyvala v daném bodé diferencovatelnd funkce svého
lokdlniho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podminkou,
aby byl dany bod stacionarni.

P¥itom ale (podobné& jako u funkci jedné prom&nné) stacionarni
bod nemusi byt bodem lokélniho extrému.

Nap¥. funkece f(x,y) = (x — x0)(y — yo) ma v bod& [xo, yo]
staciondmi bod (df = SLdx + 9Ldy = (y — yo)dx + (x — x0)dy),
nema zde vak zfejmé& lokalIni extrém (jde o tzv. "sedlo”).
Poznat, jakého typu je dany stacionarni bod, ndm stejné jako

v piipadé funkci jedné promé&nné umozni (diky Taylorové vét&)
derivace vyssich ¥ada.
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Situace v jedné promé&nné

Mgjme funkci f : R — R a jeji staciondrni bod xo (tj. f'(x0) = 0).
Je-li f”(xp) < 0, ma funkce v xp ostré lokalni maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).
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Situace v jedné promé&nné

Mgjme funkci f : R — R a jeji staciondrni bod xo (tj. f'(x0) = 0).
Je-li f”(xp) < 0, ma funkce v xp ostré lokalni maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).

Toto tvrzeni vyplynulo z Taylorovy véty (sta&i uvazit Taylorliv
polynom 1. stupng& a p¥isludny zbytek)

) = Talx) + Rix) =
= Flx0) + /(o) (x — ) + 5 F(€)(x — x0)? =

= flx0) + 5 F(€)(x — x0)?

kde & leZi mezi x a xp.
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Situace v jedné promé&nné

Mgjme funkci f : R — R a jeji staciondrni bod xo (tj. f'(x0) = 0).
Je-li f”(xp) < 0, ma funkce v xp ostré lokalni maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).

Toto tvrzeni vyplynulo z Taylorovy véty (sta&i uvazit Taylorliv
polynom 1. stupng& a p¥isludny zbytek)

) = Talx) + Rix) =
= Flx0) + /(o) (x — ) + 5 F(€)(x — x0)? =

= flx0) + 5 F(€)(x — x0)?

kde & lezi mezi x a xp. Ze spojitosti f” a vlastnosti f”(xp) < 0 pak
pro £ dostatetn& blizko xg dostavame f”(£) < 0 a tedy Ri(x) <0
dostaten& blizko xg . Proto zde f(x) < f(xp) a xo je lokdInim
maximem.
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Situace ve vice proménnych

M&jme funkci f : E, — R a jeji stacionarni bod x* (tj. f'(x*) =0
— nulovy vektor parcidlnich derivaci).
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Situace ve vice proménnych

M&jme funkci f : E, — R a jeji stacionarni bod x* (tj. f'(x*) =0
— nulovy vektor parcidlnich derivaci).

Z Taylorovy véty pak dostdvdme (opét sta&i uvazit Tayloriv
polynom 1. stupng a p¥isludny zbytek)

f(x) = Ti(x) + Ri(x) =
= £+ AR~ x) + 5 PRE(x — x) =

= () + 5 PO - ),

kde & = x* + v (pro 0 € (0,1)) lezi mezi x a x*.
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Situace ve vice proménnych

M&jme funkci f : E, — R a jeji stacionarni bod x* (tj. f'(x*) =0
— nulovy vektor parcidlnich derivaci).

Z Taylorovy véty pak dostdvdme (opét sta&i uvazit Tayloriv
polynom 1. stupng a p¥isludny zbytek)

f(x) = Ti(x) + Ri(x) =
= F(x) 4 () x— ) o PRE(x —x) =

= () + 5 PO - ),

kde & = x* + v (pro 0 € (0,1)) lezi mezi x a x*.
Zbyva do vice proménnych ptelozit podminku, ktera ¥ika, Ze vyraz

d?F(€)(x — x*) = (x = x*) THF()(x — x*)

je nekladny (resp. nezdporny) pro libovolné x.
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Pozitivné (negativn&) definitni kvadratické formy

Kvadraticka forma h: E, — R je
e pozitivné definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0
e pozitivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u € V
e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro viechny u # 0
e negativné semidefinitni, je-li h(v) < 0 pro viechny u € V
o indefinitni, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
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Pozitivné (negativn&) definitni kvadratické formy

Kvadraticka forma h: E, — R je

e pozitivné definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0

e pozitivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u € V

e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro viechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(v) < 0 pro viechny u € V

o indefinitni, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
Casto rovn&Z hovo¥ime o definitnosti matice A kvadratické formy h
(jsou spolu ve vztahu h(u) = u” Au = Au - u).

v
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Pozitivné (negativn&) definitni kvadratické formy

Definice

Kvadraticka forma h: E, — R je

e pozitivné definitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u # 0

e pozitivné semidefinitni, je-li h(u) > 0 pro viechny u € V

e negativné definitni, je-li h(u) < 0 pro viechny u # 0

e negativné semidefinitni, je-li h(v) < 0 pro viechny u € V

o indefinitni, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u,v € V.
Casto rovn&Z hovo¥ime o definitnosti matice A kvadratické formy h
(jsou spolu ve vztahu h(u) = u” Au = Au - u).

S té&mito pojmy jste se setkali jiZz v &asti v&nované linedrnim
modelim a méli byste tedy umét rozeznat definitnost kvadratické
formy (resp. jeji matice v dané bazi).
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,

@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,

@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,
@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
Dand symetrickd matice A je negativné definitni, pravé tehdy kdyz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:
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Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,

@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)

Dand symetrickd matice A je negativné definitni, pravé tehdy kdyz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ vdechny vlastni hodnoty matice A jsou ziporné,



Lokalni a absolutni extrémy funkci vice prom&nnych
000000800000

Kritéria pozitivni definitnosti matic

Dana symetrickd matice A je pozitivné definitni, pravé tehdy kdyZz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ viechny vlastni hodnoty matice A (tj. kofeny A jejiho
charakteristického polynomu |A — Al,|) jsou kladné,
@ vdechny hlavni minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)
Dand symetrickd matice A je negativné definitni, pravé tehdy kdyz
plati nékterd z téchto ekvivalentnich podminek:

@ vdechny vlastni hodnoty matice A jsou ziporné,

@ hlavni minory A stfidaji znaménko, po&inaje zdpornym.
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Necht f : E,, — R je dvakrat spojité diferencovatelnd funkce a
x* € E, necht je staciondrni bod funkce f. Potom

Q Jje-li Hf(x*) pozitivné (negativné) definitni, md f v x* ostré
lokdIni minimum (maximum),

@ Jje-li Hf (x*) indefinitni, nemd f v bod& x* lokalni extrém.

@ md-li f v x* lokdlni minimum (maximum), je Hf (x*)
pozitivné (negativné&) semidefinitni,
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Necht f : E,, — R je dvakrat spojité diferencovatelnd funkce a
x* € E, necht je staciondrni bod funkce f. Potom

Q Jje-li Hf(x*) pozitivné (negativné) definitni, md f v x* ostré
lokdIni minimum (maximum),

@ Jje-li Hf (x*) indefinitni, nemd f v bod& x* lokalni extrém.

@ md-li f v x* lokdlni minimum (maximum), je Hf (x*)
pozitivné (negativné&) semidefinitni,

Vsimnéme si, Ze vé&ta nedava Zadny vysledek, pokud je hessian
funkce ve zkoumaném bod& degenerovany (nulovy). Divod je opét
stejny jako u funkci jedné proménné. V takovych pt¥ipadech totiZz
existuji sméry, ve kterych prvni i druhd derivace zmizi a my proto
v tomto ¥adu pfFiblizeni neumime poznat, zda se funkce bude
chovat jako t3 nebo jako +t* dokud nespotteme alespoii

v potfebnych smérech derivace vyssi.
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P¥iklad
Uvazme funkci f(x, y) = sin(x) cos(y), ktera pfipomina zndma
kartonova plata na vajitka a spoctéme jeji lokalni extrémy.
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P¥iklad (pokr.)

Spo&téme si nejprve prvni parcidlni derivace:

fi(x,y) = cos(x) cos(y), f,(x,y) = —sin(x)sin(y),

takZe obé& derivace budou nulové pro dvé sady bodi
O cos(x) =0, sin(y) = 0, to je [x,y] = [25L 7, ¢x], pro
libovolné k, ¢ € Z

@ cos(y) =0, sin(x) = 0, to je [x,y] = [km, 252 7], pro
libovolné k, /¢ € Z.
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P¥iklad (pokr.)

Spo&téme si nejprve prvni parcidlni derivace:

fi(x,y) = cos(x) cos(y), f,(x,y) = —sin(x)sin(y),

takZe obé& derivace budou nulové pro dvé sady bodi
O cos(x) =0, sin(y) = 0, to je [x,y] = [25L 7, ¢x], pro
libovolné k, ¢ € Z
@ cos(y) =0, sin(x) = 0, to je [x,y] = [km, 252 7], pro
libovolné k, /¢ € Z.

Druhé parcialni derivace jsou

Hf (x,y) = <'CXX fXY) (x,y) = <—5i"(X)C?S(Y) —C_OS(X)sin(y)>

ey iy —cos(x)sin(y) —sin(x)cos(y)




Lokalni a absolutni extrémy funkci vice prom&nnych

000000000080

P¥iklad (pokr.)

V nasich dvou saddch bodii tedy dostdvame ndsledujici hessiany:

Q Hf(km+ X, 0m) =+ <1 0

01
kdyZ k a /¢ jsou riizné parity a naopak pro —,

i 01
9Hf(k7r,€7r—|—2):j:<1 0

kdyz k a ¢ jsou riizné parity a naopak pro —.

>, pficemz znaménko + nastava,

>, pri¢emz znaménko + nastdva,
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P¥iklad (pokr.)

V nasich dvou saddch bodii tedy dostdvame ndsledujici hessiany:

Q@ Hf(km + 5,4m) =+ <1 O), pfi¢emZ znaménko + nastava,

01
kdyZ k a /¢ jsou riizné parity a naopak pro —,

- 0
9 Hf(k7r,€7r—|—2):j:<1 0

kdyz k a ¢ jsou riizné parity a naopak pro —.

>, pri¢emz znaménko + nastdva,

ProtoZe nase funkce ma spojity hessian, ktery je nedegenerovany,
nastane lokdlni maximum tehdy a jen tehdy, kdyZ nas bod (x*, y*)
pat¥i do prvni skupiny se stejnymi paritami k a £. KdyZ budou
parity opa¢né, pak bod z prvni skupiny bude naopak bodem
lokalniho minima.
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000000000080

P¥iklad (pokr.)

V nasich dvou saddch bodii tedy dostdvame ndsledujici hessiany:

1 : . (2
Q@ Hf(km + 5,4m) =+ <0 (1)> pricemZ znaménko + nastava,
kdyZ k a /¢ jsou riizné parity a naopak pro —,

- 0
9 Hf(k7r,€7r—|—2):j:<1 0

kdyz k a ¢ jsou riizné parity a naopak pro —.

>, pri¢emz znaménko + nastdva,

ProtoZe nase funkce ma spojity hessian, ktery je nedegenerovany,
nastane lokdlni maximum tehdy a jen tehdy, kdyZ nas bod (x*, y*)
pat¥i do prvni skupiny se stejnymi paritami k a £. KdyZ budou
parity opa¢né, pak bod z prvni skupiny bude naopak bodem
lokdIntho minima. Naopak, hessian u druhé skupiny bodi se vycisli
kladné na n&kterych pfiristcich a zaporné na jinych. Stejné se proto
bude chovat i celd funkce f v okoli t&chto staciondrnich bodd.
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P¥iklad (Poznamky)

@ matice je indefinitni, pfestoZe ma oba hlavni minory

0 1
10
nekladné (pro semidefinitnost je znaménko minori pouze
nutnou podminkou!)
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P¥iklad (Poznamky)

@ matice je indefinitni, pfestoZe ma oba hlavni minory

0 1
10
nekladné (pro semidefinitnost je znaménko minori pouze

nutnou podminkou!)

@ nalezené lokdlni extrémy $lo jisté najit snadnéji tivahou o
nabyvéni hodnot +1 funkci f(x,y) = sin(x) cos(y), nemé&li
bychom ale jistotu, Ze jde o vSechny extrémy.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro viechna x € M.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvéd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.
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Absolutni extrémy

Necht f : E, — R a M je podmnoZinou defini¢niho oboru f.
V bod& x* nabyva f absolutniho (globalniho) maxima (minima) na
M, pokud je f(x*) > f(x) (f(x*) < f(x)) pro v8echna x € M.

Existence extrémi na kompaktni (uzav¥ené a ohrani¢ené) mnoZin&
vyplyvéd z Weierstrassovy véty.

Necht M C E, je kompaktni mnoZina, f : M — R spojitd. Pak f
nabyva svych absolutnich extrémii bud v bodech lokalnich extrémii
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.

Hledani absolutnich extrém( funkce na mnoZiné tak mame
prevedeno na nalezeni lokdlnich extrémi (coZz umime) a vy3etieni
hrani¢nich bodl. To je ale ¢asto komplikovanégjsi zaleZitost, které
se budeme vice vénovat pozdéji v &asti o vazanych_.extrémech.
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Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y? + x +y na
mnoziné M, kterd je dana trojihelnikem, tvofenym soufadnymi
osami a primkou x +y —4 = 0.
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P¥iklad

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y? + x +y na
mnoziné M, kterd je dana trojihelnikem, tvofenym soufadnymi
osami a primkou x +y —4 = 0.

| A

Regenf

Jedinym staciondrnim bodem je [1,1], kde nastdva absolutni
maximum f(1,1) = 1. Absolutni minimum —12 nastdva

v hrani¢nich bodech [4,0] a [0, 4].
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