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Numerická kvadratura
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Numerická kvadratura
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Plán p̌rednášky
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Záměna soǔradnic p̌ri integraci

Při výpočtu integrál̊u funkćı jedné proměnné jsme použ́ıvali
transformace soǔradnic jako mimǒrádně silný nástroj.
Obdobně lze transformace využ́ıvat pro integrály funkćı v́ıce
proměnných. Připomeňme nejďŕıve, jak je to s transformacemi pro
jednu proměnnou:

Integrovaný výraz f (x)dx vyjaďruje plochu
obdélńıčku určeného (linearizovaným) p̌ŕır̊ustkem proměnné x a
hodnotou f (x). Pokud proměnnou transformujeme vztahem
x = u(t), vyjaďruje se i linearizovaný p̌ŕır̊ustek jako

dx =
du

dt
dt

a proto i p̌ŕıslušný p̌ŕıspěvek pro integrál je vyjáďren jako

f (u(t))
du

dt
dt,

p̌ričemž bud’ p̌redpokládáme, že znaménko derivace u′(t) je
kladné, nebo dojde k obráceńı meźı integrálu, takže ve výsledku se
znaménko neprojev́ı.
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p̌ričemž bud’ p̌redpokládáme, že znaménko derivace u′(t) je
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Intuitivně je postup v n proměnných docela podobný, pouze
muśıme použ́ıt znalost́ı z lineárńı algebry o objemu
rovnoběžnostěnů
(http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_
substitution#Substitution_for_multiple_variables).

Věta

Necht’ G (t1, . . . , tn) : En → En, [x1, . . . , xn] = G (t1, . . . , tn), je
spojitě diferencovatelné zobrazeńı, T a S = G (T ) jsou
Riemannovsky mě̌ritelné množiny a f : S → R spojitá funkce.
Potom plat́ı∫

S
f (x1, . . . , xn)dx1 . . . xn =∫

T
f (G (t1, . . . , tn))| det(D1G (t1, . . . , tn))|dt1 . . . dtn.

Podrobný formálńı důkaz nebudeme uvádět, je však p̌ŕımočarou
realizaćı výše uvedené úvahy ve spojeńı s definićı Riemannova
integrálu.

http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_substitution#Substitution_for_multiple_variables
http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_substitution#Substitution_for_multiple_variables
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(http://en.wikipedia.org/wiki/Integration_by_
substitution#Substitution_for_multiple_variables).

Věta
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Abychom si p̌ribĺıžili obsah tvrzeńı posledńı věty, uvedeme jeho
speciálńı p̌ŕıpad pro integrál funkce f (x , y) ve dvou proměnných a
transformaci

G (s, t) = (g(s, t), h(s, t)).

Dostáváme∫
G(T )

f (x , y)dxdy =

∫
T

f (g(s, t), h(s, t))

∣∣∣∣∂g

∂s

∂h

∂t
− ∂g

∂t

∂h

∂s

∣∣∣∣ dsdt.

Konkrétně: spočtěme integrál z charakteristické funkce kruhu
o poloměru R (tj. jeho obsah) definovaného v polárńıch
soǔradnićıch.
Nejprve spoč́ıtáme Jacobiho matici transformace x = r cosϕ,
y = r sinϕ

D1G =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
.

Proto je determinant z této matice roven

det D1G (r , ϕ) = r(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = r .
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Konkrétně: spočtěme integrál z charakteristické funkce kruhu
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det D1G (r , ϕ) = r(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = r .
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Můžeme tedy p̌ŕımo poč́ıtat pro kružnici S o poloměru R, která je
obrazem obdélńıku (r , ϕ) ∈ [0,R]× [0, 2π] = T :∫

S
dxdy =

∫ 2π

0

∫ R

0
r dr dϕ =

∫ R

0
2πr dr = πR2.
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Př́ıklad (využit́ı polárńıch soǔradnic)

Zjednodušte dvojný integrál

I =

∫
x2+y2≤1

f (
√

x2 + y 2) dxdy

na jednoduchý p̌rechodem k polárńım soǔradnićım.

Řešeńı

Z p̌redchoźıho v́ıme, že p̌ri transformaci x = r cosϕ, y = r sinϕ je
determinant Jacobiho matice roven r . Proto

I =

∫ 2π

0

(∫ 1

0
f (r) · r dr

)
dϕ =

=

∫ 1

0
f (r) · r

(∫ 2π

0
dϕ

)
dr = 2π

∫ 1

0
f (r) · r dr .
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Časté transformace soǔradnic v E3

Válcové soǔradnice Zobrazeńı
G : {[r , ϕ, z ]; r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π), z ∈ R} → E3 je dáno p̌redpisem

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z ,
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Časté transformace soǔradnic v E3
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Válcové soǔradnice Zobrazeńı
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r =

√
x2 + y 2, tgϕ =

y

x
, z = z

)
,

a tedy

D1G =

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 .

Proto je det D1G = r .
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Válcové soǔradnice Zobrazeńı
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G : {[r , ϕ, z ]; r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π), z ∈ R} → E3 je dáno p̌redpisem
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Časté transformace soǔradnic v E3

Sférické soǔradnice Zobrazeńı
G : {[r , θ, ϕ]; r ≥ 0, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} → E3 je dáno
p̌redpisem

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,
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√
x2 + y 2 + z2, tgϕ =

y

x
, cos θ =

z√
x2 + y 2 + z2

)
,

a tedy

D1G =

sin θ cosϕ r cos θ sinϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

 .

Proto je

det D1G = r 2 sin3 θ sin2 ϕ+ r 2 cos2 θ sin θ cos2 ϕ+

+ r 2 cos2 θ sin θ sin2 ϕ+ r 2 sin3 θ cos2 ϕ =

= r 2 sin3 θ + r 2 cos2 θ sin θ = r 2 sin θ.
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Př́ıklad

Vypočtěte objem koule o poloměru R.

Řešeńı

Koule B(R) o poloměru R je dána ve sférických soǔradnićıch
(r , θ, ϕ) jednoduchou podḿınkou r ≤ R. Je tedy obrazem intervalu
U = [0,R]× [0, π]× [0, 2π), p̌ričemž v́ıme, že objemový element
(tj. determinant jakobiánu transformačńıho zobrazeńı) je roven
r 2 sin θ. Proto je objem koule roven∫

B
1 dx dy dz =

∫
U

r 2 sin θ dr dθ dϕ =

=

∫ R

0
r 2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ =

4

3
R3π.
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(r , θ, ϕ) jednoduchou podḿınkou r ≤ R. Je tedy obrazem intervalu
U = [0,R]× [0, π]× [0, 2π), p̌ričemž v́ıme, že objemový element
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r 2 sin θ. Proto je objem koule roven

∫
B

1 dx dy dz =

∫
U

r 2 sin θ dr dθ dϕ =

=

∫ R

0
r 2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ =

4

3
R3π.
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Řešeńı
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Př́ıklad

Vypočtěte integrál

I =

∫
V

√
x2 + y 2 + z2 dx dy dz ,

kde množina V je vymezena plochou x2 + y 2 + z2 = z .

Řešeńı

Transformaćı do sférických soǔradnic dostáváme (grafem plochy je
koule se sťredem v [0, 0, 1/2] a poloměrem 1/2) – promyslete meze!

I =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ cos θ

0
r · r 2 sin θ dr dθ dϕ =

= . . . =
π

10
.
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Vypočtěte integrál

I =

∫
V

√
x2 + y 2 + z2 dx dy dz ,
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Určováńı meźı integrace

Častým obt́ıžným úkolem je p̌ri integraci v E3 určováńı
intergačńıch meźı. V tom nám může pomoci:

prostorová p̌redstavivost

u symetrických objekt̊u omezeńı pouze na výpočet v části
objektu

zakresleńı řezu objektu vhodnými rovinami (často
x = 0, y = 0 nebo z = 0, p̌ŕıpadně využit́ı SW pro vykresleńı
prostorového grafu.
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Využit́ı ve fyzice

Hmotnost tělesa
Těleso o objemu V a hustotě v bodě [x , y , z ] dané funkćı ρ(x , y , z)
má hmotnost danou vztahem

M =

∫
V
ρ dxdydz .

Těžǐstě tělesa
Těleso o objemu V a hustotě v bodě [x , y , z ] dané funkćı ρ(x , y , z)
má soǔradnice těžǐstě [x0, y0, z0] dané vztahy

x0 =
1

M

∫
V

xρ dxdydz , y0 =
1

M

∫
V

yρ dxdydz , z0 =
1

M

∫
V

zρ dxdydz .
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Využit́ı ve fyzice – pokr.

Moment setrvačnosti
Momentem setrvačnosti tělesa vzhledem k dané ose ` je

I` =

∫
V
ρr 2 dx dy dz ,

kde r je funkce závislosti bodu [x , y , z ] od osy `.

Př́ıklad

Určete soǔradnice těžǐstě kruhové destičky x2 + y 2 ≤ a, je-li jej́ı
hustota v bodě [x , y ] p̌ŕımo úměrná vzdálenosti od bodu [a, 0].[

xT = − a
5 , yT = 0

]
Př́ıklad

Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńıho válce x2 + y 2 ≤ a2

o hustotě ρ0 vzhledem k ose tvǒrené p̌ŕımkou x = y = z .[
M
3

(
a2 + 2

3 h2
)]
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Plán p̌rednášky

1 Literatura

2 Integrálńı počet v́ıce proměnných
Záměna soǔradnic p̌ri integraci
Některá využit́ı integrál̊u v́ıce proměnných ve fyzice

3 Numerická integrace
Numerické derivováńı
Numerická kvadratura
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Interpolace a aproximace – opakováńı

Interpolace – stanoveńı formule pro funkci, kterou máme zadánu
v bodech x0, . . . , xn. Formule muśı v těchto bodech dodržet danou
funkčńı hodnotu (nap̌r. interpolačńı polynom stupně n). Mimo
interval – extrapolace.

Aproximace – stanoveńı formule pro funkci, kterou máme zadánu
v bodech x0, . . . , xn. Formule má obvykle méně

”
stupňů volnosti“

než n, proto danou funkčńı hodnotu obvykle nejde dodržet.
Snaž́ıme se naj́ıt nejlepš́ı možnou aproximaci podle p̌redem daného
kritéria (nap̌r. metoda nejmenš́ıch čtverc̊u).
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v bodech x0, . . . , xn. Formule má obvykle méně
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Literatura Integrálńı počet v́ıce proměnných Numerická integrace

Polynomiálńı interpolace

Lagrange̊uv interpolačńı polynom

f (x) = y0`0(x) + y1`1(x) + · · ·+ yn`n(x),

kde

`i (x) =

∏
j 6=i (x − xj)∏
j 6=i (xi − xj)

.

Hermite̊uv interpolačńı polynom – kromě funkčńıch hodnot
známe v daných bodech i hodnotu derivace.
Interpolace (kubickými) splajny – intepolace po částech
kubickými polynomy, p̌ričemž v uzlových bodech požadujeme
rovnost 1. a 2. derivaćı sousedńıch polynomů.
Trigonometrická interpolace – interpolačńı polynom

Qn(x) =
A0

2
+

n∑
j=1

(Aj cos jx + Bj sin jx) ,

jehož koeficienty obvykle poč́ıtáme pomoćı rychlé Fourierovy
transformace – FFT.
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Interpolace (kubickými) splajny – intepolace po částech
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Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Slouž́ı k rekonstrukci funkce f z hodnot f0, . . . , fn namě̌rených
v uzlových bodech a0, . . . , an . Tuto rekonstrukci hledáme
vzhledem k danému modelu – dané posloupnosti funkćı (obecně
v́ıce proměnných) g0(x), . . . , gm(x), . . . – ve tvaru

ym(x) =
m∑

j=0

cjgj(x).

Ćılem je p̌ri tom minimalizovat
”
součet čtverc̊u“

n∑
i=0

(
fi − ym(ai )

)2
.
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Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Aplikace – lineárńı (multilineárńı) regrese ve statistice

Typy model̊u:

gj(x) – obecný polynom stupně j

gj(x) – ortogonálńı polynomy na dané množině bodů

gj(x) – trigonometrický polynom
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gj(x) – trigonometrický polynom
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Numerické derivováńı

Uvedeno pouze pro úplnost, metody velmi jednoduché, založené na
definici derivace. Často dávaj́ı velmi nep̌resný výsledek. Uvedeme
zde pouze pro p̌ŕıpad funkćı jedné proměnné, ve v́ıce proměnných
poč́ıtáme parciálńı derivace analogicky.

Pro výpočet odhadu k-té derivace funkce v daném bodě, známe-li
hodnoty této funkce v několika bodech, lze využ́ıt interpolaci této
funkce, nap̌r. Lagrange̊uv interpolačńı polynom.
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Numerické derivováńı

V praxi se často použ́ıvaj́ı jednoduché několikabodové vzorce pro
odhad derivace:

f ′(x) ≈ 1

h
(f (x + h)− f (x)),

f ′(x) ≈ 1

2h
(f (x + h)− f (x − h)) ,

nebo pětibodový vzorec

f ′(x) ≈ 1

12h
(−f (x + 2h) + 8f (x + h)− 8f (x − h) + f (x − 2h)) .
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Numerická integrace (kvadratura)

Numetrická integrace nacháźı uplatněńı zejména v následuj́ıćıch
p̌ŕıpadech:

integrovanou funkci neznáme p̌ŕımo, známe jen jej́ı hodnoty
v některých bodech (nap̌r. z mě̌reńı)

integrovaná funkce je známá, ale jej́ı primitivńı funkci
(antiderivaci) je obt́ıžné (či dokonce nemožné) vyjáďrit
jakožto elementárńı funkci.
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Numerická kvadratura

Př́ımo z definice Riemannova integrálu – snaha odhadnout plochu
pod ǩrivkou, objem

”
pod plochou“ apod. Podobně jako

u derivováńı i zde můžeme využ́ıt interpolačńı polynomy.

Newton-Cotesovy vzorce
Interval [a, b] , nad kterým integrujeme, rozděĺıme na n stejných
část́ı (délky h) tak, že v krajńıch bodech těchto část́ı známe
hodnotu integrované funkce. Podle toho, jestli uvažujeme i
hodnoty v krajńıch bodech a a b intervalu, rozlǐsujeme
Newton-Cotesovy formule na uzav̌rené a otev̌rené.
Pak ∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=0

wi f (xi ),

wi jsou váhy (uzav̌rený tvar).
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Váhy snadno odvod́ıme nap̌r. pomoćı Lagrangeovy interpolace.

∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
L(x) dx =

=

∫ b

a

n∑
i=0

f (xi )`i (x) dx =
n∑

i=0

f (xi )

∫ b

a
`i (x) dx︸ ︷︷ ︸
wi

.
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obdélńıkové pravidlo (otev̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace konstatńı funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ (b − a)f

(
a + b

2

)
.
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lichoběžńıkové pravidlo (uzav̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace lineárńı funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ (b − a)

f (a) + f (b)

2
.
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Simpsonovo pravidlo (uzav̌rená Newton-Cotesova formule) –
interpolace kvadratickou funkćı∫ b

a
f (x) dx ≈ b − a

6

[
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

]
.
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Př́ıklad

Pomoćı lichoběžńıkového, resp. Simpsonova pravidla vypočtěte

I =

∫ π/2

0
sin x dx .

Řešeńı

lichoběžńıkové pravidlo: I ≈ π
2 ·

1
2 ≈ 0.785

Simpsonovo pravidlo: I ≈ π
12

(
0 + 4

√
2

2 + 1
)
≈ 1.003.
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Metody Monte Carlo

Obvykle použ́ıvané u v́ıcerozměrných integrál̊u, kde je často
výrazně p̌resněǰśı a efektivněǰśı než násobné použit́ı metod na
numerickou integraci jednorozměrných integrál̊u.

Princip – výpočet objemu tělesa V uvniťr jednotkové krychle:

vygenerujeme náhodný bod uvniťr jednotkové krychle

zjist́ıme, zda lež́ı uvniťr tělesa

opakujeme
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zjist́ıme, zda lež́ı uvniťr tělesa
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Metody Monte Carlo
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Pod́ıl objemu tělesa a krychle je pak aproximován relativńı četnost́ı
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Integrál
∫ b
a f (x) dx tak aproximujeme pomoćı výběru náhodných n

bodů xi z intervalu [a, b], ve kterých urč́ıme funkčńı hodnoty.
Pak

∫ b

a
f (x) dx ≈ b − a

n

n∑
i=1

f (xi ).
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