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Na vetirku se néktefi navstévnici po dvojicich znaji a jiné dvojice se
naopak neznaji. Kolik lidi musime pozvat, abychom zarudili, Ze se
alespofi t¥i hosté budou bud navzajem znit nebo neznat?
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PYedstavime situaci pomoci obrazku. Puntiky ndm predstavi
jednotlivé hosty, plnou &arou spojime ty dvojice, které se znaji,
¢arkovanou ty ostatni. Nase tvrzeni pak zni: p¥i jakém poctu
puntikli vZdy najdeme trojihelnik, jehoZ strany jsou bud v&echny
pIné nebo v8echny &arkované?
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Na vetirku se néktefi navstévnici po dvojicich znaji a jiné dvojice se
naopak neznaji. Kolik lidi musime pozvat, abychom zarudili, Ze se
alespofi t¥i hosté budou bud navzajem znit nebo neznat?

PYedstavime situaci pomoci obrazku. Puntiky ndm predstavi
jednotlivé hosty, plnou &arou spojime ty dvojice, které se znaji,
¢arkovanou ty ostatni. Nase tvrzeni pak zni: p¥i jakém poctu
puntikli vZdy najdeme trojihelnik, jehoZ strany jsou bud v&echny
pIné nebo v8echny &arkované?

Na levém obrazku takovy trojuhelnik neni, uprostted je. Pravy
naznaduje dikaz, Ze existuje vzdy, kdyz pocet hostli bude alespon
Sest.
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P¥edstavme si krabi¢ku, kterd poZird jeden bit za druhym podle
toho, jestli dvefmi zrovna progel muZ nebo Zena — jednitka necht
oznaluje tfeba Zenu. P¥itom sviti bud mod¥e nebo &erven& podle
toho, zda byl posledni bit nula nebo jednitka (a bodle barvy svétla
tedy pozname, zda je za dvefmi muZ nebo Zena.

Znazornime funkci schématem:

me

Tteti uzel, ze kterého pouze vychazi dvé Sipky naznaluje start pred

prvnim zaslanym bitem.
Takovym schématlim se ¥ikd konecny automat.
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Zachytime spole¢né rysy pfedchozich ptikladd.

Definice

Grafem G = (V, E) rozumime mnoZinu V jeho vrcholi (n&kdy
téZ uzld) spolu s podmnoZinou E mnoZiny (\2/) viech
dvouprvkovych podmnoZin ve V. Prvkiim E Y¥ikdme hrany grafu.
Vrcholiim ve hrané e = {v, w}, v # w, ¥ikdme hrani€ni vrcholy
hrany e. O hranach, které maji dany vrchol v za hraniéni ¥ikame,
Ze z vrcholu v vychazeji.
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Zachytime spole¢né rysy pfedchozich ptikladd.

Definice

Grafem G = (V, E) rozumime mnoZinu V jeho vrcholi (n&kdy
téZ uzld) spolu s podmnoZinou E mnoZiny (\2/) viech
dvouprvkovych podmnoZin ve V. Prvkiim E Y¥ikdme hrany grafu.
Vrcholiim ve hrané e = {v, w}, v # w, ¥ikdme hrani€ni vrcholy
hrany e. O hranach, které maji dany vrchol v za hraniéni ¥ikame,
Ze z vrcholu v vychazeji.

Orientovanym grafem G = (V, E) rozumime mnoZinu V jeho
vrcholl spolu s podmnoZinou E C V' x V. Prvnimu z vrcholi
definujicich hranu e = (v, w) ¥ikdme po&ate&ni vrchol hrany,
druhému pak koncovy vrchol.
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Definice (... pokracovani)

Hrana e vychazi ze svého pocate¢niho vrcholu a vchazi do
koncového. U orientovanych hran mohou byt koncovy a pocateéni
vrchol totozny, hovofime pak o smyéce.

Sousedni hrany grafu jsou ty, které sdili hrani&ni vrchol,

u sousednich hran orientovaného grafu musi byt vrchol pro
jednu koncovy a pro druhou pocateéni.

Naopak, sousedni vrcholy jsou ty, které jsou hraniénimi pro tutéz

hranu.
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Jisté umime grafy popisovat pomoci relaci, viz prvni kapitola

prvniho semestru. Jednoduchym vécem se da ¥ikat i slozité:
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Definice (... pokracovani)

Hrana e vychazi ze svého pocate¢niho vrcholu a vchazi do
koncového. U orientovanych hran mohou byt koncovy a pocateéni
vrchol totozny, hovofime pak o smyéce.

Sousedni hrany grafu jsou ty, které sdili hrani&ni vrchol,

u sousednich hran orientovaného grafu musi byt vrchol pro
jednu koncovy a pro druhou pocateéni.

Naopak, sousedni vrcholy jsou ty, které jsou hraniénimi pro tutéz
hranu.

Jisté umime grafy popisovat pomoci relaci, viz prvni kapitola
prvniho semestru. Jednoduchym vécem se da ¥ikat i slozit&: Napft.
v prvnim ptikladu pracujeme na mnoZiné hosti se dvéma

komplementarnimi symetrickymi a antireflexnimi relacemi.
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Grafy — p¥iklad kompromisu mezi p¥irozenym sklonem
k pfemyslenim v obrazcich a pfesnym matematickym vyjadfovanim.
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(obarveni vrchold, p¥ip. map, ohodnoceni hran apod.)
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Grafy — p¥iklad kompromisu mezi p¥irozenym sklonem

k pfemyslenim v obrazcich a pfesnym matematickym vyjadfovanim.
Casté pouziti — dodatetné informace o vrcholech nebo hranéch
(obarveni vrchold, p¥ip. map, ohodnoceni hran apod.)

Nas prvni pfiklad mdZeme tedy chdpat jako graf s obarvenymi
hranami. Dokazané tvrzeni v této fedi zni:

V grafu K, = (V, (‘2/)) s n vrcholy a se v§emi moZnymi hranami
obarvenymi dvéma barvami, je vZdy alespori jeden trojihelnik

z hran o stejné barvé, pokud (<= ) je polet vrcholii alespori Sest.
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Grafu se v&emi moznymi hranami (tj. E = (‘2/)) Fikdme uplny graf.
Znatime symbolem Kj,, kde n je po&et vrcholi grafu. Graf K a Ks
jsme jiz vidéli, K3 je trojuhelnik, K> je tsecka.
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Grafu se v&emi moznymi hranami (tj. E = (‘2/)) Fikdme uplny graf.
Znatime symbolem Kj,, kde n je po&et vrcholi grafu. Graf K a Ks
jsme jiz vidéli, K3 je trojuhelnik, K> je tsecka.

Cesta je graf, v némz existuje usporadani vrchold (v, ..., vp)
takové, ze E = {e1,...,en}, kde e = {vj_1, vj}, pro viechny
i=1,...,n. Hovofime o cesté délky n a znacime ji P,. Pokud

cestu upravime tak, Ze posledni a prvni vrchol splyvaji, dostaneme
kruznici délky n a znalime Cy. Na obrazku jsou K3 = C3, Gs a Ps
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Uplny bipartitni graf vznikne tak, Ze vrcholy rozdélime do dvou
skupin (tj. obarvime dv€ma barvami) a pak pfiddme v3echny hrany,
které spoji vrcholy z riiznych skupin. Zna&ime jej Ky, o, kde ma n
jsou pocty vrcholi v jednotlivych skupindch. Na obrazku je vidét
Ki3, K23 a K3 3.

Pro Vi ={u1,....,um}, Vo ={v1,...,vn} je Kmn = (V,E), kde
V=ViuVoaE=V; xVW.



Z3kladni pojmy teorie grafii
coeo

Hyperkostka H, v dimenzi n vznikne tak, Ze vrcholy jsou v&echna

¢isla 0,...,2" — 1. Hrany spoji pravé ta &isla, kterad se v zapisu
v dvojkové soustavé isi v pravé jednom bitu. Na obrazku niZe je Hy
a popis vrcholli je naznacen. 1110 1111

0100
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Hyperkostka H, v dimenzi n vznikne tak, Ze vrcholy jsou v&echna

¢isla 0,...,2" — 1. Hrany spoji pravé ta &isla, kterad se v zapisu
v dvojkové soustavé isi v pravé jednom bitu. Na obrazku niZe je Hy
a popis vrcholli je naznacen. 1110 1111

0100

0000 0001
P¥imo z definice vyplyva, Ze hyperkostku v dané dimenzi vzdy
dostaneme tak, Ze vhodné spojime hranami dvé hyperkostky
o jednu dimenzi mensi. Na obrdzku je naznaeno spojeni dvou Hj3
Carkovanymi hranami. Samozfejmé& ale miZeme timto zpisobem
rozlozit Hy mnoha riznymi zpUsoby.
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Cyklicky zeb¥ik CL,, s 2n vrcholy je sloZen propojenim dvou kopif
kruZnice C, tak, Ze hrany spoji odpovidajici vrcholy dle pofadi.
Tzv. Petersentiv graf je sice docela podobny CLs, ale ve
skutecnosti je to nejjednodusi ,,vyvrace¢ nespravnych tvah" — graf,
na némz se vyplati testovat tvrzeni, neZ je zaéneme dokazovat.
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Definice

Pro grafy G = (V,E) a G' = (V/, E’) budeme za
(homo)morfismus f : G — G’ povaZovat zobrazeni fy : V — V/
mezi mnoZinami vrcholi takové, Ze je-li e = {v,w} hrana v E, pak
e’ = {f(v), f(w)} musi byt hranou v E’. V daldim textu nebudeme
ve znaleni odliSovat morfismus f a zobrazeni fy,. Zaroveii pak
takové zobrazeni fy, ur€uje i zobrazeni fg : E — E’, f(e) = €/, kde
e a € jsou jako vyge.

Pro orientované grafy je definice shodnd, jen pracujeme

s usporadanymi dvojicemi e = (v, w) v roli hran.
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Definice

Pro grafy G = (V,E) a G' = (V/, E’) budeme za
(homo)morfismus f : G — G’ povaZovat zobrazeni fy : V — V/
mezi mnoZinami vrcholi takové, Ze je-li e = {v,w} hrana v E, pak
e’ = {f(v), f(w)} musi byt hranou v E’. V daldim textu nebudeme
ve znaleni odliSovat morfismus f a zobrazeni fy,. Zaroveii pak
takové zobrazeni fy, ur€uje i zobrazeni fg : E — E’, f(e) = €/, kde
e a € jsou jako vyge.

Pro orientované grafy je definice shodnd, jen pracujeme

s usporadanymi dvojicemi e = (v, w) v roli hran.

V&imn&me si, Ze tato definice znamend, Ze pokud f(v) = f(w) pro
dva rlizné vrcholy ve V/, pak mezi nimi nesméla byt hrana.

U orientovanych grafli je takovad hrana pfipustnd, pokud je na
spole¢ném obrazu smycka.
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Specidlnim p¥ipadem je morfismus libovolného grafu G do lplného
grafu K. Takovy morfismus je ekvivalentni vybranému obarvenf{
vrcholll grafu V' pomoci m riznych jmen vrcholi K, tak, Ze stejné
obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou. Hovofime v tomto
ptipadé o barveni grafu pomoci m barev.

Urcete pocet morfismil grafu P, do Ks.
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V p¥ipadg, Ze je morfismus f : G — G’ bijekci na vrcholech
takovou, ¥e i f1 je morfismem, hovofime o izomorfismu grafu.

Izomorfni grafy se lisi pouze riznym pojmenovanim vrchold.
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V p¥ipadg, Ze je morfismus f : G — G’ bijekci na vrcholech
takovou, ¥e i f1 je morfismem, hovofime o izomorfismu grafu.

Izomorfni grafy se lisi pouze riznym pojmenovanim vrchold.
Snadno umime nadrtnout aZ na izomorfismus v8echny grafy na
mdlo vrcholech (t¥eba t¥ech nebo &tyfech). Obecné jde ale

o nesmirné slozity kombinatoricky problém a i rozhodnuti

o konkrétnich dvou danych grafech, zda jsou izomorfni, je obecné
mimotadné obtiZné.
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Jednoduchymi a mimoradné uzite¢nymi p¥iklady morfismi grafi
jsou pojmy cesta, sled a kruznice v grafu:

Definice

Cestou délky n v grafu G rozumime morfismus p: P, — G
takovy, Ze p je injektivni zobrazeni (tj. vechny obrazy vrcholl
V0 - -+, Vp Z Py jsou rGzné). Sled délky n v grafu G je jakykoliv
morfismus s : P, — G (tj. v obrazu se mohou opakovat vrcholy i
hrany). Tah je specidlni p¥ipad sledu, v némz se mohou opakovat
vrcholy, ale nikoliv hrany.
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Jednoduchymi a mimoradné uzite¢nymi p¥iklady morfismi grafi
jsou pojmy cesta, sled a kruznice v grafu:

Definice

Cestou délky n v grafu G rozumime morfismus p: P, — G
takovy, Ze p je injektivni zobrazeni (tj. vechny obrazy vrcholl
V0 - -+, Vp Z Py jsou rGzné). Sled délky n v grafu G je jakykoliv
morfismus s : P, — G (tj. v obrazu se mohou opakovat vrcholy i
hrany). Tah je specidlni p¥ipad sledu, v némz se mohou opakovat
vrcholy, ale nikoliv hrany.

Sled si miizeme ptedstavit jako drdhu p¥icinlivého, ale tapajiciho
poutnika z uzlu f(v) do uzlu f(v,). Poutnik totiZ zd4rn& dojde,
ale klidn& se po cesté grafem vraci do uzli nebo i dokonce po
hrandch, kterymi d¥ive Sel. Tdhnouci poutnik je jiZ o néco
moud¥ejsi. Cesta je naopak priichod grafem z poc¢ateéniho uzlu
f(vo) do koncového f(v,) bez takovych zbyte¢nych oklik.
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Obrazy cest i sledi jsou p¥ikladem tzv. podgrafii:
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V'CV,E' CE.
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Obrazy cest i sledi jsou p¥ikladem tzv. podgrafii:

Graf G' = (V', E’) je podgrafem v grafu G = (V, E), jestlize
V'CV,E' CE.

Specidlni p¥iklady: Uvazujme graf G = (V/, E) a n&jakou
podmnoZinu V/ C V. Indukovany podgraf je graf G' = (V'  E’),
kde e € E pat¥i i do E’ pravé, kdyz oba krajni vrcholy hrany e pat#i
do V' (E'=EnN (‘g/)) Faktor G' = (V, E’) je takovy graf, ktery
m3 stejnou mnoZinu vrcholi jako G, ale jeho mnoZina hran E’ je
libovolnou podmnoZinou. Obecny p¥ipad je kombinaci t&chto dvou.
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Obrazy cest i sledi jsou p¥ikladem tzv. podgrafii:

Graf G' = (V', E’) je podgrafem v grafu G = (V, E), jestlize
V'CV,E' CE.

Specidlni p¥iklady: Uvazujme graf G = (V/, E) a n&jakou
podmnoZinu V/ C V. Indukovany podgraf je graf G' = (V'  E’),
kde e € E pat¥i i do E’ pravé, kdyz oba krajni vrcholy hrany e pat#i
do V' (E'=EnN (‘g/)) Faktor G' = (V, E’) je takovy graf, ktery
m3 stejnou mnoZinu vrcholi jako G, ale jeho mnoZina hran E’ je
libovolnou podmnoZinou. Obecny p¥ipad je kombinaci t&chto dvou.

KaZdy obraz homomorfismu (tj. obraz jak vrchold, tak hran) tvof
podgraf.
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Neizomorfnich grafii nemiZe byt méné nez
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Neizomorfnich grafii nemiZe byt méné nez

Pro n — oo Ize pfimo odvodit

log, k(n) = %nZ — O(nlogy n).
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Neizomorfnich grafii nemiZe byt méné nez

Pro n — oo Ize pfimo odvodit

log, k(n) = %nZ — O(nlogy n).

MiZeme to nepfesné formulovat tak, Ze velkad v&tSina vSech
mozZnych grafii bude po dvou neizomorfni.

Poznamka

Vlastni konstrukce ,,mnoha‘ neizomorfnich grafii na n vrcholech
ale nenf trividlni. Zkuste jich sestrojit alespofi vice nez n?!




(Iso)Morfismy grafii a podgrafy
ooe

(o]

Poznamka (Graph isomorphism problem)

GI problém je pomérné zvlastnim pfislusnikem t¥idy NP-problémii
— neni 0 ném znamo ani, je-li NP-dplny, ani je-li polynomialni
sloZitosti. Naproti tomu, o Subgraph isomorphism problem je
znamo, ze je NP-lplny.
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Stupné uzli a skére grafu

Izomorfni grafy se od sebe lisi pouze p¥ejmenovanim vrcholii. Proto
musi mit stejné vSechny &iselné charakteristiky, které se
precislovanim vrcholG neméni. Jednoduché tidaje tohoto typu
miZeme dostat sledovanim pocti hran vychazejicich z jednotlivych
vrchol(i.
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musi mit stejné vSechny &iselné charakteristiky, které se
precislovanim vrcholG neméni. Jednoduché tidaje tohoto typu
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Definice

Pro vrchol v € V v grafu G = (V, E) ¥ikdme, Ze jeho stupeii je k,
jestlize v E existuje k hran, jejichZ hrani¢nim vrcholem v je.
Piseme v takovém p¥ipadé deg v = k.

U orientovanych grafii rozliSujeme vstupni stupeii deg, v vrcholu
v a vystupni stupeii deg_v.

Skére grafu G s vrcholy V = (vi,...,v,) je posloupnost

(deg vi,deg vy, ..., degv,)
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Pro izomorfni grafy se jejich skére mize liSit pouze permutaci
hodnot. Pokud tedy porovname skére grafii set¥idéné podle
velikosti hodnot, pak riiznad skére zaruéuji neizomorfnost grafu.
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izomorfni byt nemohou, nap¥. G = C3 U (3 m3a skére
(2,2,2,2,2,2), stejné jako Cg. Zjevn& ale izomorfni nejsou, protoze
v Cg existuje cesta délky 5, kterd v druhém grafu byt nemiZe.
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Pro izomorfni grafy se jejich skére mize liSit pouze permutaci
hodnot. Pokud tedy porovname skére grafii set¥idéné podle
velikosti hodnot, pak riiznad skére zaruéuji neizomorfnost grafu.
Naopak ale snadno najdeme ptiklad grafii se stejnym skére, které
izomorfni byt nemohou, nap¥. G = C3 U (3 m3a skére
(2,2,2,2,2,2), stejné jako Cg. Zjevn& ale izomorfni nejsou, protoze
v Cg existuje cesta délky 5, kterd v druhém grafu byt nemiZe.

Jaka skére mohou grafy mit?
ProtoZe kazda hrana vychazi ze dvou vrcholl, musi byt v celkovém
souctu skére zapodtena kazda hrana dvakrat. Proto plati

Zdegv = 2|E|.
veV

Zejména tedy musi byt soulet vSech hodnot skére sudy.



(Iso)Morfismy grafi a podgrafy
coeo

Ndsledujici v&ta je vlastn& o navod, jak pro dané skére bud' zjistit,
Ze graf s takovym neexistuje nebo takovy graf sestrojit.

Véta (Havel, Hakimi — Algoritmus na sestrojeni grafu s danym

skore)

Pro libovolnd pfirozena &isla 0 < dy < --- < d, existuje graf G na
n vrcholech s témito hodnotami skdre tehdy a jen tehdy, kdyZ
existuje graf se skore

(dla d27 C) dnfd,, - ]-7 d,,,dn+1 - 17 ceey dn—l - ]-)

na n — 1 vrcholech.

Existuje graf, jehoZ skére je (2,3,3,3,3,3,4,5)? Pokud ano,
sestrojte jej.
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a=" zfejmé.

,=" idea: ukaZe se, Ze p¥i pevn& zadaném (vzestupném) skére
(di,,...,d,) existuje graf s timto skére, jehoZ vrchol v, je spojen
hranou pravé s poslednimi d, vrcholy v,_q4., ..., va_1. []
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P¥i zpracovani informace se zdroveii rozhodujeme, kterymi
vystupnimi hranami budeme pokraovat a v jakém poradi.
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Grafy jsou jazykem, ve kterém &asto formulujeme algoritmy.
Rozumime tim postup, kdy v n&jakém orientovaném grafu
prechdzime z uzlu do uzlu podél hran a pfitom zpracovavdme
informace, které jsou uréeny a ovlivnény:

o vysledkem ptedchozich operaci,
@ uzlem, ve kterém se zrovna nachazime
@ a hranou, kterou jsme do uzlu vstoupili.

P¥i zpracovani informace se zaroveii rozhodujeme, kterymi
vystupnimi hranami budeme pokraovat a v jakém poradi.

Pokud je graf neorientovany, mizeme v8echny hrany povaZovat za
dvojice hran orientované opaénymi sméry.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci poditace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva pfiklady:
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci poditace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva pfiklady:

Definice (Hranovy seznam/Edge List)

Graf G = (V, E) si v n&m reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, Ze kazdy vrchol ukazuje na v8echny z néj
vychdzejici hrany (p¥ipadné také na viechny do ng&j vchazejici
hrany u orientovanych grafi) a kazdd hrana ukazuje na svij
pocateéni a koncovy vrchol.
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoci poditace, je tfeba
umét uvazovany graf efektivné zadat. Uvedeme dva pfiklady:

Definice (Hranovy seznam/Edge List)

Graf G = (V, E) si v n&m reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, Ze kazdy vrchol ukazuje na v8echny z néj
vychdzejici hrany (p¥ipadné také na viechny do ng&j vchazejici
hrany u orientovanych grafi) a kazdd hrana ukazuje na svij
pocateéni a koncovy vrchol.

Je vidét, Ze pamét potfebnd na uchovani grafu je v tomto p¥ipadé
O(|V| + |E|), protoZe na kazdou hranu ukazujeme pravé& dvakrat a
na kazdy vrchol ukazujeme tolikrat, kolik je jeho stupef a soulet
stupiili je také roven dvojndsobku poctu hran. AZ na konstantni
nasobek jde tedy stile o optimalni zpisob uchovavani grafu

v paméti.
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Definice (Matice sousednosti grafu)

UvaZme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrchold V' = (vi, ..., v,) a definujme matici Ag = (aj;) nad Zo (tj.
zapln&nou jen nulami a jedni¢kami) takto:

1 jestlize je hrana ¢ = {v;,vj} v E

aj = e p
0 jestlize neni hrana ej = {v;,vj} v E

Matici Ag nazyvame matice sousednosti grafu G.
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Definice (Matice sousednosti grafu)

UvaZme (neorientovany) graf G = (V, E), zvolme usporadani jeho
vrchold V' = (vi, ..., v,) a definujme matici Ag = (aj;) nad Zo (tj.
zapln&nou jen nulami a jedni¢kami) takto:

1 jestlize je hrana ¢ = {v;,vj} v E
a;; =
/ 0 jestlize neni hrana ej = {v;,vj} v E

Matici Ag nazyvame matice sousednosti grafu G.

Zadani grafu pomoci matice sousednosti potfebuje vidy O(n?)
mista v pamé&ti. Pokud je ale v grafu mdlo hran, dostdvame tzv.
Fidkou matici se skoro v8emi prvky nulovymi. Takové Ize naopak
reprezentovat pomoci hranovych seznami odpovidajicich grafi a
to i v€etné obecnych &iselnych hodnot pro jednotlivé hrany.
P¥iklad pro procvi¢eni — ndsobeni matic pomoci reprezentace
hranovym seznamem.
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Definice (Zakladni operace nad grafem)

@ odebrani hrany
@ pridani hrany

@ pridani vrcholu
@ odebrani vrcholu
°

déleni hrany nové pFidanym vrcholem

Jak se projevi tyto operace v nasich reprezentacich?
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Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:

Necht G = (V, E) je graf s usporddanymi vrcholy V = (v1,...,vp)
(k)
-

a matici sousednosti Ag. Oznaéme Ak = (ai”’) prvky k-té mocniny

(k)

matice Ag. Pak aj;

Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

Indukci.




Algoritmy a reprezentace grafil
00000Oe

Jednoduchou aplikaci maticového poctu je tvrzeni:

Necht G = (V, E) je graf s usporddanymi vrcholy V = (v1,...,vp)

a matici sousednosti Ag. Oznaéme Ak = (a(--k)) prvky k-té mocniny

ij
(k)

matice Ag. Pak aj; Je pocet sledii délky k mezi vrcholy v; a v;.

Indukci.

Dusledek

Jsou-li G = (V,E) a Ag jako v pFedchozi vété, pak Ize vSechny
dvojice vrcholii G spojit cestou pravé tehdy, kdyZ? ma matice
(A+1,)""1 samé nenulové &leny (zde 1, oznaluje jednotkovou
matici s n ¥adky a sloupci).
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Prohleddvani v grafech

Algoritmy byvaji zaloZeny na postupném prohledavani vsech
vrcholl v grafu. Zpravidla mame zadany pocatecni vrchol nebo si
jej na zalatku procesu zvolime. V pribéhu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiZ zpracované, tj. ty, kterymi jsme jiz p¥i béhu algoritmu prosli
a definitivné je zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pfipraveny pro
zpracovani;

@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
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Prohleddvani v grafech

Algoritmy byvaji zaloZeny na postupném prohledavani vsech
vrcholl v grafu. Zpravidla mame zadany pocatecni vrchol nebo si
jej na zalatku procesu zvolime. V pribéhu procesu pak v kazdém
okamziku jsou vrcholy
@ jiZ zpracované, tj. ty, kterymi jsme jiz p¥i béhu algoritmu prosli
a definitivné je zpracovali;
@ aktivni, tj. ty vrcholy, které jsou detekovany a pfipraveny pro
zpracovani;
@ spici, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.
Zarovei si udrZzujeme ptehled o jiZ zpracovanych hranach.
V kazdém okamZiku musi byt mnoZiny vrcholl a/nebo hran v
téchto skupinach disjunktnim rozdélenim mnoZin vrcholld V a
mnoZin E hran grafu G a né&ktery z aktivnich vrcholl je aktudln&
zpracovavan.
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Zakladni postup:

@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a v3echny ostani
vrcholy jsou spici.
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@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.
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vrcholy jsou spici.
@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovdvaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy pfidavdme mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafa, jen
se drobn& méni vyznam adjektiv koncovy a pocate¢ni u
vrchold.
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Zakladni postup:
@ Na pocatku mame jeden aktivni vrchol a v3echny ostani
vrcholy jsou spici.
@ V prvnim kroku projdeme v8echny hrany vychazejici
z aktivniho vrcholu a jejich p¥islusnym koncovym vrcholiim,
které jsou spici, zménime stav na aktivni.

@ V dalSich krocich vzdy u zpracovdvaného vrcholu probirame ty
z ného vychazejici hrany, které dosud nebyly probrany a jejich
koncové vrcholy pfidavdme mezi aktivni. Tento postup
aplikujeme stejné u orientovanych i neorientovanych grafa, jen
se drobn& méni vyznam adjektiv koncovy a pocate¢ni u
vrchold.

V konkrétnich Ulohach se miiZeme omezovat na né&které z hran,
které vychazi z aktudlniho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neméni.
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Pro realizaci algoritmi je nutné se rozhodnout, v jakém pofadi
zpracovdvame aktivni vrcholy a v jakém poradi zpracovdvame
hrany z nich vychazejici. V zadsadé pfichazi v ivahu dvé moznosti
zpracovavani vrcholi:
@ vrcholy vybirdme pro dalsi zpracovani ve stejném potadi, jak
se stavaly aktivnimi (fronta — FIFO)
@ dalsim vrcholem vybranym pro zpracovani je poslednf{
zaktivn&ny vrchol (zasobnik — LIFO).

s

V prvnim p¥ipadé hovofime o prohledavani do Sitky, ve druhém o
prohledavani do hloubky.
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Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani udaji o grafu. Hranovy seznam umoZiiuje projit
v8echny hrany vychdzejici z pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase
linedrn& imérném jejich poctu. KaZdou hranu pfitom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:
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Na prvni pohled je zfejma role volby vhodnych datovych struktur
pro uchovavani daji o grafu. Hranovy seznam umoZiiuje projit
v8echny hrany vychdzejici z pravé zpracovavaného vrcholu v ¢ase
linedrn& imérném jejich poctu. KaZdou hranu pfitom diskutujeme
nejvyse dvakrat, protoze ma pravé dva konce. Zjevné tedy plati:

Celkovy &as realizace vyhledavani do sitky i do hloubky je

O((n+ m) * K), kde n je po&et vrcholi v grafu, m je po&et hran v
grafu a K je ¢as potFebny na zpracovani jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.
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llustrace prohledavani do Sitky:
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llustrace prohledavani do Sitky:

Zakrouzkovany vrchol je ten pravé zpracovdvany, modré velké
puntiky jsou jiZz zpracované uzly, ¢arkované Cervené hrany jsou jiz
zpracované a Zervené drobné uzly jsou ty aktivni (poznaji se také
podle toho, Ze do nich jiZ vede n&kterd zpracovana hrana). Hrany
zpracovavame v potadi orientace proti hodinovym ru¢kdam, p¥i¢emz
za prvni bereme smér kolmo dold.
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Totéz postupem do hloubky. VSimnéte si, Ze prvni krok je stejny
jako v pfedchozim p¥ipadé.

Prohleddvani ,,do hIoubky“ odpovfdé interpretaci rekurze v
b&Znych imperativnich jazycich (nap¥. i v Maplu) — v t&chto
p¥ipadech je ale stavovy graf potencidlné nekonelny a
prohleddvani do hloubky tak samozfejmé& nemusi nalézt vSechny
vrcholy dostupné z daného vrcholu po cestach konecné délky
(narozdil od prohledavani do 3itky).
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Prichod bludi¥t&m (s k¥idou) prostfednictvim prohledavéni do
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dokéazat, Ze neexistuje:

@ kazdou chodbu p¥i prvnim priichodu oznaéime &arou, pfi
ndvratu pfiddme druhou &aru
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ihned vratime stejnou chodbou zpét

@ z dosud nenavstivené mistnosti postupujeme dale

@ jsou-li jiz v8echny chodby vedouci z mistnosti pouZity, vracime
se zpét chodbou, kterd je oznaena jen jednou &arou

@ pokud z dané mistnosti vedou pouze chodby, které jsou

oznateny 2 &arami, hledani ukon&ime (nutn& jde o vychozi
mistnost, vychod neexistuje a miZeme s klidem umfit).
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