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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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Petr Hliněný, Teorie graf̊u, studijńı materiály,
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Doporučené zdroje

Martin Panák, Jan Slovák, Drsná matematika, e-text.
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Stupně uzl̊u a skóre grafu

Izomorfńı grafy se od sebe lǐśı pouze p̌rejmenováńım vrchol̊u. Proto
muśı ḿıt stejné všechny č́ıselné charakteristiky, které se
p̌reč́ıslováńım vrchol̊u neměńı. Jednoduché údaje tohoto typu
můžeme dostat sledováńım počt̊u hran vycházej́ıćıch z jednotlivých
vrchol̊u.

Definice

Pro vrchol v ∈ V v grafu G = (V ,E ) ř́ıkáme, že jeho stupeň je k,
jestliže v E existuje k hran, jejichž hraničńım vrcholem v je.
Ṕı̌seme v takovém p̌ŕıpadě deg v = k.
U orientovaných graf̊u rozlǐsujeme vstupńı stupeň deg+ v vrcholu
v a výstupńı stupeň deg− v .
Skóre grafu G s vrcholy V = (v1, . . . , vn) je posloupnost

(deg v1, deg v2, . . . , deg vn)
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Pro izomorfńı grafy se jejich skóre může lǐsit pouze permutaćı
hodnot. Pokud tedy porovnáme skóre graf̊u seťŕıděné podle
velikosti hodnot, pak r̊uzná skóre zaručuj́ı neizomorfnost grafu.

Naopak ale snadno najdeme p̌ŕıklad graf̊u se stejným skóre, které
izomorfńı být nemohou, nap̌r. G = C3 ∪ C3 má skóre
(2, 2, 2, 2, 2, 2), stejně jako C6. Zjevně ale izomorfńı nejsou, protože
v C6 existuje cesta délky 5, která v druhém grafu být nemůže.

Jaká skóre mohou grafy ḿıt?
Protože každá hrana vycháźı ze dvou vrchol̊u, muśı být v celkovém
součtu skóre započtena každá hrana dvakrát. Proto plat́ı∑

v∈V

deg v = 2|E |.

Zejména tedy muśı být součet všech hodnot skóre sudý.



Stupně uzl̊u a skóre grafu Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech Nejkraťśı cesty
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Pro izomorfńı grafy se jejich skóre může lǐsit pouze permutaćı
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Následuj́ıćı věta je vlastně o návod, jak pro dané skóre bud’ zjistit,
že graf s takovým neexistuje nebo takový graf sestrojit.

Věta (Havel, Hakimi – Algoritmus na sestrojeńı grafu s daným
skóre)

Pro libovolná p̌rirozená č́ısla 0 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dn existuje graf G na
n vrcholech s těmito hodnotami skóre tehdy a jen tehdy, když
existuje graf se skóre

(d1, d2, . . . , dn−dn − 1, dn−dn+1 − 1, . . . , dn−1 − 1)

na n − 1 vrcholech.

Př́ıklad

Existuje graf, jehož skóre je (2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5)? Pokud ano,
sestrojte jej.
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Důkaz.

”
⇐“ žrejmé.

”
⇒“ idea: ukáže se, že p̌ri pevně zadaném (vzestupném) skóre

(d1, , . . . , dn) existuje graf s t́ımto skóre, jehož vrchol vn je spojen
hranou právě s posledńımi dn vrcholy vn−dn , . . . , vn−1.
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Prohledáváńı do š́ı̌rky a do hloubky
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Grafy jsou jazykem, ve kterém často formulujeme algoritmy.

Rozuḿıme t́ım postup, kdy v nějakém orientovaném grafu
p̌recháźıme z uzlu do uzlu podél hran a p̌ritom zpracováváme
informace, které jsou určeny a ovlivněny:

výsledkem p̌redchoźıch operaćı,

uzlem, ve kterém se zrovna nacháźıme

a hranou, kterou jsme do uzlu vstoupili.

Při zpracováńı informace se zároveň rozhodujeme, kterými
výstupńımi hranami budeme pokračovat a v jakém pǒrad́ı.
Pokud je graf neorientovaný, můžeme všechny hrany považovat za
dvojice hran orientované opačnými směry.
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uzlem, ve kterém se zrovna nacháźıme
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Při zpracováńı informace se zároveň rozhodujeme, kterými
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Abychom mohli algoritmy realizovat pomoćı poč́ıtače, je ťreba
umět uvažovaný graf efektivně zadat. Uvedeme dva p̌ŕıklady:

Definice (Hranový seznam/Edge List)

Graf G = (V ,E ) si v něm reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, že každý vrchol ukazuje na všechny z něj
vycházej́ıćı hrany (p̌ŕıpadně také na všechny do něj vcházej́ıćı
hrany u orientovaných graf̊u) a každá hrana ukazuje na sv̊uj
počátečńı a koncový vrchol.

Je vidět, že pamět poťrebná na uchováńı grafu je v tomto p̌ŕıpadě
O(|V |+ |E |), protože na každou hranu ukazujeme právě dvakrát a
na každý vrchol ukazujeme tolikrát, kolik je jeho stupeň a součet
stupňů je také roven dvojnásobku počtu hran. Až na konstantńı
násobek jde tedy stále o optimálńı způsob uchováváńı grafu
v paměti.
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Graf G = (V ,E ) si v něm reprezentujeme jako dva seznamy V a E
propojené ukazateli tak, že každý vrchol ukazuje na všechny z něj
vycházej́ıćı hrany (p̌ŕıpadně také na všechny do něj vcházej́ıćı
hrany u orientovaných graf̊u) a každá hrana ukazuje na sv̊uj
počátečńı a koncový vrchol.

Je vidět, že pamět poťrebná na uchováńı grafu je v tomto p̌ŕıpadě
O(|V |+ |E |), protože na každou hranu ukazujeme právě dvakrát a
na každý vrchol ukazujeme tolikrát, kolik je jeho stupeň a součet
stupňů je také roven dvojnásobku počtu hran. Až na konstantńı
násobek jde tedy stále o optimálńı způsob uchováváńı grafu
v paměti.
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Stupně uzl̊u a skóre grafu Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech Nejkraťśı cesty

Definice (Matice sousednosti grafu)

Uvažme (neorientovaný) graf G = (V ,E ), zvolme uspǒrádáńı jeho
vrchol̊u V = (v1, . . . , vn) a definujme matici AG = (aij) nad Z2 (tj.
zaplněnou jen nulami a jedničkami) takto:

aij =

{
1 jestliže je hrana eij = {vi , vj} v E

0 jestliže neńı hrana eij = {vi , vj} v E

Matici AG nazýváme matice sousednosti grafu G .

Zadáńı grafu pomoćı matice sousednosti poťrebuje vždy O(n2)
ḿısta v paměti. Pokud je ale v grafu málo hran, dostáváme tzv.
ř́ıdkou matici se skoro všemi prvky nulovými. Takové lze naopak
reprezentovat pomoćı hranových seznamů odpov́ıdaj́ıćıch graf̊u a
to i včetně obecných č́ıselných hodnot pro jednotlivé hrany.
Př́ıklad pro procvičeńı – násobeńı matic pomoćı reprezentace
hranovým seznamem.
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Uvažme (neorientovaný) graf G = (V ,E ), zvolme uspǒrádáńı jeho
vrchol̊u V = (v1, . . . , vn) a definujme matici AG = (aij) nad Z2 (tj.
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Definice (Základńı operace nad grafem)

odebráńı hrany

p̌ridáńı hrany

p̌ridáńı vrcholu

odebráńı vrcholu

děleńı hrany nově p̌ridaným vrcholem

Jak se projev́ı tyto operace v našich reprezentaćıch?
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Jednoduchou aplikaćı maticového počtu je tvrzeńı:

Věta

Necht’ G = (V ,E ) je graf s uspǒrádanými vrcholy V = (v1, . . . , vn)

a matićı sousednosti AG . Označme Ak
G = (a

(k)
ij ) prvky k-té mocniny

matice AG . Pak a
(k)
ij je počet sled̊u délky k mezi vrcholy vi a vj .

Důkaz.

Indukćı.

Důsledek

Jsou-li G = (V ,E ) a AG jako v p̌redchoźı větě, pak lze všechny
dvojice vrchol̊u G spojit cestou právě tehdy, když má matice
(A + In)n−1 samé nenulové členy (zde In označuje jednotkovou
matici s n řádky a sloupci).
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Plán p̌rednášky

1 Stupně uzl̊u a skóre grafu

2 Algoritmy a reprezentace graf̊u
Grafové algoritmy

3 Prohledáváńı v grafech
Prohledáváńı do š́ı̌rky a do hloubky
Souvislé komponenty grafu

4 Nejkraťśı cesty
Metrika na grafech
Dijkstr̊uv algoritmus pro hledáńı nejkraťśıch cest
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Prohledáváńı v grafech

Algoritmy bývaj́ı založeny na postupném prohledáváńı všech
vrchol̊u v grafu. Zpravidla máme zadaný počátečńı vrchol nebo si
jej na začátku procesu zvoĺıme. V pr̊uběhu procesu pak v každém
okamžiku jsou vrcholy

již zpracované, tj. ty, kterými jsme již p̌ri běhu algoritmu prošli
a definitivně je zpracovali;

aktivńı, tj. ty vrcholy, které jsou detekovány a p̌ripraveny pro
zpracováńı;

sṕıćı, tj. ty vrcholy, na které teprve dojde.

Zároveň si udržujeme p̌rehled o již zpracovaných hranách.
V každém okamžiku muśı být množiny vrchol̊u a/nebo hran v
těchto skupinách disjunktńım rozděleńım množin vrchol̊u V a
množin E hran grafu G a některý z aktivńıch vrchol̊u je aktuálně
zpracováván.
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zpracováván.
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Základńı postup:

Na počátku máme jeden aktivńı vrchol a všechny ostańı
vrcholy jsou sṕıćı.

V prvńım kroku projdeme všechny hrany vycházej́ıćı
z aktivńıho vrcholu a jejich p̌ŕıslušným koncovým vrchol̊um,
které jsou sṕıćı, změńıme stav na aktivńı.

V daľśıch kroćıch vždy u zpracovávaného vrcholu prob́ıráme ty
z něho vycházej́ıćı hrany, které dosud nebyly probrány a jejich
koncové vrcholy p̌ridáváme mezi aktivńı. Tento postup
aplikujeme stejně u orientovaných i neorientovaných graf̊u, jen
se drobně měńı význam adjektiv koncový a počátečńı u
vrchol̊u.

V konkrétńıch úlohách se můžeme omezovat na některé z hran,
které vycháźı z aktuálńıho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neměńı.
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které jsou sṕıćı, změńıme stav na aktivńı.
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které vycháźı z aktuálńıho vrcholu. Na principu to ale nic
podstatného neměńı.
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Pro realizaci algoritmů je nutné se rozhodnout, v jakém pǒrad́ı
zpracováváme aktivńı vrcholy a v jakém pǒrad́ı zpracováváme
hrany z nich vycházej́ıćı. V zásadě p̌ŕıcháźı v úvahu dvě možnosti
zpracováváńı vrchol̊u:

1 vrcholy vyb́ıráme pro daľśı zpracováńı ve stejném pǒrad́ı, jak
se stávaly aktivńımi (fronta – FIFO)

2 daľśım vrcholem vybraným pro zpracováńı je posledńı
zaktivněný vrchol (zásobńık – LIFO).

V prvńım p̌ŕıpadě hovǒŕıme o prohledáváńı do š́ı̌rky, ve druhém o
prohledáváńı do hloubky.
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Na prvńı pohled je žrejmá role volby vhodných datových struktur
pro uchováváńı údaj̊u o grafu. Hranový seznam umožňuje proj́ıt
všechny hrany vycházej́ıćı z právě zpracovávaného vrcholu v čase
lineárně úměrném jejich počtu. Každou hranu p̌ritom diskutujeme
nejvýše dvakrát, protože má právě dva konce. Zjevně tedy plat́ı:

Věta

Celkový čas realizace vyhledáváńı do š́ı̌rky i do hloubky je
O((n + m) ∗ K ), kde n je počet vrchol̊u v grafu, m je počet hran v
grafu a K je čas poťrebný na zpracováńı jedné hrany, resp. jednoho
vrcholu.
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Ilustrace prohledáváńı do š́ı̌rky:
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Zakroužkovaný vrchol je ten právě zpracovávaný, modré velké
punt́ıky jsou již zpracované uzly, čárkované červené hrany jsou již
zpracované a červené drobné uzly jsou ty aktivńı (poznaj́ı se také
podle toho, že do nich již vede některá zpracovaná hrana). Hrany
zpracováváme v pǒrad́ı orientace proti hodinovým ručkám, p̌ričemž
za prvńı bereme směr kolmo dol̊u.
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za prvńı bereme směr kolmo dol̊u.
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zpracované a červené drobné uzly jsou ty aktivńı (poznaj́ı se také
podle toho, že do nich již vede některá zpracovaná hrana). Hrany
zpracováváme v pǒrad́ı orientace proti hodinovým ručkám, p̌ričemž
za prvńı bereme směr kolmo dol̊u.



Stupně uzl̊u a skóre grafu Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech Nejkraťśı cesty

Ilustrace prohledáváńı do š́ı̌rky:
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zpracováváme v pǒrad́ı orientace proti hodinovým ručkám, p̌ričemž
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Ilustrace prohledáváńı do š́ı̌rky:
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zpracováváme v pǒrad́ı orientace proti hodinovým ručkám, p̌ričemž
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Totéž postupem do hloubky. Všimněte si, že prvńı krok je stejný
jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
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Prohledáváńı
”
do hloubky“ odpov́ıdá interpretaci rekurze v

běžných imperativńıch jazyćıch (nap̌r. i v Maplu) – v těchto
p̌ŕıpadech je ale stavový graf potenciálně nekonečný a
prohledáváńı do hloubky tak samožrejmě nemuśı nalézt všechny
vrcholy dostupné z daného vrcholu po cestách konečné délky
(narozd́ıl od prohledáváńı do š́ı̌rky).
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”
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Prohledáváńı bludǐstě

Pr̊uchod bludǐstěm (s ǩŕıdou) prosťrednictv́ım prohledáváńı do
hloubky v neorientovaném grafu – úkolem je naj́ıt východ nebo
dokázat, že neexistuje:

každou chodbu p̌ri prvńım pr̊uchodu označ́ıme čarou, p̌ri
návratu p̌ridáme druhou čáru

p̌ri východu z ḿıstnosti preferujeme neoznačenou chodbu

navšt́ıvenou ḿıstnost označ́ıme, pokud je již označená, tak se
ihned vrát́ıme stejnou chodbou zpět

z dosud nenavšt́ıvené ḿıstnosti postupujeme dále

jsou-li již všechny chodby vedoućı z ḿıstnosti použity, vraćıme
se zpět chodbou, která je označena jen jednou čarou

pokud z dané ḿıstnosti vedou pouze chodby, které jsou
označeny 2 čarami, hledáńı ukonč́ıme (nutně jde o výchoźı
ḿıstnost, východ neexistuje a můžeme s klidem umř́ıt).
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z dosud nenavšt́ıvené ḿıstnosti postupujeme dále
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ihned vrát́ıme stejnou chodbou zpět
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Stupně uzl̊u a skóre grafu Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech Nejkraťśı cesty
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se zpět chodbou, která je označena jen jednou čarou

pokud z dané ḿıstnosti vedou pouze chodby, které jsou
označeny 2 čarami, hledáńı ukonč́ıme (nutně jde o výchoźı
ḿıstnost, východ neexistuje a můžeme s klidem umř́ıt).
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Souvislé komponenty grafu

Definice

Necht’ je G = (V ,E ) neorientovaný graf. Na množině vrchol̊u
grafu G zavedeme relaci ∼ tak, že v ∼ w právě když existuje cesta
z v do w . Promyslete si, že tato relace je dob̌re definovaná a že se
jedná o ekvivalenci. Každá ťŕıda [v ] této ekvivalence definuje
indukovaný podgraf G[v ] ⊂ G a disjunktńı sjednoceńı těchto
podgraf̊u je ve skutečnosti původńı graf G . Podgraf̊um G[v ] ř́ıkáme
souvislé komponenty grafu G .

Pro orientované grafy postupujeme stejně, pouze u ∼ požadujeme
aby existovala neorientovaná cesta z uzlu v do uzlu w (tj. můžeme
“j́ıt i proti směru šipek”).

Jinými slovy: Každý graf G = (V ,E ) se p̌rirozeně rozpadá na
disjunktńı podgrafy Gi takové, že vrcholy v ∈ Gi a w ∈ Gj jsou
spojeny nějakou cestou právě, když i = j . To jsou právě souvislé
komponenty grafu G .
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souvislé komponenty grafu G .
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Pro hledáńı všech souvislých komponent v grafu lze už́ıt
prohledáváńı — dodatečnou informaćı, kterou muśıme zpracovávat
je, kterou komponentu aktuálně procháźıme.

Definice

Řekneme, že graf G = (V ,E ) je

souvislý, jestliže má právě jednu souvislou komponentu;

vrcholově k–souvislý, jestliže má alespoň k + 1 vrchol̊u a
bude souvislý po odebráńı libovolné podmnožiny k − 1 vrchol̊u;

hranově k–souvislý, jestliže bude souvislý po odebráńı
libovolné podmnožiny k − 1 hran.

Hranu, jej́ımž odebráńım se zvýš́ı počet souvislých komponent
grafu G , nazýváme mostem.

Silněǰśı souvislost grafu je žádoućı nap̌r. u śıt’ových aplikaćı, kdy
požadujeme značnou redundanci poskytovaných služeb v p̌ŕıpadě
výpadku některých linek (tj. hran) nebo uzl̊u (tj. vrchol̊u).
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Speciálńı p̌ŕıpad: 2–souvislý graf je takový souvislý graf o alespoň
ťrech vrcholech, kdy vynecháńım libovolného vrcholu nenaruš́ıme
jeho souvislost.

Věta

Pro graf G = (V ,E ) s alespoň ťremi vrcholy jsou následuj́ıćı
podḿınky ekvivalentńı:

G je (vrcholově) 2–souvislý;

každé dva vrcholy v a w grafu G lež́ı na společné kružnici;

graf G je možné vytvǒrit z trojúhelńıku K3 pomoćı
postupných děleńı hran.

Obecněǰśı je tzv. Mengerova věta (obd.
”
vrcholová verze“):

Věta

Pro každé dva vrcholy v a w v grafu G = (V ,E ) je počet hranově
r̊uzných cest z v do w roven minimálńımu počtu hran, které je
ťreba odstranit, aby se v a w ocitly v r̊uzných komponentách
vzniklého grafu.
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vrcholová verze“):

Věta
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Silně souvislé komponenty

Definice

Necht’ je G = (V ,E ) orientovaný graf. Na množině vrchol̊u grafu
G zavedeme relaci ≈ tak, že v ≈ w právě když existuje
orientovaná cesta z v do w i orientovaná cesta z w do v . Zřejmě
se opět jedná o ekvivalenci. Každá ťŕıda [v ] této ekvivalence
definuje indukovaný podgraf G[v ] ⊂ G a disjunktńı sjednoceńı
těchto podgraf̊u je ve skutečnosti původńı graf G . Podgraf̊um G[v ]

ř́ıkáme silně souvislé komponenty grafu G .

Př́ıklad

Viz https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/
um/Tarjan_pr.pdf

https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/um/Tarjan_pr.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2009/MB103/um/Tarjan_pr.pdf
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Tarjanův algoritmus

1 Každý vrchol označujeme dvojićı č́ısel, z nichž prvńı určuje pǒrad́ı p̌ŕıchodu a
druhý pomocné č́ıslo, které se v pr̊uběhu aktualizuje a rozhoduje o p̌ŕıslušnosti
ke komponentě (zároveň máme u každého vrcholu odkaz na jeho p̌redchůdce).
Při prvńım p̌ŕıchodu do vrcholu ho označ́ıme dvojićı pořadı́, pořadı́ a vlož́ıme
do zásobńıku.

2 Pokud existuje hrana do dosud nenavšt́ıveného vrcholu, jdi do něj.

3 Pokud existuje hrana do již navšt́ıveného vrcholu, nahrad’ pomocné č́ıslo
stávaj́ıćıho vrcholu pǒradovým č́ıslem vrcholu, do nějž smě̌ruje hrana (pouze,
je-li menš́ı).

4 Pokud neexistuje nepoužitá hrana a obě č́ısla u daného vrcholu jsou stejná, je
tento vrchol prvńım navšt́ıveným vrcholem své silně souvislé komponenty. Ze
zásobńıku odeberme všechny vrcholy až po nyněǰśı vrchol. Vrat’ se do
p̌redchůdce a aktualizuj jeho pomocné č́ıslo pomocným č́ıslem vrcholu, z nějž se
vraćıme (je-li menš́ı).

5 Pokud neexistuje nepoužitá hrana a č́ısla u daného vrcholu jsou r̊uzná, vrat’ se
do p̌redchůdce a aktualizuj jeho pomocné č́ıslo pomocným č́ıslem vrcholu, z
nějž se vraćıme (je-li menš́ı).

6 Nejsou-li ještě vyčerpány všechny vrcholy a z právě zpracovaného vrcholu již
neńı kam se vrátit, zvol jiný vrchol a pokračuj v algoritmu.
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vraćıme (je-li menš́ı).
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Tarjanův algoritmus

1 Každý vrchol označujeme dvojićı č́ısel, z nichž prvńı určuje pǒrad́ı p̌ŕıchodu a
druhý pomocné č́ıslo, které se v pr̊uběhu aktualizuje a rozhoduje o p̌ŕıslušnosti
ke komponentě (zároveň máme u každého vrcholu odkaz na jeho p̌redchůdce).
Při prvńım p̌ŕıchodu do vrcholu ho označ́ıme dvojićı pořadı́, pořadı́ a vlož́ıme
do zásobńıku.

2 Pokud existuje hrana do dosud nenavšt́ıveného vrcholu, jdi do něj.

3 Pokud existuje hrana do již navšt́ıveného vrcholu, nahrad’ pomocné č́ıslo
stávaj́ıćıho vrcholu pǒradovým č́ıslem vrcholu, do nějž smě̌ruje hrana (pouze,
je-li menš́ı).

4 Pokud neexistuje nepoužitá hrana a obě č́ısla u daného vrcholu jsou stejná, je
tento vrchol prvńım navšt́ıveným vrcholem své silně souvislé komponenty. Ze
zásobńıku odeberme všechny vrcholy až po nyněǰśı vrchol. Vrat’ se do
p̌redchůdce a aktualizuj jeho pomocné č́ıslo pomocným č́ıslem vrcholu, z nějž se
vraćıme (je-li menš́ı).

5 Pokud neexistuje nepoužitá hrana a č́ısla u daného vrcholu jsou r̊uzná, vrat’ se
do p̌redchůdce a aktualizuj jeho pomocné č́ıslo pomocným č́ıslem vrcholu, z
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Tarjanův algoritmus
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Pamatujme si zejména:

Při snaze j́ıt do již navšt́ıveného vrcholu, aktualizujeme jeho pǒradovým
č́ıslem.

Při návratu k p̌redchůdci aktualizujeme vždy pomocným č́ıslem.

Ve chv́ıli, kdy už z daného vrcholu nevede nepoužitá hrana a obě č́ısla jsou
stejná, uzav́ıráme komponentu a to tak, že odeb́ıráme všechny vrcholy za
zásobńıku, doku nenaraźıme na současný (ekvivalentně: v komponentě
lež́ı všechny vrcholy s pomocným č́ıslem ≥ č́ıslu aktuálńıho vrcholu).

Je vhodné si kreslit graf pr̊uchodu (postup do hloubky znázorńıme nap̌r.
kresleńım doprava či dol̊u), aby bylo jasné, kterými hranami se vraćıme.

Poznámka

Základ algoritmu tkv́ı v tom, že pomocné č́ıslo každého vrcholu je pǒradovým
č́ıslem vrcholu z téže souvislé komponenty. Pokud je pomocné č́ıslo menš́ı než
pǒradové (museli jsme se někdy pokusit j́ıt po hraně do již navšt́ıveného
vrcholu – tedy uzav̌ŕıt orientovanou smyčku), pak vrchol do něhož se vraćıme
bude ve stejně silně souvislé komponentě jako aktuálńı vrchol.
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Základ algoritmu tkv́ı v tom, že pomocné č́ıslo každého vrcholu je pǒradovým
č́ıslem vrcholu z téže souvislé komponenty. Pokud je pomocné č́ıslo menš́ı než
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stejná, uzav́ıráme komponentu a to tak, že odeb́ıráme všechny vrcholy za
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Je vhodné si kreslit graf pr̊uchodu (postup do hloubky znázorńıme nap̌r.
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Metrika na grafech

Na každém (neorientovaném) grafu definujeme vzdálenost uzl̊u v
a w jako č́ıslo dG (v ,w), která je rovna počtu hran v nejkraťśı
možné cestě z v do w . Pokud cesta neexistuje, ṕı̌seme
dG (v ,w) =∞.

Budeme v daľśım uvažovat pouze souvislý graf G . Pak pro takto
zadanou funkci dG : V × V → N plat́ı obvyklé ťri vlastnosti
vzdálenosti:

dG (v ,w) ≥ 0 a p̌ritom dG (v ,w) = 0 právě tehdy, když v = w ;

vzdálenost je symetrická, tj dG (v ,w) = dG (w , v);

plat́ı trojúhelńıková nerovnost, tj. pro každou trojici vrchol̊u
v ,w , z plat́ı

dG (v , z) ≤ dG (v ,w) + dG (w , z).

Ř́ıkáme, že dG je metrika na grafu G .
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Metrika na grafu splňuje nav́ıc:

dG (v ,w) má vždy nezáporné celoč́ıselné hodnoty;

je-li dG (v ,w) > 1, pak existuje nějaký vrchol z r̊uzný od v a
w a takový, že dG (v ,w) = dG (v , z) + dG (z ,w).

Každá funkce dG s výše uvedenými pěti vlastnostmi na V × V je
metrikou nějakého grafu s vrcholy V .
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Dijkstr̊uv algoritmus

Nejkraťśı cestu v grafu, která vycháźı z daného uzlu v a konč́ı v
jiném uzlu w můžeme hledat pomoćı prohledáváńı grafu do š́ı̌rky.
Při tomto typu prohledáváńı totiž postupně diskutujeme vrcholy,
do kterých se uḿıme dostat z výchoźıho vrcholu po jediné hraně,
poté projdeme všechny, které maj́ı vzdálenost nejvýše 2 atd. Na
této jednoduché úvaze je založen jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch
grafových algoritmů – tzv. Dijkstr̊uv algoritmus.

Tento algoritmus hledá nejkraťśı cesty za (reálného) p̌redpokladu,
kdy jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny vzdálenostmi, tj. kladnými
reálnými č́ısly w(e). Kromě aplikace na hledáńı vzdálenost́ı
v silničńıch nebo jiných śıt́ıch to mohou být také výnosy, toky v
śıt́ıch atd.
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Vstupem algoritmu je graf G = (V ,E ) s ohodnoceńım hran a
počátečńı vrchol v0.

Výstupem je ohodnoceńı vrchol̊u č́ısly dw (v), která udávaj́ı
nejmenš́ı možný součet ohodnoceńı hran podél cest z vrcholu
v0 do vrcholu v .

Všimněte si, že ḿısto původńı úlohy (nalézt nejkraťśı cestu mezi
dvěma vrcholy) řeš́ıme i něco nav́ıc – nalezneme nejkraťśı cestu
z v do všech vrchol̊u.
Postup dob̌re funguje v orientovaných i neorientovaných grafech.
Je skutečně podstatné, že všechna naše ohodnoceńı jsou kladná.
Zkusme si rozmyslet ťreba cestu P3 se záporně ohodnocenou
prosťredńı hranou. Při procházeńı sledu mezi krajńımi vrcholy
bychom vzdálenost zmenšovali každým prodloužeńım sledu
o pr̊uchod prosťredńı hranou tam a zpět.
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Dijkstr̊uv algoristmus vyžaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledáváńı do š́ı̌rky:

U každého vrcholu v budeme po celý chod algoritmu udržovat
č́ıselnou hodnotu d(v), která bude horńım odhadem skutečné
vzdálenosti vrcholu v od vrcholu v0.

Množina již zpracovaných vrchol̊u bude v každém okamžiku
obsahovat ty vrcholy, u kterých již nejkraťśı cestu známe, tj.
d(v) = dw (v).

Do množiny aktivńıch (právě zpracovávaných) vrchol̊u W
zǎrad́ıme vždy právě ty vrcholy y z množiny sṕıćıch vrchol̊u Z ,
pro které je d(y) = min{d(z); z ∈ Z}.
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Dijkstr̊uv algoristmus vyžaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledáváńı do š́ı̌rky:

U každého vrcholu v budeme po celý chod algoritmu udržovat
č́ıselnou hodnotu d(v), která bude horńım odhadem skutečné
vzdálenosti vrcholu v od vrcholu v0.

Množina již zpracovaných vrchol̊u bude v každém okamžiku
obsahovat ty vrcholy, u kterých již nejkraťśı cestu známe, tj.
d(v) = dw (v).

Do množiny aktivńıch (právě zpracovávaných) vrchol̊u W
zǎrad́ıme vždy právě ty vrcholy y z množiny sṕıćıch vrchol̊u Z ,
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Dijkstr̊uv algoritmus

Předpokládáme, že graf G má alespoň dva vrcholy.

Inicializačńı krok: Nastav́ıme hodnoty u všech v ∈ V ,

d(v) =

{
0 pro v = v0

∞ pro v 6= v0,

nastav́ıme Z = V , W = ∅.

Test cyklu: Pokud neńı ohodnoceńı všech vrchol̊u y ∈ Z rovno
∞, pokračujeme daľśım krokem, v opačném p̌ŕıpadě
algoritmus konč́ı.
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Aktualizace stavu vrchol̊u:

Najdeme množinu N všech vrchol̊u v ∈ Z , pro které d(v)
nabývá nejmenš́ı možné hodnoty

δ = min{d(y); y ∈ Z};

posledně zpracované aktivńı vrcholy W p̌resuneme do množiny
zpracovaných a za nové aktivńı vrcholy zvoĺıme W = N a
odebereme je ze sṕıćıch, tj. množina sṕıćıch bude nadále Z \N.

Tělo hlavńıho cyklu: Pro všechny hrany v množině EWZ všech
hran vycházej́ıćıch z některého aktivńıho vrcholu v a konč́ıćıch
ve sṕıćım vrcholu y opakujeme:

Vybereme dosud nezpracovanou hranu e{x , y} ∈ EWZ ;
Pokud je d(x) + w(e) < d(y), nahrad́ıme d(y) touto menš́ı
hodnotou.
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Věta

Pro všechny vrcholy v lež́ıćı v souvislé komponentě vrcholu s najde
Dijsktr̊uv algoritmus vzdálenosti dw (v). Vrcholy ostatńıch
souvislých komponent z̊ustanou ohodnoceny d(v) =∞. Algoritmus
lze implementovat tak, že ukonč́ı svoji práci v čase O(n log n + m),
kde n je počet vrchol̊u a m je počet hran v grafu G .

Důkaz.

během celého algoritmu plat́ı d(v) ≥ dw (v) pro všechna
v ∈ V .

po skončeńı algoritmu plat́ı d(v) ≤ dw (v) pro všechna v ∈ V
(Prosťrednictv́ım silněǰśıho tvrzeńı: jsou-li
0 = d1 < d2 < . . . < dk <∞ všechny r̊uzné konečné
vzdálenosti vrchol̊u od s a označ́ıme-li
Mi = {v ∈ V ; dw (v) = di}, pak se krok Aktualizace stavu
vrchol̊u provede p̌resně k-krát a po jeho i-tém vykonáńı plat́ı
N = Mi , δ = di a V \ Z = ∪i

k=1Mi .)
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Dijsktr̊uv algoritmus vzdálenosti dw (v). Vrcholy ostatńıch
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Modifikace algoritmu

Pokud nás skutečně zaj́ımá jen nejkraťśı cesta do konkrétńıho
vrcholu, pak samožrejmě výpočet ukonč́ıme poté, co tento
vrchol p̌rejde do množiny již zpracovaných.

Můžeme využ́ıt dodatečné informace (p̌ri hledáńı nejkraťśı
cesty z Brna do Prahy v silničńı śıti asi nepojedeme p̌res
Ostravu) – heuristika h : V → R splňuj́ıćı
w({x , y}) ≥ h(x)− h(y) pro každou hranu {x , y}.

Doporučeńı: h(v) je dolńı odhad vzdálenosti v do ćılového
vrcholu (nap̌r. vzdálenost

”
vzdušnou čarou“). Mı́sto

minimalizace d(y) pro y ∈ Z tak v algoritmu minimalizujeme
d(y) + h(y).
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Stupně uzl̊u a skóre grafu Algoritmy a reprezentace graf̊u Prohledáváńı v grafech Nejkraťśı cesty
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w({x , y}) ≥ h(x)− h(y) pro každou hranu {x , y}.
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vzdušnou čarou“). Mı́sto

minimalizace d(y) pro y ∈ Z tak v algoritmu minimalizujeme
d(y) + h(y).
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Daľśı algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se využ́ıvaj́ı v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovaćım protokolu.

Bellman-Ford̊uv algoritmus

pracuje na stejném principu jako Dijkstr̊uv; ḿısto postupu po
uzlech je zpracovává

”
naráz“ – cyklus relaxace prob́ıhá

(|V | − 1) krát p̌res všechny hrany

p̌ripoušt́ı záporné hrany a detekuje záporné cykly

je obvykle časově náročněǰśı než Dijkstr̊uv

distribuovaná verze je (či sṕı̌se byla) použ́ıvána
v distance-vector routing protocol
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Floyd̊uv algoritmus (all pairs shortest paths)

v čase O(n3) vypočte vzdálenosti mezi všemi vrcholy

vycháźı z matice A délek hran a postupně poč́ıtá matice
U0,U1, . . . ,U|V |, kde uk(i , j) je délka nejkraťśı cesty z i do j ,
kde cesta procháźı pouze vrcholy z {1, 2, . . . , k}.
výpočet vycháźı ze vztahu

uk(i , j) = min{uk−1(i , j), uk−1(i , k) + uk−1(k , j)}.

je efektivněǰśı než
”
upravená mocnina“ AG (násobeńı →

sč́ıtáńı, sč́ıtáńı → minimum) – ta je totiž O(n4), resp.
(optimalizovaná) O(n3 log n).
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