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o Floyd-Warshalliv algoritmus



Hledani nejkratsich cest
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Dijkstriv algoritmus

Nejkrat$i cestu v grafu, kterd vychazi z daného uzlu v a konéi

v jiném uzlu w miZeme hledat pomoci prohledavani grafu do Sitky.
P¥i tomto typu prohledavani totiz postupné diskutujeme vrcholy,
do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang,
poté projdeme v3echny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na
této jednoduché (ivaze je zaloZen jeden z nejpouzivanégjsich
grafovych algoritmi — tzv. Dijkstrav algoritmus.
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Dijkstriv algoritmus

Nejkrat$i cestu v grafu, kterd vychazi z daného uzlu v a konéi

v jiném uzlu w miZeme hledat pomoci prohledavani grafu do Sitky.
P¥i tomto typu prohledavani totiz postupné diskutujeme vrcholy,
do kterych se umime dostat z vychoziho vrcholu po jediné hrang,
poté projdeme v3echny, které maji vzdalenost nejvyse 2 atd. Na
této jednoduché (ivaze je zaloZen jeden z nejpouzivanégjsich
grafovych algoritmi — tzv. Dijkstrav algoritmus.

Tento algoritmus hleda nejkrat¥i cesty za (redlného) predpokladu,
kdy jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny vzdalenostmi, tj. kladnymi
redlnymi &isly w(e). Kromé& aplikace na hledani vzdalenosti

v silni¢nich nebo jinych sitich to mohou byt také vynosy, toky

v sitich atd.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.

e Vystupem je ohodnoceni vrcholi &isly dy,(v), kterd udavaji
nejmensi mozny soulet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vo do vrcholu v.

V&imné&te si, Ze misto pdvodni tlohy (nalézt nejkrat$i cestu mezi
dvéma vrcholy) ¥edime i néco navic — nalezneme nejkrat¥i cestu
z v do vSech vrcholi.

Postup dob¥e funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
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e Vstupem algoritmu je graf G = (V, E) s ohodnocenim hran a
pocatecni vrchol vp.

e Vystupem je ohodnoceni vrcholi &isly dy,(v), kterd udavaji
nejmensi mozny soulet ohodnoceni hran podél cest z vrcholu
vo do vrcholu v.

V&imné&te si, Ze misto pdvodni tlohy (nalézt nejkrat$i cestu mezi
dvéma vrcholy) ¥edime i néco navic — nalezneme nejkrat¥i cestu
z v do vSech vrcholi.

Postup dob¥e funguje v orientovanych i neorientovanych grafech.
Je skute¢né podstatné, Ze viechna nase ohodnoceni jsou kladna.
Zkusme si rozmyslet tfeba cestu P3; se zdporné ohodnocenou
prostfedni hranou. P¥i prochdzeni sledu mezi krajnimi vrcholy
bychom vzdalenost zmen3sovali kazdym prodlouZenim sledu

o prichod prostfedni hranou tam a zpét.
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Dijkstriiv algoristmus vyZaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do $itky:
o U kaZdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
Ciselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute&né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.
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Ciselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute&né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.

@ MnoZina jiZ zpracovanych vrcholii bude v kaZdém okamZiku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiZ nejkratsi cestu zname, tj.

d(v) = dw(v).
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Dijkstriiv algoristmus vyZaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledavani do $itky:

o U kaZdého vrcholu v budeme po cely chod algoritmu udrzovat
¢iselnou hodnotu d(v), kterd bude hornim odhadem skute¢né
vzdalenosti vrcholu v od vrcholu vy.

@ MnoZina jiZ zpracovanych vrcholii bude v kaZdém okamZiku
obsahovat ty vrcholy, u kterych jiZ nejkratsi cestu zname, tj.
d(v) = dw(v).

e Do mnozZiny aktivnich (pravé zpracovavanych) vrcholti W
zatadime vZdy pravé ty vrcholy y z mnoZiny spicich vrcholl Z,
pro které je d(y) = min{d(z); z € Z}.
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Dijkstriv algoritmus

P¥edpokladame, ze graf G ma alespofi dva vrcholy.

@ Inicializa¢ni krok: Nastavime hodnoty u v8ech v € V,

d(v) = {0 pro v = v
00 pro v # vy,

nastavime Z =V, W = 0.
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Dijkstriv algoritmus

P¥edpokladame, ze graf G ma alespofi dva vrcholy.

@ Inicializa¢ni krok: Nastavime hodnoty u v8ech v € V,

d(v) = {0 pro v = v
00 pro v # vy,

nastavime Z =V, W = {).

@ Test cyklu: Pokud neni ohodnoceni viech vrchold y € Z rovno
oo, pokratujeme dalsim krokem, v opaéném p¥ipadé
algoritmus kon¢i.
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@ Aktualizace stavu vrcholi:

o Najdeme mnoZinu N vech vrcholl v € Z, pro které d(v)
nabyva nejmensi mozné hodnoty

§ =min{d(y);, y € Z};

e posledné& zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoZiny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnoZina spicich bude nadédle Z\ N.
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o Aktualizace stavu vrcholi:
o Najdeme mnoZinu N vech vrcholl v € Z, pro které d(v)

nabyva nejmensi mozné hodnoty
6 =min{d(y); y € Z};

e posledné& zpracované aktivni vrcholy W pfesuneme do mnoZiny
zpracovanych a za nové aktivni vrcholy zvolime W = N a
odebereme je ze spicich, tj. mnoZina spicich bude nadédle Z\ N.

@ Télo hlavniho cyklu: Pro viechny hrany v mnoZiné Eyy7 v3ech
hran vychazejicich z nékterého aktivniho vrcholu v a konéicich

ve spicim vrcholu y opakujeme:
e Vybereme dosud nezpracovanou hranu e{x,y} € Eyyz;
o Pokud je d(x) 4+ w(e) < d(y), nahradime d(y) touto mensi

hodnotou.
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Véta

Pro vsechny vrcholy v leZici v souvislé komponenté vrcholu s najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,,(v). Vircholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = oco. Algoritmus
Ize implementovat tak, Ze ukon&i svoji praci v ase O(nlogn+ m),
kde n je po&et vrcholii a m je poet hran v grafu G.

Dikaz.

@ b&hem celého algoritmu plati d(v) > dy(v) pro viechna
veV.
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Véta

Pro vsechny vrcholy v leZici v souvislé komponenté vrcholu s najde
Dijsktriv algoritmus vzdalenosti d,,(v). Vircholy ostatnich
souvislych komponent ziistanou ohodnoceny d(v) = oco. Algoritmus
Ize implementovat tak, Ze ukon&i svoji praci v ase O(nlogn+ m),
kde n je po&et vrcholii a m je poet hran v grafu G.

Dikaz.

@ b&hem celého algoritmu plati d(v) > dy(v) pro viechna
veV.

@ po skon&eni algoritmu plati d(v) < dy,(v) pro viechna v € V
(Prostfednictvim siln&jsiho tvrzeni: jsou-li
0=d <dr <...<dk < oo vSechny riizné konecné
vzdalenosti vrcholli od s a oznalime-li
M; ={v € V;dw(v) = d;}, pak se krok Aktualizace stavu
vrcholii provede pfesné k-krat a po jeho i-tém vykonani plati
N=M,d=daV\Z=U,_M.)
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.

e MiiZzeme vyuZit dodate¢né informace (p¥i hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme ptes
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x, y}.
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Modifikace algoritmu

@ Pokud nas skute¢né zajima jen nejkratsi cesta do konkrétniho
vrcholu, pak samozfejmé vypoclet ukonéime poté, co tento
vrchol pfejde do mnoZiny jiZ zpracovanych.

e MiiZzeme vyuZit dodate¢né informace (p¥i hledani nejkratsi
cesty z Brna do Prahy v silni¢ni siti asi nepojedeme ptes
Ostravu) — heuristika h: V — R splfiujici
w({x,y}) > h(x) — h(y) pro kazdou hranu {x, y}.
Doporu&eni: h(v) je dolni odhad vzdélenosti v do cilového
vrcholu (nap¥. vzdalenost "vzdugnou &arou™ ). Misto
minimalizace d(y) pro y € Z tak v algoritmu minimalizujeme

d(y) + h(y).
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Dalsi algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se vyuZivaji v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovacim protokolu.
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Dalsi algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se vyuZivaji v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovacim protokolu.
Bellman-Forduav algoritmus
@ pracuje na stejném principu jako Dijkstriv; misto postupu po
uzlech je zpracovava "nardz" — cyklus relaxace probiha
(|V| — 1) krét p¥es viechny hrany
@ pripousti zdporné hrany a detekuje zaporné cykly
e distribuovana verze je (&i spie byla) pouZivdna
v distance-vector routing protocol
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Floyd-Warshalliiv algoritmus (all pairs shortest paths)
o v &ase O(n®) vypotte vzdalenosti mezi véemi vrcholy

@ vychazi z matice A délek hran a postupné pot&ita matice
Uo, Us, ..., Uy, kde uk(i,j) je délka nejkratsi cesty z i do j,
kde cesta prochdzi pouze vrcholy z {1,2,..., k}.

@ vypolet vychazi ze vztahu

Uk(i,j) = min{uk—l(ia_j)a Uk_l(i, k) + Uk_]_(k,j)}.
@ je efektivn&jsi nez "upravend mocnina” Ag (ndsobeni —
stitani, s¢itani — minimum) — ta je totiz O(n*), resp.
(optimalizovana) O(n®log n).
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© Eulerovské grafy a hamiltonovské kruznice



Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.
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Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.

Sled, ktery prochazi pravé jednou vemi hranami a zadind a konéi
v jednom vrcholu, se nazyvd uzavieny eulerovsky tah.

Graftim, které takovy sled p¥ipousti Fikime eulerovské.
Hovofime rovn&Z o (neuzavieném) eulerovském tahu, kde
vypoustime pozadavek na stejny vychozi a cilovy vrchol.




Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diikaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.
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Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diikaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.

Situace je znazorné&na na obrazku. Nalevo dobovd mapa, napravo
odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji souvislé
pevniné, hrany mostim.
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Kupodivu je obecné Feeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.
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Kupodivu je obecné Feeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudy stuperi.

Podminka je zfejmé nutna.
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Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudy stuperi.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O
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Kupodivu je obecné Feeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v G maji sudy stuperi.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O

Dusledek

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZ? ma vSechny
stupné vrcholii sudé nebo kdyZ existuji pravé dva vrcholy se
stupném lichym.
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@ Urcete nejmensi polet mostl, které je tfeba v Kralovci
pFistavét, aby byl graf eulerovsky.

@ Jaka je situace v Kaliningradu nyni (od dob Eulerovych
doznalo zejména plisobenim valek m&sto mnoho zmén)? Byl
by dnes schopen Euler svoji prochdzku realizovat?
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Eulerovské orientované grafy

Orientovany graf (V/, E) nazveme eulerovsky, jestlize v ném
existuje uzavreny orientovany tah, ktery obsahuje kazdou hranu
pravé jednou a kazdy vrchol aspoii jednou.

Orientované eulerovské grafy lze rovnéz velmi dob¥e
charakterizovat. K tomu ovSem potfebujeme nékteré nové pojmy.

Definice

Orientovany graf nazveme vyvdZeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol
v plati deg, (v) = deg_(v).

Symetrizaci orientovaného grafu (V/, E) nazyvdme neorientovany
graf (V,E), kde

E = {{x,y};(x,y) € Enebo(y,x) € E}.
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Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyZ je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé& souvisly).

Analogicky jako v neorientovaném pFipadé. [
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).
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Z¥ejmé je v p¥ipadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkrat$im takovym
sledem pfFisludny eulerovsky tah.
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).

Z¥ejmé je v p¥ipadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkrat$im takovym
sledem pfFisludny eulerovsky tah.

V opaéném pfFipadé nutné graf obsahuje sudy pocet vrcholi lichého
stupné. Tento graf je tfeba pfiddvanim hran doplnit na eulerovsky
(multi)graf (pozd&ji ukdZeme, Ze v pFipad& stromii to znamend
nutnost zdvojeni viech hran). Snadno lze ukézat, Ze to lze udélat
v polynomidlnim &ase jak v orientovaném, tak neorientovaném
pFipad&, v pfipadé multigrafi je to viak problém NP-upiny.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny poZzadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zdrovei nejvyse jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje v&echny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
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Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Hamiltonovské grafy

Obdobny poZzadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kazdym vrcholem (tj. zdrovei nejvyse jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje v&echny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.

V praxi je oviem problém nalezeni hamiltonovské kruznice (&i jeho
modifikace — nap¥. problém obchodniho cestujiciho) podstatou
mnoha problémi v logistice, je proto asto zddouci nalezeni i
suboptimalniho Yeseni (v p¥ipadé problému obchodniho
cestujiciho).



Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?
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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

P¥iklad (Icosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvoreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvandactisténu) — viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?

Véta (Dirac (1952))

Ma-li v grafu G s n > 3 vrcholy kaZdy vrchol stuperi alespoii n/2,
Jje G hamiltonovsky.

Véta (Ore (1960))

Ma-li v grafu G s n > 4 vrcholy kaZda dvojice nesousednich
vrcholii soucet stuprid alespori n, je G hamiltonovsky.
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Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥idanim vSech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥idanim vSech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou

sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))
Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je cl(G) hamiltonovsky.




Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice

Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥idanim vSech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je cl(G) hamiltonovsky.

Je vidét, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je trividlnim disledkem
této véty.
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Plan prednéasky

e Stromy



Souvisly graf neobsahujici” kruZnici, se nazyva strom. Obecné&
v grafech nazyvame vrcholy stupng jedna listy (p¥ipadné& také
koncové vrcholy).




Souvisly graf neobsahujici” kruZnici, se nazyva strom. Obecné&

v grafech nazyvame vrcholy stupng jedna listy (p¥ipadné& také
koncové vrcholy). Obecnéji, graf neobsahujici kruZnice nazyvame
les.

Tato definice nicméné& neni Gplné nejvhodnéjsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Nasledujici lemma ukazuje, Ze kaZdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim list:



Souvisly graf neobsahujici” kruZnici, se nazyva strom. Obecné&

v grafech nazyvame vrcholy stupng jedna listy (p¥ipadné& také
koncové vrcholy). Obecnéji, graf neobsahujici kruZnice nazyvame
les.

Tato definice nicméné& neni Gplné nejvhodnéjsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Nasledujici lemma ukazuje, Ze kaZdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim list:

Lemma

KaZdy strom s alespori dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy.
Pro libovolny graf G s listem v jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

e G je strom;

o G\ v jestrom.




Stromy

Charakterizace stromt

Pro kaZdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

© graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

Q graf G neobsahuje kruZnici, kaZdym p¥idanim hrany do grafu
G vSak jiZ kruZnice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dikaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poctu
vrcholll s vyuZitim lemmatu o vystavbé stromd.



Stromy

Charakterizace stromt

Pro kaZdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

© graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

Q graf G neobsahuje kruZnici, kaZdym p¥idanim hrany do grafu
G vSak jiZ kruZnice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dikaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poctu
vrcholll s vyuZitim lemmatu o vystavbé stromi. Ke stromim se
vratime pozdéji v souvislosti s praktickymi aplikacemi.



Rovinné grafy

Plan prednéasky

@ Rovinné grafy
@ Platdénska télesa
@ Barveni map



Rovinné grafy

Rovinné grafy

Velice ¢asto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roving.

To znamend, Ze kaZzdy vrchol grafu je ztotoZné&n s né&jakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym k¥ivkam
c : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
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Rovinné grafy

Velice ¢asto se setkdvame s grafy, které jsou nakresleny v roving.
To znamend, Ze kaZzdy vrchol grafu je ztotoZné&n s né&jakym bodem
v roviné a hrany mezi vrcholy v a w odpovidaji spojitym k¥ivkam
c : [0,1] — R2 spojujicim vrcholy ¢(0) = v a ¢(1) = w.

Pokud navic plati, Ze se jednotlivé dvojice hran protinaji nejvyse

v koncovych vrcholech, pak hovofime o rovinném grafu G.
Otazka, jestli dany graf p¥ipousti realizaci (nakreslen{) jako rovinny
graf, vyvstava velice €asto v aplikacich.



Jednoduchy priklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kaZzdy své jedno
pFipojné misto v blizkosti t¥i rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sit& nek¥iZily (tfeba se jim nechce kopat
p¥ilig hluboko. . .). Je to mozné zvlddnout? Odpovéd zni neni.



Rovinné grafy

Jednoduchy priklad je nasledujici:

T¥i dodavatelé vody, elektfiny a plynu maji kaZzdy své jedno
pFipojné misto v blizkosti t¥i rodinnych domkd. Chtéji je vSichni
napojit tak, aby se jejich sit& nek¥iZily (tfeba se jim nechce kopat
p¥ilig hluboko. . .). Je to mozné zvlddnout? Odpovéd zni neni.

Jde o bipartitni tplny graf K3 3, kde t¥i vrcholy pfedstavuji pfipojnd
mista, dal$i tfi pak domky. Hrany jsou linie siti. V8echny hrany
umime zvlddnout, jedna posledni ale uz nejde, viz obrazek na
kterém neumime &arkovanou hranu nakreslit bez k¥izeni:



Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.




Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v rovin& nakreslit bez
k¥iZeni, totéZ musi platit i pro cely graf G. Opa&ny smér diltkazu je
naopak velice sloZity a nebudeme se jim zde zabyvat.



Obecné se dd ukazat tzv. Kuratowského véta:

Graf G je rovinny pravé tehdy kdyZ Zadny jeho podgraf neni
izomorfni déleni grafu K33 nebo grafu Ks.

Jedna implikace je zfejma — délenim rovinného grafu vznika vzdy
opét rovinny graf a jestlize podgraf nelze v rovin& nakreslit bez
k¥iZeni, totéZ musi platit i pro cely graf G. Opa&ny smér diltkazu je
naopak velice sloZity a nebudeme se jim zde zabyvat.

Problematice rovinnych grafii je vénovano ve vyzkumu a aplikacich
hodné pozornosti, my se zde omezime pouze na vybrané ilustrace.
Zminme alespoil naokraj, Ze existuji algoritmy, které testuji
rovinnost grafu na n vrcholech v &ase O(n), coz urtité nejde
p¥imou aplikaci Kuratowského véty.



Uvazme (kone&ny) rovinny graf G, vietné jeho nakresleni v R? a
necht S je mnoZina véech bodii x € R?, které nepat#i 7adné hrang,
ani nejsou vrcholem. Mnoina R? \ G se rozpadne na disjunktni
souvislé podmnoZiny S;, kterym ¥ikdme stény rovinného grafu G.
Jedna sténa je vyjime&na — ta jejiz dopln&k obsahuje vSechny
vrcholy grafu. Budeme ji fikat neohrani¢end sténa Sp. MnoZinu
vdech st&n budeme oznaovat S = {Sp, S1,..., Sk} a rovinny graf
G=(V,ES).



Jako ptiklad si miiZzeme rozebrat stromy. Kazdy strom je zjevn&
rovinny graf, jak je vidét nap¥iklad z moZnosti realizovat jej
postupnym p¥idavanim listi k jedinému vrcholu. Samozfejmé také
miZeme pouzit Kuratowského vétu — kdyz neni v G Zadnd
kruZnice, nemiiZe obsahovat jakékoliv déleni grafii K33 nebo Ks.
ProtoZe strom G neobsahuje Zaddnou kruZnici, dostavame pouze
jedinou st&nu Sy a to tu neohranienou. ProtoZe vime, jaky je rozdil
mezi polty vrchold a hran pro v3echny stromy, dostavdme vztah

V[ —[E[+]5] =2



Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.




Vztah mezi polty hran, stén a vrcholl Ize odvodit pro viechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Eulerliv vztah. V&imnéme si, Ze z n&ho
zejména vyplyva, Ze polet stén v rovinném grafu nezdvisi na
zplsobu, jaké jeho rovinné nakresleni vybereme.

Necht G = (V, E,S) je souvisly rovinny graf. Pak plati

[V —[E[+]5] =2.

Indukci podle poétu hran.




Rovinné grafy si miZeme dob¥e predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v rovin&. Sféra vznikne z roviny tak, Ze
pfiddme jeden bod v nekone¢nu. Opét mizeme stejnym zpisobem
hvofit o sténach a pro takovyto graf pak jsou vSechny jeho stény
rovnocenné (i sténa Sy je ohranitena).



Rovinné grafy si miZeme dob¥e predstavit jako namalované na
povrchu koule misto v rovin&. Sféra vznikne z roviny tak, Ze
pfiddme jeden bod v nekone¢nu. Opét mizeme stejnym zpisobem
hvofit o sténach a pro takovyto graf pak jsou vSechny jeho stény
rovnocenné (i sténa Sy je ohranitena).

Naopak, kazdy konvexni mnohost&n P C R3 si miizeme p¥edstavit
jako graf nakresleny na povrchu koule. Vypusté&nim jednoho bodu
uvnitf jedné ze st&n (ta stane neohranitenou sté&nou Sp) pak
obdrZime rovinny graf jako vySe.



Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténti, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohosténu leZi na spole¢né kruZnici. Navic v nich plati, Ze kazda
st&na kromé Sy je vnittkem né&jaké kruZnice a Sy je vn&jskem
n&jaké kruznice. Nazorné se zdd i to, Ze ve skute€nosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohosté&nii 3—souvislé.



Rovinné grafy, které vzniknou z konvexnich mnohosténti, jsou
zjevné 2—souvislé, protoze kazdé dva vrcholy v konvexnim
mnohosténu leZi na spole¢né kruZnici. Navic v nich plati, Ze kazda
st&na kromé Sy je vnittkem né&jaké kruZnice a Sy je vn&jskem
n&jaké kruznice. Nazorné se zdd i to, Ze ve skute€nosti budou grafy
vznikajici z konvexnich mnohosté&nii 3—souvislé.

Ve skute€nosti plati dosti ndro&na Steinitzova véta:

Libovolny vrcholové 3—souvisly rovinny graf G vznikd z konvexniho
mnohosténu v R3.




Rovinné grafy
®0000

Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi, tj. mnohosténli posklddanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelnik( tak, Ze se jich v kaZzdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:
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Jako ilustraci kombinatorické prace s grafy odvodime klasifikaci
tzv. pravidelnich mnohosténi, tj. mnohosténli posklddanych ze
stejnych pravidelnych mnohouhelniki tak, Ze se jich v kazdém
vrcholu dotykd stejny polet. Jiz v dobdch antického myslitele
Platéna se vé&délo, Ze jich je pouze pét:




P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti ptislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e



P¥eloZime si poZadavek pravidelnosti do vlastnosti ptislusného
grafu: chceme aby kazdy vrchol mél stejny stupeii d > 3 a zaroveii
aby na hranici kaZdé st&ny byl stejny poéet k > 3 vrcholi.
Ozna&me n pocet vrcholll, e pocet hran a s polet stén.
Mame k dispozici jednak vztah provazujici stupné vrchold
s po¢tem hran:

dn = 2e

a podobné& potitdme polet hran, které ohranicuji jednotlivé stény,
a bereme v dvahu, Ze kaZzda je hranici dvou stén, tj.

2e = ks.
Eulerdv vztah pak ¥ika
5 n 2e n 2e
=n—e+s=——e+—.
d k
Upravou odtud dostdviame pro nae znémé d a k vztah
11 1 1

d+k 2+e‘



Rovinné grafy
©0e00

ProtoZe e a n musi byt pfirozend &isla (tj. zejména je % >0) a
minimum pro d i k je 3, dostdvdme p¥imou diskusi vSech moZnosti
tento vycet:

d| k n e s
313 4| 6| 4
314 8|12 6
413 6|12 8
31512030 |12
51311230 |20

Tabulka zaddva vSechny moZnosti. Ve skute¢nosti ale také viechny
odpovidajici pravidelné mnohostény existuji - jiZz jsme je vidéli.



Rovinné grafy
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Maximalni pocet hran

Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V|—6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.




Rovinné grafy
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Maximalni pocet hran

Véta
Necht (V, E,S) je rovinny graf s asporfi tfemi vrcholy. Pak

IE| < 3|V|—6.

Rovnost pFitom nastdva pro maximalni rovinny graf, tj. rovinny
graf, k némuZ nejde pFi zachovani rovinnosti pfidat Zadnou hranu.
Pokud navic uvaZovany graf neobsahuje trojihelnik (tj. K3 jako
podgraf), plati dokonce |E| < 2|V| — 4.

Dikaz.

Maximalni rovinny graf ma viechny stény ohrani¢ené kruznici délky
3, z ¢ehoZ plyne 3|S| = 2|E| a odtud jiz pomoci Eulerova vztahu
dostavame prvni tvrzeni. Podobné v druhé ¢&asti. []

| A

y




Rovinné grafy
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Dusledek

e Ks neni rovinny;
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Rovinné grafy
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Dusledek

e Ks neni rovinny;
@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;




Rovinné grafy
ooooe

Dusledek

e Ks neni rovinny;

@ K33 neni rovinny;

@ kaZdy rovinny graf obsahuje alespori jeden vrchol stupné
nejvyse 5;

@ kaZdy rovinny graf bez trojihelniki obsahuje alespori jeden
vrchol stupné nejvyse 3.




Rovinné grafy
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Problém &tyf barev

N s

Jednim z nejznaméjSich kombinatorickych problémi je otazka:
Je mozZné kaZdou mapu obarvit 4 barvami?

Tento problém sice na prvni pohled vypada ryze geometricky, ale
da se preformulovat do kombinatorické podoby.

Mapou nazyvame souvisly rovinny multigraf bez mostl. Normdin/
mapou pak mapu, jejiz viechny vrcholy jsou stupn& 3. Obarveni
mapy je funkce, kterd kazdé st&n& mapy pfiradi &islo (barvu).




Problém &tyf barev byl rozfeSen teprve po vice nezZ sto letech
badani — mnoho matematik( na prezentovany diikaz stdle pohlizi
s despektem, protoZe je zaloZen na provéfeni velkého mnoZstvi
ptipadl pomoci poéitate. Elementarnimi kombinatorickymi
prostfedky je mozné alespoii dokdzat moznost obarveni normalnich
map péti barvami — viz literatura.

Véta (Appel, Haken (1976))

KaZdou normalni mapu je moZné obarvit pomoci CtyF barev.
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