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Obsah p̌rednášky
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Dijkstr̊uv algoritmus pro hledáńı nejkraťśıch cest
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3 Stromy

4 Rovinné grafy
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Barveńı map
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3 Stromy

4 Rovinné grafy
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Dijkstr̊uv algoritmus

Nejkraťśı cestu v grafu, která vycháźı z daného uzlu v a konč́ı
v jiném uzlu w můžeme hledat pomoćı prohledáváńı grafu do š́ı̌rky.
Při tomto typu prohledáváńı totiž postupně diskutujeme vrcholy,
do kterých se uḿıme dostat z výchoźıho vrcholu po jediné hraně,
poté projdeme všechny, které maj́ı vzdálenost nejvýše 2 atd. Na
této jednoduché úvaze je založen jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch
grafových algoritmů – tzv. Dijkstr̊uv algoritmus.

Tento algoritmus hledá nejkraťśı cesty za (reálného) p̌redpokladu,
kdy jednotlivé hrany e jsou ohodnoceny vzdálenostmi, tj. kladnými
reálnými č́ısly w(e). Kromě aplikace na hledáńı vzdálenost́ı
v silničńıch nebo jiných śıt́ıch to mohou být také výnosy, toky
v śıt́ıch atd.
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Vstupem algoritmu je graf G = (V ,E ) s ohodnoceńım hran a
počátečńı vrchol v0.

Výstupem je ohodnoceńı vrchol̊u č́ısly dw (v), která udávaj́ı
nejmenš́ı možný součet ohodnoceńı hran podél cest z vrcholu
v0 do vrcholu v .

Všimněte si, že ḿısto původńı úlohy (nalézt nejkraťśı cestu mezi
dvěma vrcholy) řeš́ıme i něco nav́ıc – nalezneme nejkraťśı cestu
z v do všech vrchol̊u.
Postup dob̌re funguje v orientovaných i neorientovaných grafech.
Je skutečně podstatné, že všechna naše ohodnoceńı jsou kladná.
Zkusme si rozmyslet ťreba cestu P3 se záporně ohodnocenou
prosťredńı hranou. Při procházeńı sledu mezi krajńımi vrcholy
bychom vzdálenost zmenšovali každým prodloužeńım sledu
o pr̊uchod prosťredńı hranou tam a zpět.
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Dijkstr̊uv algoristmus vyžaduje jen drobnou modifikaci obecného
prohledáváńı do š́ı̌rky:

U každého vrcholu v budeme po celý chod algoritmu udržovat
č́ıselnou hodnotu d(v), která bude horńım odhadem skutečné
vzdálenosti vrcholu v od vrcholu v0.

Množina již zpracovaných vrchol̊u bude v každém okamžiku
obsahovat ty vrcholy, u kterých již nejkraťśı cestu známe, tj.
d(v) = dw (v).

Do množiny aktivńıch (právě zpracovávaných) vrchol̊u W
zǎrad́ıme vždy právě ty vrcholy y z množiny sṕıćıch vrchol̊u Z ,
pro které je d(y) = min{d(z); z ∈ Z}.
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Dijkstr̊uv algoritmus

Předpokládáme, že graf G má alespoň dva vrcholy.

Inicializačńı krok: Nastav́ıme hodnoty u všech v ∈ V ,

d(v) =

{
0 pro v = v0

∞ pro v 6= v0,

nastav́ıme Z = V , W = ∅.

Test cyklu: Pokud neńı ohodnoceńı všech vrchol̊u y ∈ Z rovno
∞, pokračujeme daľśım krokem, v opačném p̌ŕıpadě
algoritmus konč́ı.
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algoritmus konč́ı.
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Aktualizace stavu vrchol̊u:

Najdeme množinu N všech vrchol̊u v ∈ Z , pro které d(v)
nabývá nejmenš́ı možné hodnoty

δ = min{d(y); y ∈ Z};

posledně zpracované aktivńı vrcholy W p̌resuneme do množiny
zpracovaných a za nové aktivńı vrcholy zvoĺıme W = N a
odebereme je ze sṕıćıch, tj. množina sṕıćıch bude nadále Z \N.

Tělo hlavńıho cyklu: Pro všechny hrany v množině EWZ všech
hran vycházej́ıćıch z některého aktivńıho vrcholu v a konč́ıćıch
ve sṕıćım vrcholu y opakujeme:

Vybereme dosud nezpracovanou hranu e{x , y} ∈ EWZ ;
Pokud je d(x) + w(e) < d(y), nahrad́ıme d(y) touto menš́ı
hodnotou.
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Věta

Pro všechny vrcholy v lež́ıćı v souvislé komponentě vrcholu s najde
Dijsktr̊uv algoritmus vzdálenosti dw (v). Vrcholy ostatńıch
souvislých komponent z̊ustanou ohodnoceny d(v) =∞. Algoritmus
lze implementovat tak, že ukonč́ı svoji práci v čase O(n log n + m),
kde n je počet vrchol̊u a m je počet hran v grafu G .

Důkaz.

během celého algoritmu plat́ı d(v) ≥ dw (v) pro všechna
v ∈ V .

po skončeńı algoritmu plat́ı d(v) ≤ dw (v) pro všechna v ∈ V
(Prosťrednictv́ım silněǰśıho tvrzeńı: jsou-li
0 = d1 < d2 < . . . < dk <∞ všechny r̊uzné konečné
vzdálenosti vrchol̊u od s a označ́ıme-li
Mi = {v ∈ V ; dw (v) = di}, pak se krok Aktualizace stavu
vrchol̊u provede p̌resně k-krát a po jeho i-tém vykonáńı plat́ı
N = Mi , δ = di a V \ Z = ∪i

k=1Mi .)
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Důkaz.
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Modifikace algoritmu

Pokud nás skutečně zaj́ımá jen nejkraťśı cesta do konkrétńıho
vrcholu, pak samožrejmě výpočet ukonč́ıme poté, co tento
vrchol p̌rejde do množiny již zpracovaných.

Můžeme využ́ıt dodatečné informace (p̌ri hledáńı nejkraťśı
cesty z Brna do Prahy v silničńı śıti asi nepojedeme p̌res
Ostravu) – heuristika h : V → R splňuj́ıćı
w({x , y}) ≥ h(x)− h(y) pro každou hranu {x , y}.

Doporučeńı: h(v) je dolńı odhad vzdálenosti v do ćılového
vrcholu (nap̌r. vzdálenost ”vzdušnou čarou”). Mı́sto
minimalizace d(y) pro y ∈ Z tak v algoritmu minimalizujeme
d(y) + h(y).
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Doporučeńı: h(v) je dolńı odhad vzdálenosti v do ćılového
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w({x , y}) ≥ h(x)− h(y) pro každou hranu {x , y}.
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Modifikace algoritmu
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Doporučeńı: h(v) je dolńı odhad vzdálenosti v do ćılového
vrcholu (nap̌r. vzdálenost ”vzdušnou čarou”). Mı́sto
minimalizace d(y) pro y ∈ Z tak v algoritmu minimalizujeme
d(y) + h(y).
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Daľśı algoritmy a aplikace

Principy Dijkstrova algoritmu se využ́ıvaj́ı v OSPF (Open
Shortest Paths First) routovaćım protokolu.

Bellman-Ford̊uv algoritmus

pracuje na stejném principu jako Dijkstr̊uv; ḿısto postupu po
uzlech je zpracovává ”naráz” – cyklus relaxace prob́ıhá
(|V | − 1) krát p̌res všechny hrany

p̌ripoušt́ı záporné hrany a detekuje záporné cykly

je obvykle časově náročněǰśı než Dijkstr̊uv

distribuovaná verze je (či sṕı̌se byla) použ́ıvána
v distance-vector routing protocol
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Floyd-Warshall̊uv algoritmus (all pairs shortest paths)

v čase O(n3) vypočte vzdálenosti mezi všemi vrcholy

vycháźı z matice A délek hran a postupně poč́ıtá matice
U0,U1, . . . ,U|V |, kde uk(i , j) je délka nejkraťśı cesty z i do j ,
kde cesta procháźı pouze vrcholy z {1, 2, . . . , k}.
výpočet vycháźı ze vztahu

uk(i , j) = min{uk−1(i , j), uk−1(i , k) + uk−1(k , j)}.

je efektivněǰśı než ”upravená mocnina” AG (násobeńı →
sč́ıtáńı, sč́ıtáńı → minimum) – ta je totiž O(n4), resp.
(optimalizovaná) O(n3 log n).
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Plán p̌rednášky

1 Hledáńı nejkraťśıch cest
Dijkstr̊uv algoritmus pro hledáńı nejkraťśıch cest
Floyd-Warshall̊uv algoritmus

2 Eulerovské grafy a hamiltonovské kružnice

3 Stromy

4 Rovinné grafy
Platónská tělesa
Barveńı map
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Grafy jedńım tahem

Jistě se každý setkal s dětskou ȟŕıčkou

Nakresli obrázek jedńım tahem.

V řeči graf̊u to znamená najděte sled, který projde všechny hrany
právě jednou a každý vrchol alespoň jednou.

Definice

Sled, který procháźı právě jednou všemi hranami a zač́ıná a konč́ı
v jednom vrcholu, se nazývá uzav̌rený eulerovský tah.
Graf̊um, které takový sled p̌ripoušt́ı ř́ıkáme eulerovské.
Hovǒŕıme rovněž o (neuzav̌reném) eulerovském tahu, kde
vypoušt́ıme požadavek na stejný výchoźı a ćılový vrchol.
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Terminologie odkazuje na klasický p̌ŕıběh o sedmi mostech ve
městě Královec (Königsberg, tj. Kaliningrad), které se měly proj́ıt
na procházce každý právě jednou a důkaz nemožnosti takové
procházky od Leonharda Eulera z roku 1736.

Situace je znázorněna na obrázku. Nalevo dobová mapa, napravo
odpov́ıdaj́ıćı (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpov́ıdaj́ı souvislé
pevnině, hrany most̊um.
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Terminologie odkazuje na klasický p̌ŕıběh o sedmi mostech ve
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Kupodivu je obecné řešeńı takového problému dosti snadné, jak
ukazuje následuj́ıćı věta. Samožrejmě také ukazuje, že se Euler
zamýšleným způsobem procházet nemohl.

Věta

Graf G je eulerovský tehdy a jen tehdy, když je souvislý a všechny
vrcholy v G maj́ı sudý stupeň.

Důkaz.

Podḿınka je žrejmě nutná.
Dostatečnost podḿınky se ukáže sporem uvážeńım tahu v G
maximálńı možné délky.

Důsledek

Graf lze nakreslit jedńım tahem právě tehdy, když má všechny
stupně vrchol̊u sudé nebo když existuj́ı právě dva vrcholy se
stupněm lichým.
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Důsledek
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Př́ıklad

1 Určete nejmenš́ı počet most̊u, které je ťreba v Královci
p̌ristavět, aby byl graf eulerovský.

2 Jaká je situace v Kaliningradu nyńı (od dob Eulerových
doznalo zejména působeńım válek město mnoho změn)? Byl
by dnes schopen Euler svoji procházku realizovat?
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Eulerovské orientované grafy

Definice

Orientovaný graf (V ,E ) nazveme eulerovský, jestliže v něm
existuje uzav̌rený orientovaný tah, který obsahuje každou hranu
právě jednou a každý vrchol aspoň jednou.

Orientované eulerovské grafy lze rovněž velmi dob̌re
charakterizovat. K tomu ovšem poťrebujeme některé nové pojmy.

Definice

Orientovaný graf nazveme vyvážený, jestliže pro každý jeho vrchol
v plat́ı deg+(v) = deg−(v).
Symetrizaćı orientovaného grafu (V ,E ) nazýváme neorientovaný
graf (V ,E ), kde

E = {{x , y}; (x , y) ∈ E nebo (y , x) ∈ E}.
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Věta

Orientovaný graf G je eulerovský právě když je vyvážený a jeho
symetrizace je souvislý graf (tj. graf G je slabě souvislý).

Důkaz.

Analogický jako v neorientovaném p̌ŕıpadě.
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Problém č́ınského pošt’áka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecněńım problému nalezeńı
eulerovského tahu. Úkolem je nalézt nejkraťśı sled v grafu
s ohodnocenými hranami, který obsahuje každou hranu v grafu.
Tento problém má v současnosti mnoho praktického využit́ı
(analýza DNA, směrováńı robot̊u, svoz odpadu, . . . ).

Zřejmě je v p̌ŕıpadě, že graf G je eulerovský, nejkraťśım takovým
sledem p̌ŕıslušný eulerovský tah.
V opačném p̌ŕıpadě nutně graf obsahuje sudý počet vrchol̊u lichého
stupně. Tento graf je ťreba p̌ridáváńım hran doplnit na eulerovský
(multi)graf (později ukážeme, že v p̌ŕıpadě stromů to znamená
nutnost zdvojeńı všech hran). Snadno lze ukázat, že to lze udělat
v polynomiálńım čase jak v orientovaném, tak neorientovaném
p̌ŕıpadě, v p̌ŕıpadě multigraf̊u je to však problém NP-úplný.
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Hamiltonovské grafy

Obdobný požadavek na pr̊uchod grafem, ovšem tak, abychom
prošli právě jednou každým vrcholem (tj. zároveň nejvýše jednou
každou hranou), vede na obt́ıžné problémy. Takový pr̊uchod grafem
je realizován kružnićı, která obsahuje všechny vrcholy grafu G ,
hovǒŕıme o hamiltonovských kružnićıch v grafu G . Graf se
nazývá hamiltonovský, jestliže má hamiltonovskou kružnici.

Zat́ımco (zdánlivě podobně složitý) problém nalezeńı eulerovského
tahu je triviálńı, zjistit, zda je daný graf hamiltonovský, je
NP-úplný problém.
V praxi je ovšem problém nalezeńı hamiltonovské kružnice (či jeho
modifikace – nap̌r. problém obchodńıho cestuj́ıćıho) podstatou
mnoha problémů v logistice, je proto často žádoućı nalezeńı i
suboptimálńıho řešeńı (v p̌ŕıpadě problému obchodńıho
cestuj́ıćıho).
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Př́ıklad (Icosian Game – William Rovan Hamilton)

Nalezněte hamiltonovskou kružnici v grafu tvǒreném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvanáctistěnu) – viz http://
www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg

Př́ıklad

Existuje hamiltonovská kružnice v Petersenově grafu?

Věta (Dirac (1952))

Má-li v grafu G s n ≥ 3 vrcholy každý vrchol stupeň alespoň n/2,
je G hamiltonovský.

Věta (Ore (1960))

Má-li v grafu G s n ≥ 4 vrcholy každá dvojice nesousedńıch
vrchol̊u součet stupň̊u alespoň n, je G hamiltonovský.

http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
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Uzávěrem grafu G v této souvislosti rozuḿıme graf cl(G ), který
dostaneme z G p̌ridáńım všech hran u, v takových, že u, v nejsou
sousedńı a deg(u) + deg(v) ≥ n.

Věta (Bondy,Chvátal (1972))

Graf G je hamiltonovský, právě když je cl(G ) hamiltonovský.

Je vidět, že Oreho (a tedy i Diracova) věta je triviálńım důsledkem
této věty.
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2 Eulerovské grafy a hamiltonovské kružnice
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4 Rovinné grafy
Platónská tělesa
Barveńı map
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Definice

Souvislý graf neobsahuj́ıćı kružnici, se nazývá strom. Obecně
v grafech nazýváme vrcholy stupně jedna listy (p̌ŕıpadně také
koncové vrcholy).

Obecněji, graf neobsahuj́ıćı kružnice nazýváme
les.

Tato definice nicméně neńı úplně nejvhodněǰśı pro praktickou
kontrolu – uvedeme proto za chv́ıli hned 5 ekvivalentńıch definic.
Následuj́ıćı lemma ukazuje, že každý strom lze vybudovat postupně
z jediného vrcholu p̌ridáváńım list̊u:

Lemma

Každý strom s alespoň dvěma vrcholy obsahuje alespoň dva listy.
Pro libovolný graf G s listem v jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı:

G je strom;

G \ v je strom.
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kontrolu – uvedeme proto za chv́ıli hned 5 ekvivalentńıch definic.
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kontrolu – uvedeme proto za chv́ıli hned 5 ekvivalentńıch definic.
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Charakterizace stromů

Věta

Pro každý graf G = (V ,E ) jsou následuj́ıćı podḿınky ekvivalentńı

1 G je strom;

2 pro každé dva vrcholy v , w grafu G existuje právě jedna cesta
z v do w;

3 graf G je souvislý, ale vyjmut́ım libovolné hrany vznikne
nesouvislý graf

4 graf G neobsahuje kružnici, každým p̌ridáńım hrany do grafu
G však již kružnice vznikne

5 G je souvislý graf a mezi velikost́ı množin jeho vrchol̊u a hran
plat́ı vztah (Euler̊uv vzorec) |V | = |E |+ 1.

Důkaz jednotlivých implikaćı obvykle vedeme indukćı podle počtu
vrchol̊u s využit́ım lemmatu o výstavbě stromů.

Ke stromům se
vrát́ıme později v souvislosti s praktickými aplikacemi.
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3 Stromy

4 Rovinné grafy
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Barveńı map
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Rovinné grafy

Velice často se setkáváme s grafy, které jsou nakresleny v rovině.
To znamená, že každý vrchol grafu je ztotožněn s nějakým bodem
v rovině a hrany mezi vrcholy v a w odpov́ıdaj́ı spojitým ǩrivkám
c : [0, 1]→ R2 spojuj́ıćım vrcholy c(0) = v a c(1) = w .
Pokud nav́ıc plat́ı, že se jednotlivé dvojice hran prot́ınaj́ı nejvýše
v koncových vrcholech, pak hovǒŕıme o rovinném grafu G .

Otázka, jestli daný graf p̌ripoušt́ı realizaci (nakresleńı) jako rovinný
graf, vyvstává velice často v aplikaćıch.
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Jednoduchý p̌ŕıklad je následuj́ıćı:
Tři dodavatelé vody, elekťriny a plynu maj́ı každý své jedno
p̌ŕıpojné ḿısto v bĺızkosti ťŕı rodinných domk̊u. Chtěj́ı je všichni
napojit tak, aby se jejich śıtě neǩŕıžily (ťreba se jim nechce kopat
p̌ŕılǐs hluboko. . . ). Je to možné zvládnout? Odpověd’ zńı neńı.

Jde o bipartitńı úplný graf K3,3, kde ťri vrcholy p̌redstavuj́ı p̌ŕıpojná
ḿısta, daľśı ťri pak domky. Hrany jsou linie śıt́ı. Všechny hrany
uḿıme zvládnout, jedna posledńı ale už nejde, viz obrázek na
kterém neuḿıme čárkovanou hranu nakreslit bez ǩŕıžeńı:
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Obecně se dá ukázat tzv. Kuratowského věta:

Věta

Graf G je rovinný právě tehdy když žádný jeho podgraf neńı
izomorfńı děleńı grafu K3,3 nebo grafu K5.

Jedna implikace je žrejmá – děleńım rovinného grafu vzniká vždy
opět rovinný graf a jestliže podgraf nelze v rovině nakreslit bez
ǩŕıžeńı, totéž muśı platit i pro celý graf G . Opačný směr důkazu je
naopak velice složitý a nebudeme se j́ım zde zabývat.
Problematice rovinných graf̊u je věnováno ve výzkumu a aplikaćıch
hodně pozornosti, my se zde omeźıme pouze na vybrané ilustrace.
Zmiňme alespoň naokraj, že existuj́ı algoritmy, které testuj́ı
rovinnost grafu na n vrcholech v čase O(n), což určitě nejde
p̌ŕımou aplikaćı Kuratowského věty.
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Věta
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Zmiňme alespoň naokraj, že existuj́ı algoritmy, které testuj́ı
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Problematice rovinných graf̊u je věnováno ve výzkumu a aplikaćıch
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Uvažme (konečný) rovinný graf G , včetně jeho nakresleńı v R2 a
necht’ S je množina všech bodů x ∈ R2, které nepaťŕı žádné hraně,
ani nejsou vrcholem. Množina R2 \ G se rozpadne na disjunktńı
souvislé podmnožiny Si , kterým ř́ıkáme stěny rovinného grafu G .
Jedna stěna je výjimečná – ta jej́ıž doplněk obsahuje všechny
vrcholy grafu. Budeme j́ı ř́ıkat neohraničená stěna S0. Množinu
všech stěn budeme označovat S = {S0,S1, . . . ,Sk} a rovinný graf
G = (V ,E , S).
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Jako p̌ŕıklad si můžeme rozebrat stromy. Každý strom je zjevně
rovinný graf, jak je vidět nap̌ŕıklad z možnosti realizovat jej
postupným p̌ridáváńım list̊u k jedinému vrcholu. Samožrejmě také
můžeme použ́ıt Kuratowského větu – když neńı v G žádná
kružnice, nemůže obsahovat jakékoliv děleńı graf̊u K3,3 nebo K5.
Protože strom G neobsahuje žádnou kružnici, dostáváme pouze
jedinou stěnu S0 a to tu neohraničenou. Protože v́ıme, jaký je rozd́ıl
mezi počty vrchol̊u a hran pro všechny stromy, dostáváme vztah

|V | − |E |+ |S | = 2.
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Vztah mezi počty hran, stěn a vrchol̊u lze odvodit pro všechny
rovinné grafy. Jde o tzv. Euler̊uv vztah. Všimněme si, že z něho
zejména vyplývá, že počet stěn v rovinném grafu nezáviśı na
způsobu, jaké jeho rovinné nakresleńı vybereme.

Věta

Necht’ G = (V ,E , S) je souvislý rovinný graf. Pak plat́ı

|V | − |E |+ |S | = 2.

Důkaz.

Indukćı podle počtu hran.
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Rovinné grafy si můžeme dob̌re p̌redstavit jako namalované na
povrchu koule ḿısto v rovině. Sféra vznikne z roviny tak, že
p̌ridáme jeden bod v nekonečnu. Opět můžeme stejným způsobem
hvǒrit o stěnách a pro takovýto graf pak jsou všechny jeho stěny
rovnocenné (i stěna S0 je ohraničená).

Naopak, každý konvexńı mnohostěn P ⊂ R3 si můžeme p̌redstavit
jako graf nakreslený na povrchu koule. Vypuštěńım jednoho bodu
uvniťr jedné ze stěn (ta stane neohraničenou stěnou S0) pak
obdrž́ıme rovinný graf jako výše.
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Rovinné grafy, které vzniknou z konvexńıch mnohostěnů, jsou
zjevně 2–souvislé, protože každé dva vrcholy v konvexńım
mnohostěnu lež́ı na společné kružnici. Nav́ıc v nich plat́ı, že každá
stěna kromě S0 je vniťrkem nějaké kružnice a S0 je vněǰskem
nějaké kružnice. Názorné se zdá i to, že ve skutečnosti budou grafy
vznikaj́ıćı z konvexńıch mnohostěnů 3–souvislé.

Ve skutečnosti plat́ı dosti náročná Steinitzova věta:

Věta

Libovolný vrcholově 3–souvislý rovinný graf G vzniká z konvexńıho
mnohostěnu v R3.
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Věta
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Jako ilustraci kombinatorické práce s grafy odvod́ıme klasifikaci
tzv. pravidelńıch mnohostěnů, tj. mnohostěnů poskládaných ze
stejných pravidelných mnohoúhelńık̊u tak, že se jich v každém
vrcholu dotýká stejný počet. Již v dobách antického myslitele
Platóna se vědělo, že jich je pouze pět:
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Přelož́ıme si požadavek pravidelnosti do vlastnost́ı p̌ŕıslušného
grafu: chceme aby každý vrchol měl stejný stupeň d ≥ 3 a zároveň
aby na hranici každé stěny byl stejný počet k ≥ 3 vrchol̊u.
Označme n počet vrchol̊u, e počet hran a s počet stěn.
Máme k dispozici jednak vztah provazuj́ıćı stupně vrchol̊u
s počtem hran:

dn = 2e

a podobně poč́ıtáme počet hran, které ohraničuj́ı jednotlivé stěny,
a bereme v úvahu, že každá je hranićı dvou stěn, tj.

2e = ks.

Euler̊uv vztah pak ř́ıká

2 = n − e + s =
2e

d
− e +

2e

k
.

Úpravou odtud dostáváme pro naše známé d a k vztah

1

d
+

1

k
=

1

2
+

1

e
.
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Protože e a n muśı být p̌rirozená č́ısla (tj. zejména je 1
e > 0) a

minimum pro d i k je 3, dostáváme p̌ŕımou diskuśı všech možnost́ı
tento výčet:

d k n e s

3 3 4 6 4
3 4 8 12 6
4 3 6 12 8
3 5 20 30 12
5 3 12 30 20

Tabulka zadává všechny možnosti. Ve skutečnosti ale také všechny
odpov́ıdaj́ıćı pravidelné mnohostěny existuj́ı - již jsme je viděli.
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Maximálńı počet hran

Věta

Necht’ (V ,E ,S) je rovinný graf s aspoň ťremi vrcholy. Pak

|E | ≤ 3|V | − 6.

Rovnost p̌ritom nastává pro maximálńı rovinný graf, tj. rovinný
graf, k němuž nejde p̌ri zachováńı rovinnosti p̌ridat žádnou hranu.
Pokud nav́ıc uvažovaný graf neobsahuje trojúhelńık (tj. K3 jako
podgraf), plat́ı dokonce |E | ≤ 2|V | − 4.

Důkaz.

Maximálńı rovinný graf má všechny stěny ohraničené kružnićı délky
3, z čehož plyne 3|S | = 2|E | a odtud již pomoćı Eulerova vztahu
dostáváme prvńı tvrzeńı. Podobně v druhé části.
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Důsledek

K5 neńı rovinný;

K3,3 neńı rovinný;

každý rovinný graf obsahuje alespoň jeden vrchol stupně
nejvýše 5;

každý rovinný graf bez trojúhelńık̊u obsahuje alespoň jeden
vrchol stupně nejvýše 3.
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Důsledek
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nejvýše 5;
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Problém čty̌r barev

Jedńım z nejznáměǰśıch kombinatorických problémů je otázka:

Je možné každou mapu obarvit 4 barvami?

Tento problém sice na prvńı pohled vypadá ryze geometricky, ale
dá se p̌reformulovat do kombinatorické podoby.

Definice

Mapou nazýváme souvislý rovinný multigraf bez most̊u. Normálńı
mapou pak mapu, jej́ıž všechny vrcholy jsou stupně 3. Obarveńı
mapy je funkce, která každé stěně mapy p̌rǐrad́ı č́ıslo (barvu).
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Problém čty̌r barev byl rožrešen teprve po v́ıce než sto letech
bádáńı – mnoho matematik̊u na prezentovaný důkaz stále pohĺıž́ı
s despektem, protože je založen na prově̌reńı velkého množstv́ı
p̌ŕıpadů pomoćı poč́ıtače. Elementárńımi kombinatorickými
prosťredky je možné alespoň dokázat možnost obarveńı normálńıch
map pěti barvami – viz literatura.

Věta (Appel, Haken (1976))

Každou normálńı mapu je možné obarvit pomoćı čty̌r barev.
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