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Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
°

V diferencidlnim a integralnim poctu funkci jedné promé&nné jsme
se (jak uz nazev napovidd) zabyvali zobrazenimi

f:R—R.

P¥irozen& se nabizi otdzka, jak pfislusné pojmy zobecnit pro pf¥ipad
zobrazenf
f:R™ — R"
Zatneme dvéma specialnimi pFipady:
@ n=1 — funkce vice proménnych

@ m=1 — k¥ivka v prostoru R”
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Definice

Zobrazeni f : R"” — R nazyvame realna funkce vice proménnych
(ty obvykle znatime xi,...,x,). Pro n =2 nebo n = 3 &asto misto
¢islovanych proménnych pouZivame pismena x, y, z. To znamen3,
7e funkce f definované v ,prostoru® E, = R” budou znaceny

f:R"S (x1,...,x0) — f(x1,...,xn) €ER

bt

a napf. funkce f definované v ,roviné" E; = R? budou znadeny

f:R?> (x,y) — f(x,y) €R

Definiéni obor A C R"” — mnoZina, kde je funkce definovéna.
((vZastym tkolem - nejen - v pisemkach byva nalézt k dané formuli
pro funkci co nejvétsi definiéni obor, na kterém ma tato formule
smysl.)
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Defini¢ni obor funkce

Pyiklad
Naleznéte a v roving& zobrazte defini¢ni obor funkce

f(x,y) = arccos(x* + y* — 1) + 1/ |x| + |y| — V2.

Regeni

Funkce arccos p¥ipousti

V2
argument pouze z intervalu
[—1, 1], odmocnina pFipousti

-2

pouze nezaporny argument. —7
Defini¢nim oborem je tedy

mnoZina bodl (x, y) &
vyznaéend na obrazku.
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Piklady

Priklad
Zobrazte v roviné defini¢ni obory funkci:

a) flx,y)=4/1—- (£ +%),

\/ 4x—y?
b) f(x,y)= m,

Priklad

Urcete definiéni obor funkce

| A

z

f(x,y,z) = arccos
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Definice

Grafem funkce vice proménnych je podmnoZina
Gr C R" x R = R"*! spliiujici

Gr={(x1,- -y Xn F(x1,...,%n)); (X1,.-.,%n) € A},
kde A je definiéni obor funkce f.

Priklad

Grafem funkce definované v E>

X+y

f(Xa)/) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim defini¢nim
oborem je Ex \ {(0,0)}.
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Vrstevnice funkce dvou proménnych

U funkci dvou proménnych uvaZujeme pro lepsi ndzornou p¥edstavu
rovnéz tzv. vrstevnice funkce (obdoba vrstevnic v geografickém
smyslu).

Necht f : R? — R je funkce dvou prom&nnych, ¢ € R. MnoZinu

fe={(x,y) € R? : f(x,y)=c}

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.

Z¥ejmé jde v p¥ipadé vrstevnice na (rovni ¢ o p¥imou analogii fezu
grafu funkce f rovinou z = c. Pro p¥edstavu o grafu funkce dvou
proménnych jsou samozfejmé uZite¢né rovnéz fezy rovinami x = 0,
y =0, z=0 a rovinami rovnob&znymi (kde je misto 0 jind
konstanta).
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Piklady

Na&rtnéte vrstevnice funkci:

a) f(x,y)=x*—y?

b) f(x,y) = Vv
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UZ na ptikladu s vrstevnicemi jsme vidéli p¥iklad ,prostorovych*
k¥ivek (spravnéji spide jejich obrazi).

KFivka je zobrazeni c : R — E,.

Je tfeba rozliSovat k¥ivku a jeji obraz v E,:

Obrazem k¥ivky t — (cost,sint),t € R v rovin& E; je jednotkova
kruznice, stejné jako v p¥ipadé jiné krivky
t > (cos(t3),sin(t3)),t € R.
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Analogicky k funkcim v jedné proménné lze definovat:

o Limita: lime_, c(t) € E,

o Derivace: c'(to) = lim¢_yy, (c(t)=c(t0)) < rn

t—1tp
o Integral: fab c(t)dt € R".

Limity, derivace i integrdly Ize spotitat po jednotlivych n
soufadnych slozkach.
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Analogie souvislosti Riemannova integralu a primitivni funkce pro
k¥ivky:

Véta

Je-li ¢ : R — E, kFivka spojita na intervalu [a, b], pak existuje jeji
Riemanniiv integral fab c(t)dt. Navic je kFivka

C(t) = /t c(s)ds e R"

dobFe definovand, diferencovatelnd a plati C'(t) = c(t) pro
vsechny hodnoty t € [a, b].
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Teéna ke kfivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € En, tj. vektor c’(tp) € R" v prostoru zamé&¥eni R" dany
derivaci.

P¥imka zadand parametricky T : c(to) + 7 - ¢(to) je te€na ke
kFivce ¢ v bodé& tp, na rozdil od te¢ného vektoru nezavisi na
parametrizaci k¥ivky c.

V geometrii a fyzice se v souvislosti s kfivkami zavadé&ji i dalsi
pojmy:

Priklad

Pro k¥ivku c(t) = (cost, t, t?), t € [0, 3] urete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleni'v &ase t = 0.

c'(t) = (—sint,1,2t), ¢"(t) = (— cost,0, 2),
c’(0) = (0,1,0), [|'(0)|| = 1, C"(O)—( ;L 2).

Zrychleni ve sméru te¢ny je pak ||c’(0)||( c'(0

|
N

"(0)).
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Piklady

Priklad

Urlete te¢nu kFivky dané predpisem
f(t) = (2cost + cos 3t,sin 2t, t)

v bodé t = 37”

P¥iklad
Na k¥ivce f(t) = (t, t2, t3) najdéte takovy bod, Ze jim prochazejici
te¢na je rovnobézna s rovinou x + 2y + z = 1.

| A

A\
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Zobrazeni

K¥ivky a funkce jsou specidlni pfipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejn& jako u vektorovych prostoril, volba soufadnic, tj. naseho
~pohledu na véc", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic je invertibilni zobrazeni R" — R".

P¥iklad: polohu P zadavame
jako vzdalenost od pocatku
soufadnic r a thel ¢ mezi
spojnici s po¢atkem a osou x.

321

P¥echod z polédrnich soufadnic do standardnich je
Poolami = (r, @) = (rcosep, rsin @) = Pigriézské

Graf funkce miiZeme také vnimat jako obraz zobrazeni R" — R"*1.
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Funkce jedné proménné v poldrnich soutadnicich

Jak uZ jsme podotkli, kartézské souradnice jsou nejb&Znégjsi, ale
nikoliv jediné moZné. Mnohé ,objekty” maji nap¥. v poldrnich
soufadnicich vyrazné& jednodu¥si vyjadfeni (toho vyuZijeme i pozdgji
zejména pro vypotty obsahi &i objemi takovych objekti).

Priklad

Archimédova spirdla ma
v polarnich soufadnicich
rovnici r(p) = a+ by, kde
a, b € R jsou parametry.
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bod€ |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice

Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé a € R" limitu L,
jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu a
tak, Ze pro viechna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim £(x) = L.

X—a

Obdobn& jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i

v ,nevlastnich" bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").

Ma-li mit funkce v daném bod& limitu, nesmi zdleZet na ,, cest&”,
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkci jedné promé&nné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:
@ jednoznacnost limity,
@ véta o tfech limitach 2,
@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

multiplikativita, divisibilita,

Je-lilimy_, f(x) = 0 a funkce g(x) je ohranitend v n&jakém
ryzim okoli bodu a, pak

)I(i_r)na f(x)g(x) =0.

2nékdyv také o dvou policajtech :)
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Vypot&téte limitu funkce f(x,y) = X4 bodg (0,0).

VX2+y?24+1-1

Viz cviceni.

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x +y)sin i sm v bodg& (0, 0).

Vypot&téte limitu funkce f(x,y) = X2+ > v bodé& (0,0).




Ptiklady k procviceni

Ptiklad

Vypoctéte limity nebo dokaZte jejich neexistenci.

. sinxy
a) I|m( 5

b ||mxy)~>(oooo)(x +y2)e—(x+y)7

)
o2
€) lim(xy)s(oon) (1 + 1)57,
)

—cos(x24v2
d) liM(xy)00) Ty Ty

Limita a spojitost funkce
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v bodé& a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A

Véta (Bolzanova)

Necht f : R" — R je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné A.
Jsou-li a, b € A takové, Ze f(a) < 0 < f(b), pak existuje c € A
tak, Ze f(c) = 0.
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