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Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.
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Grafy jednim tahem

Jisté se kazdy setkal s détskou h¥ickou
Nakresli obrazek jednim tahem.

V ¥eli grafll to znamend najdéte sled, ktery projde vSechny hrany
pravé jednou a kaZdy vrchol alespori jednou.

Sled, ktery prochazi pravé jednou vemi hranami a zadind a konéi
v jednom vrcholu, se nazyvd uzavieny eulerovsky tah.

Graftim, které takovy sled p¥ipousti fikime eulerovské.
Hovofime rovn&Z o (neuzavieném) eulerovském tahu, kde
vypoustime pozadavek na stejny vychozi a cilovy vrchol.
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Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diitkaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.



Eulerovské grafy a hamiltonovské kruZnice
0@000000000

Terminologie odkazuje na klasicky p¥ibéh o sedmi mostech ve
mésté Krilovec (Konigsberg, tj. Kaliningrad), které se mély projit
na prochdzce kazdy pravé jednou a diitkaz nemoZnosti takové
prochazky od Leonharda Eulera z roku 1736.

Situace je znazorné&na na obrazku. Nalevo dobovd mapa, napravo
odpovidajici (multi)graf. Vrcholy tohoto grafu odpovidaji ,souvislé
pevning”, hrany mostdim.
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
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ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O
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Kupodivu je obecné Fedeni takového problému dosti snadné, jak
ukazuje nasledujici véta. Samozfejmé také ukazuje, Ze se Euler
zamyslenym zpiisobem prochdzet nemohl.

Graf G je eulerovsky tehdy a jen tehdy, kdyZ je souvisly a vsechny
vrcholy v .G maji sudy stuper.

Podminka je zfejmé nutna.
Dostate¢nost podminky se ukaZe sporem uvazenim tahu v G
maximalni moZné délky. O

Dusledek

Graf Ize nakreslit jednim tahem pravé tehdy, kdyZ ma vSechny
stupné vrcholii sudé nebo kdyZ existuji pravé dva vrcholy se
stupném lichym.
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@ Urcete nejmensi polet mostl, které je tfeba v Kralovci
pFistavét, aby byl graf eulerovsky.

@ Jaka je situace v Kaliningradu nyni (od dob Eulerovych
doznalo zejména plisobenim valek m&sto mnoho zmén)? Byl
by dnes schopen Euler svoji prochdzku realizovat?
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Eulerovské orientované grafy

Orientovany graf (V/, E) nazveme eulerovsky, jestlize v ném
existuje uzavreny orientovany tah, ktery obsahuje kazdou hranu
pravé jednou a kazdy vrchol aspoii jednou.

Orientované eulerovské grafy lze rovnéz velmi dob¥e
charakterizovat. K tomu ovSem potfebujeme nékteré nové pojmy.

Definice

Orientovany graf nazveme vyvdZeny, jestlize pro kazdy jeho vrchol
v plati deg, (v) = deg_(v).

Symetrizaci orientovaného grafu (V, E) nazyvdme neorientovany
graf (V,E), kde

E = {{x,y};(x,y) € Enebo(y,x) € E}.
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Orientovany graf G je eulerovsky pravé kdyZ je vyvdZeny a jeho
symetrizace je souvisly graf (tj. graf G je slabé& souvisly).

Analogicky jako v neorientovaném pFipadé. [
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).
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sledem pfFisludny eulerovsky tah.
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Problém &inského postaka (route inspection problem)

Route inspection problem je zobecnénim problému nalezeni
eulerovského tahu. Ukolem je nalézt nejkratsi sled v grafu

s ohodnocenymi hranami, ktery obsahuje kaZdou hranu v grafu.
Tento problém ma v souasnosti mnoho praktického vyuZiti
(analyza DNA, smérovani robotl, svoz odpadu, ...).

Z¥ejmé je v p¥ipadé, Ze graf G je eulerovsky, nejkrat$im takovym
sledem pfFisludny eulerovsky tah.

V opaéném pfFipadé nutné graf obsahuje sudy pocet vrcholi lichého
stupné. Tento graf je tfeba pfiddvanim hran doplnit na eulerovsky
(multi)graf (pozd&ji ukdZeme, Ze v pFipad& stromii to znamend
nutnost zdvojeni viech hran). Snadno lze ukézat, Ze to lze udélat
v polynomidlnim &ase jak v orientovaném, tak neorientovaném
pFipad&, v pfipadé multigrafi je to viak problém NP-upiny.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.
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Hamiltonovské grafy

Obdobny pozadavek na priichod grafem, oviem tak, abychom
prosli pravé jednou kaZzdym vrcholem (tj. zdrovei nejvy3e jednou
kazdou hranou), vede na obtizné problémy. Takovy priichod grafem
je realizovan kruznici, kterd obsahuje vSechny vrcholy grafu G,
hovofime o hamiltonovskych kruZnicich v grafu G. Graf se
nazyva hamiltonovsky, jestlize ma hamiltonovskou kruZnici.
Zatimco (zdanlivé podobng sloZity) problém nalezeni eulerovského
tahu je trividlni, zjistit, zda je dany graf hamiltonovsky, je
NP-upiny problém.

V praxi je oviem problém nalezeni hamiltonovské kruznice (&i jeho
modifikace — nap¥. problém obchodniho cestujiciho) podstatou
mnoha problémi v logistice, je proto asto zddouci nalezeni i
suboptimalniho Yeseni (v p¥ipadé problému obchodniho
cestujiciho).
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P¥iklad (lcosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvofeném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvanactisténu) — viz http://
www . puzzlemuseum. com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?



http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
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P¥iklad (lcosian Game — William Rovan Hamilton)

Naleznéte hamiltonovskou kruznici v grafu tvofeném vrcholy a
hranami pravidelného dodekaedru (dvanactisténu) — viz http://
www . puzzlemuseum. com/month/picm02/200201hamilton. jpg

Existuje hamiltonovska kruZnice v Petersenové grafu?

Neexistuje (pFitom ale po odebrani libovolného vrcholu jiz graf
hamiltonovsky bude). UkaZze se to napf. tak, Ze se popisi vechny
3-reguldrni grafy na 10 vrcholech, které jsou hamiltonovské a

v kaZdém se nalezne kruZnice kratsi nez 5.



http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
http://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton.jpg
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Véta (Dirac (1952))

Ma-li v grafu G s n > 3 vrcholy kaZdy vrchol stuperi alespoii n/2,
je G hamiltonovsky.

Véta (Ore (1960))

Ma-li v grafu G s n > 4 vrcholy kaZda dvojice nesousednich
vrcholii soucet stuprid alespori n, je G hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥iddnim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥iddnim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou

sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))
Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je c/(G) hamiltonovsky.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥iddnim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je c/(G) hamiltonovsky.

Je vidét, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je trividlnim disledkem
této véty.
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Uzavérem grafu G v této souvislosti rozumime graf c/(G), ktery
dostaneme z G p¥iddnim v8ech hran u, v takovych, Ze u, v nejsou
sousedni a deg(u) + deg(v) > n.

Véta (Bondy,Chvatal (1972))

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyZ je c/(G) hamiltonovsky.

Je vidét, Ze Oreho (a tedy i Diracova) véta je trividlnim disledkem
této véty.

Diikaz.

Z¥ejmé stadi dokazat, Ze pokud je G hamiltonovsky po pfidani
hrany {u, v} takové, Ze u, v nejsou sousedni a

deg(u) + deg(v) > n, pak je hamiltonovsky i bez této hrany.
P¥edpokladejme, Ze G + uv je hamiltonovsky a G nikoliv. Pak
existuje hamiltonovska cesta v G z u do v. Pro kazdy vrchol
sousedici s u plati, Ze jeho pfedchiidce na této cesté nemiize
sousedit s v (jinak bychom mé&li hamiltonovskou kruZnici v G).
Tedy deg(u) + deg(v) < n—1. O
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Souvisly graf neobsahujici kruZnici, se nazyva strom. Obecn&
v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (p¥ipadné také
koncové vrcholy). Graf neobsahujici kruznice nazyvame les.

Stromy
[ 1e)

Tato definice nicméné& nenf tplné nejvhodné&jsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Ndasledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listd:
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[ 1e)

Souvisly graf neobsahujici kruZnici, se nazyva strom. Obecn&
v grafech nazyvame vrcholy stupné jedna listy (p¥ipadné také
koncové vrcholy). Graf neobsahujici kruznice nazyvame les.

Tato definice nicméné& nenf tplné nejvhodné&jsi pro praktickou
kontrolu — uvedeme proto za chvili hned 5 ekvivalentnich definic.
Ndasledujici lemma ukazuje, Ze kazdy strom lze vybudovat postupné
z jediného vrcholu pfidavanim listd:

KaZdy strom s alespori dvéma vrcholy obsahuje alespori dva listy.
Pro libovolny graf G s listem v jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

o G je strom;
e G\ {v} je strom.
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Charakterizace stromu

Pro kazdy graf G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
@ G je strom;

@ pro kaZdé dva vrcholy v, w grafu G existuje pravé jedna cesta
zv do w;

© graf G je souvisly, ale vyjmutim libovolné hrany vznikne
nesouvisly graf

@ graf G neobsahuje kruZnici, kaZdym p¥idanim hrany do grafu
G vSak jiZ kruZnice vznikne

© G je souvisly graf a mezi velikosti mnoZin jeho vrcholi a hran
plati vztah (Euleriv vzorec) |V| = |E| + 1.

Dikaz jednotlivych implikaci obvykle vedeme indukci podle poétu
vrchold s vyuZitim lemmatu o vystavb& stromi.
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