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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Libovolny strom T = (V,E") v grafu G = (V,E), E' C E se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruZnice).
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Algoritmus pro nalezeni kostry 1

Libovolny strom T = (V,E") v grafu G = (V,E), E' C E se
nazyva kostra (spanning tree) grafu G (tj. faktor grafu, ktery
neobsahuje kruZnice).

Sefadime zcela libovolné vechny hrany e;,..., e, v E do pofadi a
postupn& budujeme mnoZiny hran E; (i =0, ..., m) tak, 2e Ey = ()
a v t-tém kroku p¥idame hranu ¢; k Ej_1 (t_j Ei=E_1U {e,-} ),
jestlize tim nevznikne v grafu G; = (V, E;) kruZnice, a ponechdme
E; = E;_1 beze zmény v pt¥ipad& opatném. Algoritmus skon¢&i
pokud bud ma jiz graf G; pro n&jaké i prav& n — 1 hran nebo je jiZ
i = m. Pokud zastavujeme z druhého divodu, byl pivodni graf
nesouvisly a kostra neexistuje.
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Vysledkem predchoziho algoritmu je vZdy les T. Jestlize algoritmus
skon¢i's k < n— 1 hranami, md piivodni graf n — k komponent.
Zejména je tedy T kostrou, pravé kdyZz algoritmus skonci pro
dosaZeni n — 1 hran.




Kostra grafu
ce00

Vysledkem predchoziho algoritmu je vZdy les T. Jestlize algoritmus
skon¢i's k < n— 1 hranami, ma pivodni graf n — k komponent.
Zejména je tedy T kostrou, pravé kdyZz algoritmus skonci pro
dosaZeni n — 1 hran.

Dikaz.

Tvrzeni, Ze vysledny graf T je lesem, je zfejmé z postupu
konstrukce. Je-li k = n—1, je navic T strom podle charakterizaéni
véty o stromech. Je-li k < n—1, je T lesem, s n — k stromovymi
komponentami, nebot ka?d4 dal$i komponenta p¥ispivd jedni¢kou

k hodnot& (n — 1) — k (rozdil potu hran ve stromu na n vrcholech
a pottu hran v grafu T). O
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam stadi umét pro jiz zadané tfidy
ekvivalence na dané mnoZin& (v nasem pfipad& jsou to vrcholy)
slu¢ovat dvé t¥idy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které t¥idy pat¥i. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) &asu,
kde k je pocet prvki slu¢ovanych tfid a jisté miiZzeme pouZzit
ohrani&eni pottu k celkovym po&tem vrcholi n. Se tfidami si
miZeme pamatovat i pocty jejich prvkl a priibézné pro kazdy
vrchol uchovévat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou
tfid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovanf{
ekvivalence vrcholi, proto Ize sloZitost ohranigit O(n? + m).
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Pozndmka (sloZitost algoritmu)

KruZnice p¥idanim nové hrany vznikne tehdy a jen tehdy, jestli jeji
koncové vrcholy leZi ve stejné souvislé komponenté budovaného
lesu T. Sta& ndm proto priib&Zné& udrZovat znalost souvislych
komponent.

V abstraktni podobé nam stadi umét pro jiz zadané tfidy
ekvivalence na dané mnoZin& (v nasem pfipad& jsou to vrcholy)
slu¢ovat dvé t¥idy ekvivalence do jedné a nalézat pro dany prvek,
do které t¥idy pat¥i. Pro sjednoceni jisté potfebujeme O(k) &asu,
kde k je pocet prvki slu¢ovanych tfid a jisté miiZzeme pouZzit
ohrani&eni pottu k celkovym po&tem vrcholi n. Se tfidami si
miZeme pamatovat i pocty jejich prvkl a priibézné pro kazdy
vrchol uchovévat informaci do které t¥idy patfi. Sjednoceni dvou
tfid tedy predstavuje preznaceni jména u vSech prvki jedné z nich.
Mame tedy n — 1 operaci sjednoceni a m operaci testovanf{
ekvivalence vrcholi, proto Ize sloZitost ohranigit O(n? + m).
Budeme-li vZdy pfeznacovat mensi ze slu¢ovanych tfid, pak celkovy
pocet operaci v nasem algoritmu Ize ohranitit O(nlogn+ m).
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za&neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatH.
Nékterou takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skond&i, aZ takova hrana neexistuje.
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Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za&neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatH.
Nékterou takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skond&i, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentn& je vysledny graf T (v p¥ipad&, Ze ma n vrcholl) souvisly
a podle poctu vrcholil a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji
s vrcholy souvislé komponenty G.
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Algoritmus pro nalezeni kostry 2

Jiny postup: Budeme v grafu G = (V, E) s n vrcholy a m hranami
postupné budovat strom T. Za&neme v libovolné zvoleném vrcholu
v a prazdnou mnoZinou hran, tj. To = ({v},0). V i-tém kroku
hleddme mezi hranami, které dosud nejsou v T;_1, maji v T;_1
jeden koncovy vrchol, ale druhy koncovy vrchol do T;_; nepatH.
Nékterou takovou hranu p¥iddme i s druhym koncovym vrcholem a
ziskdme tak T;. Algoritmus skond&i, aZ takova hrana neexistuje.

Evidentn& je vysledny graf T (v p¥ipad&, Ze ma n vrcholl) souvisly
a podle poctu vrcholil a hran je to strom. Vrcholy T splyvaji
s vrcholy souvislé komponenty G.

Algoritmus v &ase O(n+ m) nalezne kostru souvislé komponenty
zvoleného pod&atecniho vrcholu v.
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Kromé nalezeni kostry je Casto Gcelné znat nejlepsi moznou kostru
vzhledem k né&jakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromi, kazda kostra grafu G ma stejny pocet hran.

V grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry

s minimalnim sou¢tem ohodnoceni pouZitych hran.

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami

s nezapornymi vahami w(e) pro v3echny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, ktera
ma mezi viemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni viech
hran.
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Kromé nalezeni kostry je Casto Gcelné znat nejlepsi moznou kostru
vzhledem k né&jakému ohodnoceni hran. ProtoZe je to obecnou
vlastnosti stromi, kazda kostra grafu G ma stejny pocet hran.

V grafech s ohodnocenymi hranami, budeme hledat kostry

s minimalnim sou¢tem ohodnoceni pouZitych hran.

Necht G = (V, E, w) je souvisly graf s ohodnocenymi hranami

s nezapornymi vahami w(e) pro v3echny hrany. Jeho minimalni
kostra (minimum spanning tree) T je takova kostra grafu G, ktera
ma mezi viemi jeho kostrami minimalni soucet ohodnoceni viech
hran.

O prakti¢nosti takové ulohy mizete pfemyslet t¥eba v souvislosti

s rozvodnymi sit&mi elekt¥iny, plynu, vody apod (viz nap¥. problém
elektrifikace &asti jizni Moravy, ktery vyfesil Otakar Bortivka v roce
1926 pomoci algoritmu — v dnesni terminologii — minimalni kostry,
pFestoZze obor algoritmické teorie grafli ¢ekal jesté& cca 10 let na
svij oficidlni vznik).
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Kruskaliv algoritmus

P¥edpokladejme, Ze jsou viechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezdpornd. Ndsledujicimu postupu se ¥ikd Kruskalav algoritmus:
@ Setfidime v8ech m hran v E tak, aby
w(er) < wies) < -+ < wlem).
@ v tomto potadi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.



Minimalni kostra
0®000

Kruskaliv algoritmus

P¥edpokladejme, Ze jsou viechna ohodnoceni w(e) hran v grafu G
nezdpornd. Ndsledujicimu postupu se ¥ikd Kruskalav algoritmus:

@ Setfidime v8ech m hran v E tak, aby
wler) < wlez) < - < wlem).

@ v tomto potadi aplikujeme na hrany postup z Algoritmu 1 pro
kostru.

Jde o typicky p¥iklad takzvaného ,hladového (greedy) ptistupu”,
kdy se k maximalizaci zisku (nebo minimalizaci ndkladil) snazime
dostat vyb&rem momentalng nejvyhodngjétho kroku. Casto tento
ptistup zklame, protoZe nizké ndklady na zaatku procesu mohou
zavinit vysoké na jeho konci.

V tomto p¥ipad& (nastésti) hladovy p¥istup funguje, nemusime tedy
prohleddvat a porovnavat a# n"~2 koster na daném grafu.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je poet hran v G.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je poet hran v G.

Diikaz.

Bud T vyslednd kostra z algoritmu, Tg takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokaZeme, ze To = T.




Minimalni kostra
00®00

Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
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G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokaZeme, ze To = T.

P¥edpoklddejme Tg # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To li3i v hran& e; (zfejmé& e; € T \ Ty).
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To li3i v hran& e; (zfejmé& e € T \ Tp). Pak To U {ej} obsahuje
pravé jednu kruznici C.
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Kruskaliiv algoritmus spravné resi problém minimalni kostry pro
kaZdy souvisly graf G s nezapornym ohodnocenim hran. Algoritmus
pracuje v &ase O(mlog m), kde m je poet hran v G.

Diikaz.

Bud T vyslednd kostra z algoritmu, Tg takovd minimalni kostra na
G, kterd se s T shoduje na co nejvice (sefazenych) hranach.
Sporem dokaZeme, ze To = T.

P¥edpoklddejme Tg # T a bud j nejmensi index, takovy, e se T a
To li3i v hran& e; (zfejmé& e € T \ Tp). Pak To U {ej} obsahuje
pravé jednu kruznici C. Na této kruznici tedy existuje hrana

ex(k > j), kterd neni v T. Pak ale w(ex) > w(ej) a kostra

s hranami To \ {ex} U {ej} neni horsi neZz Ty a protoZe se od T lisi
»pozd&ji*, méli jsme ji na zacatku vybrat misto Ty. Spor. [
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnikiv
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Borlivky z r. 1926.

Jarnikiv algoritmus najde minimalni kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.
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| druhy z naSich algoritmi pro kostru grafu v pfedchozim odstavci
vede na minimalni kostru, kdyz v kazdém okamziku volime ze
vdech moznych hran e; = {v;,vi11}, vi € V}, vip1 € V\ {v;} tu,
ktera ma minimdlni ohodnoceni.

Vysledny postup je Primiiv algoritmus z roku 1957. Byl ale
popsan Jarnikem jiz v roce 1930. Rikdme mu tedy Jarnikiv
algoritmus. Jarnik vychazel z algoritmu O. Boriivky z r. 1926.

Véta
Jarnikdv algoritmus najde minimalni kostru pro kaZdy souvisly graf
s libovolnym ohodnocenim hran.

Poznamka

Borlivkiv algoritmus tvofi stdle co nejvice souvislych komponent
zaraz. Zaéneme s jednoprvkovymi komponentami v grafu

To = (V,0) a pak postupn& kazdou komponentu propojime
nejkratsi moZnou hranou s komponentou jinou. Opé&t takto
obdrZzime minimalni kostru. Tento algoritmu je zakladem
nejrychlejsiho zndmého algoritmu, b&Ziciho v ¢ase O(n+ m).
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Urcete pomoci uvedenych algoritm@ minimalni kostru grafu
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Dalsi vyznamna skupina aplikaci jazyka teorie grafi se tyka
presunu né&jakého mé¥itelného materidlu v pevné zadané siti.
Vrcholy v orientovaném grafu predstavuji body, mezi kterymi Ize
podél hran pfendset pfedem zndma mnoZstvi, kterd jsou zadana
formou ohodnoceni hran. Nékteré vybrané vrcholy pfedstavuji
zdroj sité, jiné vystup ze sité. Podle analogie potrubni sit& pro
prenos kapaliny ¥ikdme vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy
pro nas orientovany graf s ohodnocenymi hranami a vybranymi
vrcholy, kterym ¥ikdme zdroje a stoky.
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Je zfejmé, Ze se miZeme bez Gjmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jednim zdrojem a jednim stokem.

V obecném pfipadé totiz vZdy miiZeme pfidat jeden stok a jeden
zdroj navic a spojit je vhodné orientovanymi hranami se vSemi
zadanymi zdroji a stoky tak, Ze ohodnoceni p¥idanych hran bude
zarovel zaddvat maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stoki.
Situace je naznaena na obrazku, kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou
zobrazeny vSechny zadané zdroje, zatimco &erné vrcholy napravo
jsou v8echny zadané stoky. Nalevo je jeden p¥idany (virtudlni) zdroj
jako bily vrchol a napravo jeden stok. Ozna&eni hran neni

v obrazku uvedeno.

. Y
% 7



Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s

nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran
w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran.
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Definice

Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s
nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran

w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran. Tokem v siti

S =(V,E,z,s,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
Ze soulet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v kromé
zdroje a stoku je stejny jako souéet u vystupnich hran z téhoz
vrcholu (n&kdy nazyvéno Kirchhoffiv zdkon), tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)

ecIN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e).




[e]e] le)
Definice

Sit (flow network)je orientovany graf G = (V, E) s vybranym
jednim vrcholem z nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s
nazvanym stok, spolu s nezdpornym ohodnocenim hran

w:E— ]Rg, nazyvanym kapacita hran. Tokem v siti

S =(V,E,z,s,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
Ze soulet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v kromé
zdroje a stoku je stejny jako souéet u vystupnich hran z téhoz
vrcholu (n&kdy nazyvéno Kirchhoffiv zdkon), tj.

vitzs = Y fleg= > f(e)

ecIN(v) ecOUT (v)

a tok spliiuje kapacitni omezeni f(e) < w(e). Velikost toku f je
dana celkovou balanci hodnot u zdroje

fl= > fle)— > fle).

ecOUT(z2) ecIN(z)
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Z definice je zfejmé, Ze velikost toku mizeme stejné dob¥e vypodist
jako hodnotu

fl= > fley— >  fle).

eclIN(s) ecOUT (s)

Na obrdzku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym
bilym zdrojem a &ernym stokem. Sou&tem maximdlnich kapacit

hran vstupujicich do stoku vidime, Ze maximalni mozZny tok v této
siti je b.
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Nasi tlohou bude pro zadanou sit na grafu G uréit maximalni
mozny tok. Jde vlastn& o specidlni p¥ipad tlohy linedrniho
(celotiselného) programovani, kde nezndamymi jsou toky na
hranach a omezeni plynou z podminek na tok. Ukdze se, Ze pro

feSeni této Ulohy existuji jednoduché a p¥itom rychlé algoritmy.
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Nasi tlohou bude pro zadanou sit na grafu G uréit maximalni
mozny tok. Jde vlastn& o specidlni p¥ipad tlohy linedrniho
(celotiselného) programovani, kde nezndamymi jsou toky na
hranach a omezeni plynou z podminek na tok. Ukdze se, Ze pro

feSeni této Ulohy existuji jednoduché a p¥itom rychlé algoritmy.

Definice

Rezem v siti S = (V, E, z,5, w) rozumime takovou mnoZinu hran
C C E, Ze po jejim odebrani nebude v grafu G = (V,E\ C) zadn3
(orientovanad) cesta z z do s. Cislo

ICl =" w(e)

eeC

nazyvame kapacita (velikost) fezu C.
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Evidentné plati, Ze nikdy nemi{Zeme najit vétsi tok, nez je kapacita
kteréhokoliv z Yezli. Na dal$im obrazku mame zobrazen tok siti

s hodnotou 5 a ¢arkovanymi lomenymi ¢arami jsou naznaceny fezy
o hodnotach 12, 8 a 5.

Poznamka

Tok a kapacitu hran v siti obvykle zapisujeme v obrazku ve tvaru
f/c, kde f je hodnota toku na dané hrané a c jeji kapacita.
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Sestavime algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci
vhodnych cest najde ¥ez s minimalni moZnou hodnotou a zaroveni
najde tok, ktery tuto hodnotu realizuje. Tim dokdZeme nasledujici
vétu:

Maximalni velikost toku v dané siti S = (V, E, z,s,w) je rovna
minimalni kapacité Fezu v této siti.




Problém maximalniho toku v siti
000®000000000

Myslenka algoritmu — prohleddvame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit” co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
téelem terminologii.
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Myslenka algoritmu — prohleddvame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit” co nejvétsim tokem. Zavedeme si za timto
(&elem terminologii. O neorientované cest& v siti

S =(V,E,z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w Yekneme, Ze je
nenasycena, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve
sméru z v do w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany
orientované opacné. Za rezervu kapacity hrany e pak oznalujeme
Cislo w(e) — f(e) pro p¥ipad hrany orientované ve sméru z v do w
a &islo f(e) p¥i orientaci opatné. Pro zvolenou cestu bereme za
rezervu kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.
@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.
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@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme
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Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.
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e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f : E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.
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Ford-Fulkersoniiv algoritmus (1956)

Vstupem je sit S = (V, E,z,s,w) a vystupem maximalni mozny
tok f: E — R.

@ Inicializace: zadame f(e) = 0 pro v3echny hrany e € E a
najdeme mnoZinu vrcholl U C V/, do kterych existuje
nenasycend cesta ze zdroje z.

@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme

e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvét$ime tok f
u v8ech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e aktualizujeme U.

@ na vystup ddme maximalni tok f a minimalni ¥ez C tvofeny

vemi hranami vychdzejicimi z U a konticimi v doplitku V' \ U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kaZdého toku je nejvySe rovna kapacité
kteréhokoliv ¥ezu. Sta&i nam tedy ukazat, Ze v okamZiku zastavenfi
algoritmu jsme vygenerovali ez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, Ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pt¥idat k U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kaZdého toku je nejvySe rovna kapacité
kteréhokoliv ¥ezu. Sta&i nam tedy ukazat, Ze v okamZiku zastavenfi
algoritmu jsme vygenerovali ez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi, jakmile neexistuje nenasycend cesta ze
zdroje z do stoku s. To znamend, Ze U neobsahuje s a pro vSechny
hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e), jinak bychom museli
koncovy vrchol e pt¥idat k U.

Zarovei ze stejného dlivodu v8echny hrany e, které zadinaji

v komplementu V' \ U a kon& v U musi mit tok f(e) = 0.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V \ U hrany z V'\ U do U

Tento vyraz je ovSem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V \ U hrany z V'\ U do U

Tento vyraz je ovSem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.
Zbyva ovsem ukdzat, Ze algoritmus skutecné zastavi.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Pro celo¢iselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skonci.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skondi.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

Diikaz.
Dikaz ukonéeni v celoiselném ptipadé vyplyva z toho, Ze vzdy
sytime cestu o celodiselné hodnoté. [

| 5\

v
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Zastaveni Ford-Fulkersonova algoritmu

Tvrzeni

Pro celociselné kapacity hran sité uvedeny algoritmus vZdy skondi.
V obecném ptipadé nejen, Ze algoritmus skoncit nemusi, pFislusné
toky dokonce ani nemusi k maximalnimu toku konvergovat.

Diikaz.
Dikaz ukonéeni v celoiselném ptipadé vyplyva z toho, Ze vzdy
sytime cestu o celodiselné hodnoté. [

| 5\

Poznamka

| A

.
I

Ford-Fulkerson(iv algoritmus ma sloZitost v nejhorsim p¥
O(E - |f]), kde |f| je hodnota maximdIniho toku.

padé

N,
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

0/1000

0,/1000

0/1000

0,/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu
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1/1000



Problém maximalniho toku v siti
0000000080000

P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu
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1/1000



Problém maximalniho toku v siti
0000000080000

P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1/1000

1/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

2,/1000

1/1000

1/1000

2/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

.../1000

.../1000

.../1000

.../1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

.../1000

.../1000

.../1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1000/1000

999/1000

999/1000

1000,/1000
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P¥iklad Spatného chovani F-F algoritmu

1000/1000

1000,/1000

1000/1000

1000,/1000
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Edmonds-Karpdv algoritmus

VylepSenim zdkladniho Ford-Fulkersonova algoritmu je
Edmonds-Karpiv algoritmus, ve kterém zvétSujeme tok podél
nejkratsi nenasycené cesty — tj. sit prohleddvame do Sivky.

U tohoto algoritmu jiZ je zarueno zastaveni, navic je jeho &asova
sloZitost ohranitena O(VE?), nezavisle na hodnoté maximalniho
toku.
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Chod algoritmu je ilustrovdn na obrazku. Vlevo jsou vybarveny dvé
nejkrat3i nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horni ma dvé hrany,
spodni t¥i). Jsou vyzna&eny Cerven&. Napravo je pak nasycena dali
cesta v poradi a je vyznaena modfe. Je nyni zjevné, Ze nemiiZe
existovat dal$i nenasycend cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skondi.
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Moderni algoritmy pro maximalni tok

Cesky viz nap¥. Petr Parubjik, XXVI. ASR '2001 Seminar,
Instruments and Control, Ostrava, April 26 - 27, 2001 (http://
www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55. pdf)

Dini¢av algoritmus

Zjednodusuje hledani nenasycené cesty konstrukci tzv. droviiového
grafu, kdy zlepsujici hrany uvaZujeme pouze tehdy, pokud vedou
mezi vrcholy rliznych vzdalenosti od zdroje.

Slozitost je O(V?E), coz je u hustych grafii vyznamné vylepgeni
oproti sloZitosti O(VE?) algoritmu Edmondse-Karpa.



http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
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Moderni algoritmy pro maximalni tok

Cesky viz nap¥. Petr Parubjik, XXVI. ASR '2001 Seminar,
Instruments and Control, Ostrava, April 26 - 27, 2001 (http://
www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55. pdf)

Dini¢av algoritmus

Zjednodusuje hledani nenasycené cesty konstrukci tzv. droviiového
grafu, kdy zlepsujici hrany uvaZujeme pouze tehdy, pokud vedou
mezi vrcholy rliznych vzdalenosti od zdroje.

Slozitost je O(V?E), coz je u hustych grafii vyznamné vylepgeni
oproti sloZitosti O(VE?) algoritmu Edmondse-Karpa.

| \

MPM algoritmus

Malhotra, Pramodh Kumar a Maheshwari pfisli s algoritmem
sloitosti O(V3). Konstruuji stejnym zplisobem troviiovy graf, ale
vylepSuji hledani maximalni toku v tomto uroviiovém grafu.

A

Viz http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/

- 7 o~ .


http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.fs.vsb.cz/akce/2001/asr2001/Proceedings/papers/55.pdf
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
http://www.cosc.canterbury.ac.nz/tad.takaoka/alg/graphalg/mf.txt
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Zobecnéni siti

V praktickych aplikacich mohou byt na sité kladeny dalsi
pozadavky:

@ maximalni kapacita vrcholi — snadno se pfevede na zakladnfi
ptipad zdvojenim vrchold, které spojime hranou o dané
kapacitg;

@ minimalni kapacita hran — nap¥. aby nedochazelo k zanaseni
potrubi. V tomto p¥ipadé& Ize modifikovat inicializaci, je ale
tfeba otestovat existenci p¥ipustného toku (podobné jako
v Uloze linedrniho progamovany).
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Bipartitni parovani
[ Jelele)

Véta (Mengerova)

Pro kaZdé dva vrcholy v a w v grafu G = (V, E) je po&et hranové
riznych cest z v do w roven minimalnimu poctu hran, které je

tfeba odstranit, aby se v a w ocitly v riiznych komponentach
vzniklého grafu.

Plyne snadno z véty o maximdlnim toku a minimalnim ¥ezu v siti,
kde jsou kapacity v&ech hran (v obou smé&rech) rovny 1. O
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani
klukli a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (nap¥. aby dvojici netvofil par pfilis
vy3kové nesourody).
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Bipartitni parovani

Hezkym vyuzitim toki v siti je ¥eSeni tlohy bipartitniho parovani.
Ukolem je najit v bipartitnim grafu maximalni podmnoZinu hran
takovou, aby Zaddné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé tlohy — tfeba sparovani
klukli a holek k tanci v tane¢nich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirdme (nap¥. aby dvojici netvofil par pfilis
vy3kové nesourody).

Tento problém docela snadno prevedeme na hledani
maximalniho toku. P¥iddme si uméle navic ke grafu zdroj, ktery
propojime hranami jdoucimi do v8ech vrcholl v jedné skupiné

v bipartitnim grafu, zatimco ze vSech vrcholi ve druhé skupiné
vedeme hranu do p¥idaného stoku. VSechny hrany opatfime
maximalni kapacitou 1 a hleddme maximalni tok. Za pary pak
bereme hrany s nenulovym (tj. zfejm& jednotkovym) tokem.
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Mad arsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznadujme kviili jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme predpoklddat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze
polet Cervenych vrcholl nepfevySuje polet modrych.
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tvofi stfidavé hrany z M a z E\ M.
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Mad arsky algoritmus (Konig, Egervary, Kuhn)

Oznadujme kviili jednoduchosti popisu vrcholy jedné skupiny

v bipartitnim grafu jako €ervené, vrcholy druhé skupiny jako
modré. Budeme predpoklddat, Ze vrcholy jsou obarveny tak, Ze
polet Cervenych vrcholl nepfevySuje polet modrych.

Necht je dén bipartitni graf G = (V, E) a parovdni M C E.
M-alternujici cestou v G nazveme takovou cestu v G, jejiZz hrany
tvoti stfidavé hrany z M a z E \ M. M-rozsifujici cestou v G
nazveme M-alternujici cestu, kterd spojuje dosud nepftifazeny
Cerveny vrchol u s dosud nep¥ifazenym modrym vrcholem v.
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Algoritmus pro nalezeni maximalniho parovani

@ Nalezneme libovolné parovani M. Oznadime viechny Cervené
vrcholy jako pFipustné.

@ Vyberme néktery dosud nepFifazeny pfipustny erveny vrchol
v (pokud neexistuje, jsme hotovi) a naleznéme pro n&j (nap¥.
prostfednictvim prohleddvani do hloubky) M-alternujici strom
s kofenem ve v (pokud neexistuje, oznacme v jako nepfipustny
a proces opakujme s jinym vrcholem). Pokud strom obsahuje
néjakou M-roz$ifujici cestu, odstranime M-hrany v této cesté
z M a ostatni hrany této cesty do M p¥iddme. Oznaémé&
vdechny &ervené vrcholy jako pFipustné a proces opakujme.
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