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Zobrazeni a funkce vice prom&nnych
®00

V diferencidlnim a integralnim poctu funkci jedné promé&nné jsme
se (jak uz nazev napovidd) zabyvali zobrazenimi

f:R—R.

P¥irozen& se nabizi otazka, jak pfFislusné pojmy zobecnit pro pf¥ipad
zobrazenf
f:R™ — R"
Zabyvat se budeme ptedevsim dvéma specidlnimi p¥ipady:
@ n=1 — funkce vice proménnych

@ m=1 — k¥ivka v prostoru R”
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Zobrazeni

K¥ivky a funkce jsou specidlni pfipady zobrazeni F : E,, — E,.

Stejn& jako u vektorovych prostoril, volba sou¥adnic, tj. naseho
~pohledu na véc", mize zjednodusit nebo zhorsit nase vnimani.
Zména soufadnic je invertibilni zobrazeni R" — R".

P¥iklad: polohu P zadavame
jako vzdalenost od pocatku
soufadnic r a thel ¢ mezi
spojnici s po¢atkem a osou x.

321

P¥echod z polédrnich soufadnic do standardnich je
Poolami = (r, @) = (rcosep, rsin @) = Pigriézské

Graf funkce miiZeme také vnimat jako obraz zobrazeni R" — R"*1.
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Funkce jedné proménné v poldrnich soutadnicich

Jak uZ jsme podotkli, kartézské soutadnice jsou nejb&Znégjsi, ale
nikoliv jediné moZné. Mnohé ,objekty maji nap¥. v poldrnich
soufadnicich vyrazné& jednodu¥si vyjadfeni (toho vyuZijeme i pozdgji
zejména pro vypotty obsahi &i objemd takovych objekti).

Priklad

Archimedova spirdla ma
v polarnich soufadnicich
rovnici r(p) = a+ by, kde
a, b € R jsou parametry.
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Limita funkce vice proménnych

Definici limity funkce v bod€ |ze tak¥ka slovo od slova pFepsat
podle situace v p¥ipadé funkci jedné promé&nné (okoli bodu jiz ale
samozfejmé vypadaji jinak).

Definice
Funkce f : R” — R ma ve svém hromadném bodé& a € R” limitu
L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(a) bodu
a tak, Ze pro v8echna x € O(a) \ {a} plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Obdobn& jde (p¥i vhodné definici okoli) limitu definovat i

v ,nevlastnich" bodech (kterych je pro n > 1 jiz 2").

Ma-li mit funkce v daném bod& limitu, nesmi zdleZet na ,, cest&”,
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkci jedné promé&nné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v pfipadé jedné proménné:

@ jednoznacnost limity,

@ véta o tfech limitach 2,

@ linearita, tj.

lim(c-f(x)+d-g(x))=c-lim f(x)+d- lim g(x),

X—a X—a X—a

multiplikativita, divisibilita,

Je-lilimy_, f(x) = 0 a funkce g(x) je ohranitend v n&jakém
ryzim okoli bodu a, pak

)I(i_r)na f(x)g(x) =0.

2nékdyv také o dvou policajtech :)
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Vypot&téte limitu funkce f(x,y) = X4 bodg (0,0).

VX2+y?24+1-1

Viz cviceni.

Vypottéte limitu funkce f(x,y) = (x +y)sin i sm v bodg& (0, 0).

Vypot&téte limitu funkce f(x,y) = X2+ > v bodé& (0,0).
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Ptiklady k procviceni

Priklad
Vypoctéte limity nebo dokaZte jejich neexistenci.
a) ”m( sinxy’

b ||mxy)~>(oooo)(x +y2)e—(x+y)7

)
o2
€) lim(xy)s(oon) (1 + 1)57,
)

—cos(x24v2
d) liM(xy)00) Ty Ty
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Spojitost funkce

Funkce f : R” — R je spojitd v hromadném bodé a € R", pokud
ma v bodé& a vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).

X—a

Vé&ta (Weierstrassova)

Spojita funkce na kompaktni mnoZin& zde nabyvd maxima i
minima.

A

Véta (Bolzanova)

Necht f : R" — R je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné A.
Jsou-li a, b € A takové, Ze f(a) < 0 < f(b), pak existuje c € A
tak, Ze f(c) = 0.
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ParcidIni derivace jsou nejsnazs$im rozsifenim pojmu derivace
funkce jedné promé&nné, kdy se na funkci f(x,...,x,) vice
proménnych divime jako na funkci jedné proménné x; a ostatni
povaZujeme za konstatni.

Existuje-li limita
lim — (FO, - X X+ X, X)) — OG-, x38)
fikdme, Ze funkce f : E, — R md v bod& [x7, ..., x}] parcidlni
c;irivaci podle proménné x; a znatime £ (xf,...,x;) (p¥ip.
/
5 (X5 -+ xp) nebo £ (x{, ..., x7)).

Podobné jako v p¥ipadé jedné proménné, pokud m3a funkce
f . E, — R parcidlni derivace ve viech bodech né&jaké oteviené
mnoZiny, jsou tyto derivace rovn&Z funkcemi z E, do R.
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Parcialni derivace vs. spojitost

Rozdil oproti funkcim jedné proménné!

ProtoZe parcidlni derivace popisuji chovani funkce v okoli daného
bodu jen velmi omezené& (pouze ve smé&ru soutadnych os), mize se
v jinych smérech chovat velmi divoce.

Poznamka
Z existence vSech parcidlnich derivaci v daném bodé neplyne
spojitost v tomto bodé.

| \

Pyiklad
Funkce

f(x,y) = 1 pro x=0 nebo y=0
Y= 0 jinak

md v bod& [0, 0] ob& parcidlni derivace nulové, pfitom v tomto
bodé neexistuje limita, a tedy neni ani spojita.
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Smérové derivace

Zminény nedostatek parcidlnich derivaci se pokusime napravit
zavedenim derivace v libovolném sméru.

Definice

Funkce f : R"” — R ma derivaci ve sméru vektoru v € R" v bodé
x € E,, jestlize existuje derivace d, f(x) slozeného zobrazeni
t+— f(x+ tv) v bodé t =0, tj.

LiFe+ tv) — F(x)).

= lim -
t—0 t

d,f(x)

Smé&rovou derivaci v bod& x ¢asto znatime rovn&z f,(x).

Specidlni volbou jednotkovych vektorli ve sméru soufadnych os
dostavame pravé parcialni derivace funkce f.
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Smérové derivace jsou tedy b&Zné derivace funkce jedné proménné
o(t) = f(x + tv), proto i pro n& plati obvykla pravidla pro
derivovani.

Véta
Existuji-li pro v € R" smé&rové derivace d, f(x), d,g(x) funkci
f,g:E,— R vbodéx e E,, pak:

Q di f(x) = k-d,f(x), pro libovolné k € R,

Q d(f +g)(x) = dvf(x) £ dvg(x),

0 d,(f2)(x) = duF(x)g(x) + F(x)dg(x),

© pro g(x) # 0 je dy ) = g (df () 8(x) = F(x)dug(x)).

Poznamka

Neplati ale aditivita vzhledem ke smériim:

dytyf(x) # duf(x) + d,f(x).

Rovnéz je vidét z vySe uvedené véty, Zze smérova derivace nezavisi
jen na ,sméru* vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Smérové derivace vs. spojitost

Ze nam ke spojitosti nepomohlo ani zavedeni smérovych derivaci,
ukazuje nasledujici ptiklad.

Priklad

Funkce definovand predpisem

4.2
Xy
f(x,y)= —=——
(x,y) X8 + y4
mimo pocatek a (0,0) = 0, ma v poatku viechny smé&rové
derivace nulové, p¥itom zde nenfi spojita (nebot p¥i konvergenci
,po rlznych paraboldch” dostavdme riizné limity).

Jiz v p¥ipadé limit jsme vidéli, Ze nesta&i zkoumat chovani funkce
ve sméru soufadnych os (parcidlni derivace), ani po p¥imkach
(smé&rové derivace), proto by nds uvedené chovani nemélo
prekvapit.

Ke spojitosti potfebujeme silngjsi pojem, tzv. totadlni diferencial,
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Ptiklady k procviceni

Ur&ete smérovou derivaci funkce f(x, y) = arctg(x? + y?) v bodg&
[—1,1] ve smé&ru vektoru (1,2).
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Diferencial funkce jedné proménné

V minulém semestru jste si ¥ikali, Ze diferencial dy funkce jedné
prom&nné v bod& xp je p¥iristek na te¢né ke grafu funkce y = f(x)
v tomto bodé a jeho existence je ekvivalentni existenci derivace
tamtéz.

Ukazali jste si, Ze diferencidl zavislé proménné dy je linedrni
funkci diferencidlu nezavislé proménné dx, spliiujici

dy = f'(x0) - dx.

Formalné ¥ikame, Ze funkce f : R — R je diferencovatelnd v xp,
pokud existuje A € R tak, Ze

lim f(Xo + h) - f(Xo) — Ah

h—0 h =0

(P¥itom z definice derivace snadno plyne, Ze pak A = f'(xp).)
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Ndsledujici definice vé&rné sleduje chovani diferencidlu funkci jedné
proménné:

Definice

Funkce f : E, — R je diferencovatelnd v bodé& x, jestlize existuje
vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny ,sméry"

v € R" plati

1
lim — (f(x+v)—f(x)—a-v)=0.
iy o e+ =) —a-)
Linedrni funkci df definovanou pfedpisem v — a- v (zavislou na
vektorové prom&nné v) nazyvame diferencial funkce f.

V literatufe se &asto také ¥ika totdini diferencidl df funkce f.
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Diferencial — shrnuti

Funkce f : E, — R je tedy diferencovatelnd v bodé& x, jestlize
existuje vektor a = (a1,...,a,) € R" takovy, Ze pro viechny
.sméry"” v € R” plati

@ v bodg& x existuji viechny smé&rové derivace d,f(x), v € R”,
Q@ v—df(x) je linedrni v zavislosti na pfirtstku v
Q@ 0=lim, 1 v (f(x +v) — f(x) — d,f(x)),

tj. 0 = lim, o 12 T (f(x+v)—f(x)—a-v).
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Diferencial vs. spojitost

Diky tomuto zesileni parcidlnich a smérovych derivaci jiz kone¢n&
dostavame spojitost:

Je-li funkce f : R"” — R diferencovatelna v bodé x € R", pak je
v tomto bodé spojita.

Diakaz: Z diferencovatelnosti f v bod& x plyne
f(x+v) = F(x) = a-v+7(v), kde lim, o T = 0.
Proto:

lim (f(x +v) — f(x)) = lim (a- v+ 7(v)) =0,

v—0 v—0

a tedy
lim f(x 4+ v) = f(x).
v—0
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P¥imo z definice urgete df a funkci 7 pro f(x,y) = x? + y?
v obecném bod& [x*, y*].

Regeni

Kvili prehlednosti oznaéme h := dx, k := dy. Pak

f(x* +dx,y* +dy) — f(x*, y*) =
= (X P+ (k)= ()P = ()P =
= 2x*h+ 2y*h+ h* + k2.

Odtud df(x*, y*)(h, k) = 2x* - h+2y* - k a 7(h, k) = h* + k2.
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Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x, pak ma v tomto bodé
vsechny smérové (a tedy i parcialni) derivace. Pro libovolné v € R"
Je ptitom d, f(x) = df(x)(v), tj. v ozna&eni z definice diferencialu

dyf(x)=a-v.

dyf(x) = lim %(f(x+ tv) — f(x)) = lim = (df( )(tv) + 7(tv)) =

t—0 t

= df(x)(v) + ||lv| I|mH(‘)—df( )v)=a-v.

Pozndmka
Z ptedchoziho je ihned vidét, Ze vektor parcidlnich derivaci f’(x) je
pfimo roven vektoru a.
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Uvazujme f : E — R se spojitymi parcidlnimi derivacemi.
Diferencidl v pevném bodé& [xo, yo| je linedrni funkce df : E; — R

of of
df = 5 dx+ 5,

na prirlstcich se soufadnicemi danymi pravé parcidlnimi derivacemi.
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Obecnéji v p¥ipadé funkci vice promé&nnych piseme obdobné

of of of
df— ai)qu1+67)<2dX2+"‘+axn

dx (%)

a plati:

Necht f : E, — R je funkce n promé&nnych, kterd md v okoli bodu
x € E, spojité parcidlni derivace. Pak existuje jeji diferencial df
v bodé x a jeho soufadné vyjadFeni je dano rovnici ().
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Ptiklady k procviceni

Pyiklad
Urcéete diferencidl v daném bodé:

a) f(x,y) =xy+ 5 v bod& [1,1],

b) f(x,y) = arcsin \/X;Tyz v bodé [1,/3].

| A

P¥iklad

Spo&téme znovu jednoduseji d¥ivéjsi priklad a uréeme smé&rovou
derivaci funkce f(x,y) = arctg(x? + y?) v bod¥ [—1, 1] ve sm&ru
vektoru (1,2) pomoci diferencidlu.

A
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P¥iblizné vypocty

Podobné jako v p¥ipadé diferencidlu funkci jedné proménné lze i
diferencial funkce vice prom&nnych vyuZit k (velmi) p¥ibliznym
vypo&tim.

Priklad

T oz L [0S 7 « S
Pomoci diferencidlu p¥iblizn& vypotteme €%:05°—0.02

| \

Regeni
VyuZijeme diferencial funkce f(x,y) = e ¥ v bod& x = [0, 0]
s diferencemi v = (0,05; —0,02). Mdme

df(x,y) = 1Y 3x2dx + 1Y dy,

a tedy df(0,0) = 0dx + 1dy, co? celkem dava odhad €205 ~0.02 —
f(0,05; —0,02) ~ f(0,0) + df(0,05; —0,02) = 1 — 0,02 = 0,98.

v
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Ptiklady k procviceni

Pomoci diferencidlu p¥iblizné vypo&téte:

. 0,48
a) arcsin 7gz

b) 1,04%92,
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