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Předmětové záložky v IS MU

http://www.math.muni.cz/~plch/mapm
http://is.muni.cz/do/1499/el/estud/prif/ps09/sbirka/web/index.html
http://is.muni.cz/do/1499/el/estud/prif/ps09/sbirka/web/index.html
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Věta o inverzńı funkci jedné proměnné – p̌ripomenut́ı

Pokud k dané funkci f : R→ R inverzńı funkce f −1 existuje
(nezaměňujme značeńı s funkćı x 7→ (f (x))−1), pak je dána
jednoznačně kterýmkoliv ze vztahů f −1 ◦ f = idR, f ◦ f −1 = idR,.

Pokud bychom věděli, že pro diferencovatelnou funkci f je i f −1

diferencovatelná, vztah pro derivaci složené funkce nám (pro
y = f (x)) dává

1 = (id)′(x) = (f −1 ◦ f )′(x) = (f −1)′(f (x)) · f ′(x)

a tedy p̌ŕımo v́ıme formuli (zjevně f ′(x) v takovém p̌ŕıpadě nemůže
být nulové) (f −1)′(f (x)) = 1

f ′(x) .

Věta

Je-li f diferencovatelná funkce na okoĺı bodu x0 a f ′(x0) 6= 0, pak
existuje na nějakém okoĺı bodu y0 = f (x0) funkce f −1 inverzńı k f
a plat́ı vztah

(f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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Věta o inverzńım zobrazeńı

Věta

Necht’ F : En → En je spojitě diferencovatelné zobrazeńı na
nějakém okoĺı bodu x∗ ∈ En a necht’ je Jacobiho matice D1F (x∗)
invertibilńı. Pak na nějakém okoĺı bodu x∗ existuje inverzńı
zobrazeńı F−1 a jeho diferenciál v bodě F (x∗) je inverzńım
zobrazeńım k D1F (x∗), tzn. je zadán inverzńı matićı k Jacobiho
matici zobrazeńı F v bodě x∗.

Princip důkazu: Z pravidla pro derivováńı složené funkce vyplývá,
že pokud diferencovatelná inverze existuje, pak muśı být jej́ı
Jacobiho matice inverźı k původńı Jacobiho matici (srovnejte
s p̌ŕıpadem 1 proměnné). Důkaz poměrně komplikovaným
způsobem vyvozuje, že d́ıky invertovatelnosti Jacobiho matice
existuje diferencovatelná inverze.
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Literatura Zobrazeńı mezi prostory Implicitńı plochy Vázané extrémy

Př́ıklad

Rozhodněte, zda zobrazeńı F = (f , g) : R2 → R2 definované po
soǔradnićıch

f (x , y) = xy , g(x , y) =
x

y

je prosté v okoĺı bodu [2, 1]. V kladném p̌ŕıpadě určete Jacobiho
matici inverzńıho zobrazeńı v bodě F (2, 1).
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Věta o implicitńı funkci – neformálńı p̌ripomenut́ı

Pokud máme zadánu funkci f (x) vzorcem y = f (x), hovǒŕıme
o jej́ım explicitńım zadáńı. Obecněǰśım zadáńım funkce je rovnice
F (x , y) = 0, kde závislá proměnná y p̌redstavuje

”
neznámou“

funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepoťrebujeme) vy̌rešit
vzhledem k y , pak hovǒŕıme o funkci zadané implicitně. Avšak
i v tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě budeme schopni vypoč́ıtat y ′(x)
(aniž bychom znali explicitńı vzorec pro y(x)), a to pomoćı
pravidla pro derivaci složené funkce.

Př́ıklad

Rovnice y 2 = x definuje dvě diferencovatelné funkce

y1 =
√

x , y2 = −
√

x

Při derivováńı implicitně zadaných funkćı obsahuje výsledná
derivace y ′ jak proměnnou x tak proměnnou y (na rozd́ıl od
běžného derivováńı funkce, kdy je ve výsledku pouze proměnná x).
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Věta o implicitńı funkci

Pro jednoduchost vylož́ıme ideu v rovině E2:

Pro spojitě diferencovatelnou funkci F (x , y) : E2 → R hledejme
body [x , y ], ve kterých plat́ı F (x , y) = 0. Př́ıkladem může být
ťreba obvyklá (implicitńı) definice p̌ŕımek a kružnic:

F (x , y) = ax + by + c = 0

F (x , y) = (x − s)2 + (y − t)2 − r 2 = 0, r > 0.

V prvńım p̌ŕıpadě je (p̌ri b 6= 0) p̌redpisem zadaná funkce

y = f (x) = −a

b
x − c

b

pro všechna x . Ve druhém p̌ŕıpadě uḿıme pouze pro [a, b] splňuj́ıćı
rovnici kružnice a b 6= t naj́ıt okoĺı bodu a, na kterém nastane
jedna z možnost́ı: y = f (x) = t +

√
(x − s)2 − r ,

y = f (x) = t −
√

(x − s)2 − r .
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F (x , y) = ax + by + c = 0

F (x , y) = (x − s)2 + (y − t)2 − r 2 = 0, r > 0.
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Body [s ± r , t] také vyhovuj́ı rovnici kružnice, plat́ı v nich ale
Fy (s ± r , t) = 0, což znamená, že tečna ke kružnici v těchto
bodech je rovnoběžná s osou y . V těchto bodech neuḿıme naj́ıt
okoĺı, na němž by kružnice byla popsána jako funkce y = f (x).

Nav́ıc uḿıme spoč́ıtat i derivace:

f ′(x) =
1

2

2(x − s)√
(x − s)2 − r 2

=
x − s

y − t
= −Fx

Fy
.

Naopak, pokud budeme cht́ıt naj́ıt závislost x = f (y) takovou, aby
F (f (y), y) = 0, pak v okoĺı bodů (s ± r , t) bez problémů uspějeme.
Všimněme si, že v těchto bodech je parciálńı derivace Fx nenulová.
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bodech je rovnoběžná s osou y . V těchto bodech neuḿıme naj́ıt
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Shrňme pozorováńı (pro pouhé dva p̌ŕıklady):

Pro funkci F (x , y) a bod [a, b] ∈ E2 takový, že F (a, b) = 0, uḿıme
naj́ıt funkci y = f (x) splňuj́ıćı F (x , f (x)) = 0, pokud je
Fy (a, b) 6= 0. V takovém p̌ŕıpadě uḿıme i vypoč́ıst
f ′(x) = −Fx/Fy . Z následuj́ıćı věty plyne, že takto to plat́ı vždy,
nav́ıc rozš́ı̌rené i na libovolné počty proměnných.
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Věta (O implicitńı funkci)

Necht’ F : En+1 → R je spojitě diferencovatelná funkce na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ En × R, ve kterém je
F (x∗, y∗) = 0 a ∂F

∂y (x∗, y∗) 6= 0. Potom existuje spojitá funkce
f : En → R definovaná na nějakém okoĺı U bodu x∗ ∈ En taková,
že F (x , f (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc má funkce f v okoĺı bodu x∗ parciálńı derivace splňuj́ıćı

∂f

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

(x , f (x))
∂F
∂y (x , f (x))

.

Posledńı tvrzeńı o derivaci p̌ritom je dob̌re zapamatovalné
(i pochopitelné) z výrazu pro diferenciál:

0 = dF = Fx dx + Fy dy = (Fx + Fy f ′(x)) dx .
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otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ En × R, ve kterém je
F (x∗, y∗) = 0 a ∂F

∂y (x∗, y∗) 6= 0. Potom existuje spojitá funkce
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Př́ıklad

Určete lokálńı extrémy funkce z = f (x , y), která je určena
implicitně rovnićı F (x , y , z) = x2 + y 2 + z2 − xz −

√
2yz − 1 = 0.

Řešeńı

Derivováńım rovnosti podle x a y dostáváme:

2x + 2z · zx − z − x · zx −
√

2yzx = 0

2y + 2z · zy − x · zy −
√

2z −
√

2yzy = 0,

odkud vyjáďŕıme

zx =
z − 2x

2z − x −
√

2y
, zy =

√
2z − 2y

2z − x −
√

2y
.
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zx =
z − 2x

2z − x −
√

2y
, zy =

√
2z − 2y

2z − x −
√

2y
.



Literatura Zobrazeńı mezi prostory Implicitńı plochy Vázané extrémy

Řešeńı (pokr.)

Stacionárńı body muśı splňovat: zx = 0, zy = 0, tj. z = 2x =
√

2y ,
a tedy y =

√
2x . Dosazeńım do původńı rovnice dostáváme

stacionárńı body [1,
√

2, 2] a [−1,−
√

2,−2]. V těchto bodech je
Fz 6= 0 (je to zároveň jmenovatel všech zde vystupuj́ıćıch zlomk̊u),
proto je v jejich okoĺı implicitně určena jistá funkce z = f (x , y).
Daľśım derivováńım implicitńı rovnice vypočteme parciálńı derivace
f 2. řádu:

zxx = − 2

2z − x −
√

2y
, zxy = 0, zyy = − 2

2z − x −
√

2y
.

Ve stacionárńıch bodech je Hf negativně, resp. pozitivně definitńı,
proto zde nastávaj́ı lokálńı maximum, resp. minimum funkce f .
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Stacionárńı body muśı splňovat: zx = 0, zy = 0, tj. z = 2x =
√

2y ,
a tedy y =

√
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Nejobecněǰśı p̌ŕıpad, kdy definujeme implicitně zadané zobrazeńı,
popisuje následuj́ıćı věta (v p̌ŕıpadě n=1 koṕıruje větu o implicitńı
funkci).

Věta (O implicitńım zobrazeńı)

Necht’ F : Em+n → En je spojitě diferencovatelné zobrazeńı na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ Em × En = Em+n, v němž plat́ı
F (x∗, y∗) = 0 a det D1

y F 6= 0. Potom existuje spojitě
diferencovatelné zobrazeńı G : Em → En definované na nějakém
okoĺı U bodu x∗ ∈ Em s obrazem G (U), který obsahuje bod y∗, a
takové, že F (x ,G (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc je Jacobiho matice D1G zobrazeńı G na okoĺı bodu x∗

zadána součinem matic

D1G (x) = −(D1
y F )−1(x ,G (x)) · D1

x F (x ,G (x)).
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3 Vázané extrémy
Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u
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Gradient funkce

Definice

Pro spojitě diferencovatelnou funkci f (x1, . . . , xn) : En → R se
vektor

df =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
nazývá gradient funkce f .
V technické a fyzikálńı literatǔre se často zapisuje také jako grad f .

Rovnost f (x1, . . . , xn) = b s pevnou hodnotou b ∈ R zadává
podmnožinu M ⊂ En, která ḿıvá vlastnosti (n − 1)–rozměrné
nadplochy. Přesněji: pokud je vektor parciálńıch derivaćı nenulový,
můžeme lokálně množinu M popsat jako graf spojitě
diferencovatelné funkce v n − 1 proměnných.
Hovǒŕıme v této souvislosti také o úrovňových množinách Mb

(analogie vrstevnic v p̌r. n = 2).
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nazývá gradient funkce f .
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nadplochy. Přesněji: pokud je vektor parciálńıch derivaćı nenulový,
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diferencovatelné funkce v n − 1 proměnných.
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Na derivaćıch ǩrivek lež́ıćıch v úrovňové množině Mb se bude
diferenciál df vždy vyč́ıslovat nulově:
f (c(t)) = b pro všechna t, proto

d

dt
f (c(t)) = df (c ′(t)) = 0.

Pro obecný vektor v = (v1, . . . , vn) ∈ En je velikost p̌ŕıslušné
směrové derivace funkce f :

| dv f | =

∣∣∣∣ ∂f

∂x1
v1 + · · ·+ ∂f

∂xn
vn

∣∣∣∣ = 〈df , v〉 = cosϕ‖ df ‖‖v‖

kde ϕ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f . Dokázali jsme:

Věta

Směr zadaný gradientem v bodě x = (x1, . . . , xn) je právě ten
směr, ve kterém funkce f nejrychleji roste.
Tečná rovina k neprázdné úrovňové množině Mb v okoĺı jej́ıho
bodu s nenulovým gradientem df je určena ortogonálńım doplňkem
ke gradientu.
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f (c(t)) = b pro všechna t, proto
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d

dt
f (c(t)) = df (c ′(t)) = 0.
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Násobk̊um gradientu v tomto p̌ŕıpadě ř́ıkáme normálový vektor
nadplochy Mb.

Věta

Pro funkci f n proměnných a bod P = (a1, . . . , an) ∈ Mb v jehož
okoĺı je Mb grafem funkce (n − 1) proměnných je implicitńı rovnice
pro tečnou nadrovinu

0 =
∂f

∂x1
(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(P) · (xn − an).
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Př́ıklad (Model osvětleńı 3D objektu)

Pro 2D povrch známe směr v dopadu světla, tj. máme množinu M
zadanou implicitně rovnićı f (x , y , z) = 0 a vektor v . Intenzitu
osvětleńı bodu P ∈ M pak definujme jako I0 cosϕ, kde ϕ je úhel
mezi normálou zadanou gradientem a vektorem opačným ke směru
světla. (Znaménko ř́ıká, kterou stranu plochy osvětlujeme, I0 je
tzv. sv́ıtivost.)
Nap̌r. v = (1, 1,−1) (tj.

”
šikmo dol̊u“) a

f (x , y , z) = x2 + y 2 + z2 − 1. Pro bod P = (x , y , z) ∈ M

I (P) =
grad f · v
‖ grad f ‖‖v‖

I0 =
−2x − 2y + 2z

2
√

3
I0.

Dle očekáváńı je plnou intenzitou I0 osvětlen bod
P = 1√

3
(−1,−1, 1) na povrchu koule.
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Tečné a normálové prostory

Obecné dimenze: funkce F = (f1, . . . , fn) : Em+n → En a n rovnic

fi (x1, . . . , xm+n) = bi , i = 1, . . . , n.

Dle věty o implicitńı funkci je
”
věťsinou“ množina všech řešeńı

(x1, . . . , xm+n) grafem zobrazeńı G : Em → En. Pro pevnou volbu
b = (b1, . . . , bn) je samožrejmě množinou M všech řešeńı pr̊unik
nadploch M(bi , fi ) p̌ŕıslušej́ıćıch jednotlivým rovnićım fi = bi .
Totéž plat́ı pro tečné směry a normálové směry:

Afinńı podprostor v Em+n obsahuj́ıćı právě všechny tečny k M
bodem P dán rovnicemi:

0 =
∂f1

∂x1
(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂f1

∂xn
(P) · (xm+n − am+n)

...

0 =
∂fn
∂x1

(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂fn
∂xn

(P) · (xm+n − am+n).
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Tento podprostor se nazývá tečný prostor k (implicitně zadané)
ploše M v bodě P. Normálový prostor v bodě P je afinńı
podprostor generovaný bodem P a gradienty všech funkćı f1, . . . , fn
v bodě P, tj. řádky Jacobiho matice D1F .

Př́ıklad

Spočtěme tečnu a normálový prostor ke kuželosečce v E3.
Uvažujme rovnici

0 = f (x , y , z) = z −
√

x2 + y 2

kuželu s vrcholem v počátku a rovinu zadanou

0 = g(x , y , z) = z − 2x + y + 1.

Bod P = (1, 0, 1) paťŕı jak kuželu, tak rovině a pr̊unik M těchto
dvou ploch je ǩrivka.
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Př́ıklad (pokr.)

Jej́ı tečnou v bodě P bude p̌ŕımka zadaná rovnicemi

0 = − 1

2
√

x2 + y 2
2x

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· (x − 1)− 1

2
√

x2 + y 2
2y

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· y

+ 1 · (z − 1)

= −x + z

0 = −2(x − 1) + y + (z − 1) = −2x + y + z + 1

zat́ımco rovina kolmá k naš́ı ǩrivce bodem P bude parametricky
dána výrazem

(1, 0, 1) + τ(−1, 0, 1) + σ(−2, 1, 1)

s parametry τ a σ.
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Již ďŕıve jsme se zabývali úlohou nalézt absolutńı extrém dané
funkce na (uzav̌rené) množině, což vedlo na vyšeťreńı lokálńıch
extrémů funkce na hranici této množiny. Jinými slovy, na hledáńı
extrémů funkce v bodech, které jsou vázány nějakou daľśı
podḿınkou.

Ukážeme nejprve názorně graficky na p̌ŕıpadu funkćı dvou
proměnných obecnou metodu.

Př́ıklad

Určete lokálńı extrémy funkce f (x , y) = x2y na množině M dané
implicitně rovnićı 5x2 + 2y 2 = 14.
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Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

V p̌redchoźım p̌ŕıkladu jsme viděli, že normálový vektor (tj.
gradient) funkce h, k ńıž hledáme extrém, muśı být ve
vyšeťrovaném bodě prvkem normálového prostoru k ploše (v témže
bodě). Toto samožrejmě plat́ı i obecně.

Pokud je M ve všech svých bodech grafem hladkého zobrazeńı,
muśı být každý extrém P ∈ M stacionárńım bodem, tj. pro každou
ǩrivku c(t) ⊂ M procházej́ıćı p̌res P = c(0) muśı být h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proměnné. Proto muśı platit

d

dt
h(c(t))|t=0 = dc ′(0)h(P) = dh(P)(c ′(0)) = 0.

Tato vlastnost je ekvivalentńı tvrzeńı, že gradient h lež́ı v
normálovém podprostoru (p̌resněji v jeho zamě̌reńı). Takové body
P ∈ M budeme nazývat stacionárńı body funkce h vzhledem
k vazbám F .
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V praxi ḿıvaj́ı optimalizačńı úlohy často m + n parametr̊u, které
jsou vázány n podḿınkami. V našem jazyce diferenciálńıho počtu
tedy hledáme extrémy spojitě diferencovatelné funkce h na
množině bodů M zadaných implicitně rovnićı F (x1, . . . , xm+n) = 0
(F : Em+n → En).
Normálový prostor k naš́ı množině M je generován řádky Jacobiho
matice zobrazeńı F a stacionárńı body jsou proto ekvivalentně
určeny následuj́ıćım tvrzeńım, kterému se ř́ıká metoda
Lagrangeových multiplikátor̊u:

Věta

Necht’ F = (f1, . . . , fn) : Em+n → En je spojitě diferencovatelná
v okoĺı bodu P, F (P) = 0 a M je zadána implicitně rovnićı
F (x1, . . . , xm+n) = 0, p̌ričemž hodnost matice D1F v bodě P je n.
Pak P je stacionárńım bodem spojitě diferencovatelné funkce
h : Em+n → R právě, když existuj́ı reálné parametry λ1, . . . , λn
takové, že

grad h = λ1 grad f1 + · · ·+ λn grad fn.
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Všimněme si počtu neznámých a rovnic v tomto algoritmu:
gradienty jsou vektory o m + n soǔradnićıch, tedy požadavek z věty
dává m + n rovnic. Jako neznámé máme jednak soǔradnice
x1, . . . , xm+n hledaných stacionárńıch bodů P, ale nav́ıc také n
parametr̊u λi v hledané lineárńı kombinaci. Zbývá však požadavek,
že hledaný bod P paťŕı implicitně zadané množině M, což
p̌redstavuje daľśıch n rovnic. Celkem tedy máme 2n + m rovnic pro
2n + m proměnných a proto lze očekávat, že řešeńım bude diskrétńı
množina bodů P (tj. každý z nich bude izolovaným bodem).
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Výklad o vázaných extrémech jsme začali t́ım, že pro nalezeńı
absolutńıch extrémů funkce na kompaktńı množině často
poťrebujeme vyšeťreńı extrémů na množině bodů vázaných nějakou
podḿınkou.

Ilustrujme si to na p̌ŕıkladu:

Př́ıklad

Maximalizujte f (x , y) = 2x + y za podḿınky x2

4 + y 2 ≤ 1.
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Řešeńı

Množina určená vazebńı podḿınkou je uzav̌rená a ohraničená,
proto zde nabývá jakákoliv spojitá funkce svých extrémů, a to bud’

ve stacionárńıch bodech (funkce je žrejmě diferencovatelné na celé
vyšeťrované množině) nebo na hranici. Snadno se ale p̌resvědč́ıme
(df (x , y) = (2, 1)), že uvniťr množiny extrémy nejsou. Proto

maximalizujeme funkci f za podḿınky x2

4 + y 2 = 1.

Sestroj́ıme Lagrangeovu funkci
L(x , y , λ) = 2x + y − λ( x

2

4 + y 2 − 1). Pak dostáváme:

0 = Lx = 2− λx

2
0 = Ly = 1− 2λy

0 =
x2

4
+ y 2 − 1.

Odtud snadno x = 4
λ , y = 1

2λ , a tedy λ =
√

17
2 , x = 8√

17
, y = 1√

17

(resp. λ = −
√

17
2 , x = − 8√

17
, y = − 1√

17
pro minimum).
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