Matematika 111, 5. cviceni

Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Pfipomenme, zZe pro funkci jedné proménné f: R — R a jeji staciondrni bod ¢ (tj. bod z¢ € R,
pro ktery plati f'(xz¢) = 0) plati:

e je-li f"(x9) <0, ma funkce f v bodé zg ostré lokdln{ minimum,
e je-li f"(xp) <0, ma funkce f v bodé g neostré lokaln{ minimum,
e je-li f”(zg) > 0, md funkce f v bodé z( ostré lokdln{ maximum,
e je-li f"(xp) > 0, ma funkce f v bodé zp neostré lokalni maximum.

Pro jednoduchost budeme uvazovat funkci dvou proménnych f: R? — R, obecny pifpad pro
funkci R® — R byl probran na pfednasce. Podobné tvrzeni jako pro lokalni extrémy funkci
jedné proménné dostaneme pro funkce dvou (resp. vice) proménnych:

Necht [xg, 30] je stacionarni bod funkce f: R? — R (tedy plati f.(xo, o) = 0, fy(x0,90) = 0)
a necht m4 tato funkce v n&jakém okoli bodu [z, yo] spojité parcidlni derivace druhého radu.
Pak plati:

o Je-li fI (x0,90) >0a

det H f (2o, yo) = det <fg/;/x($o,yo) fély($07y0)> = fa

" Ry 2
7 (20,50) 7 (20, 4o) 22(70,Y0) fyy (0, Yo) — [ fzy (0, y0)]= > 0,

m4é funkce f v bodé [xg,yo] ostré lokdlni minimum,

o Je-li :/C’x

mum,

(xo,y0) < 0 a det H f(xo,y0) > 0, mé funkce f v bodé [z, yo] ostré lokalni maxi-

e Je-li det H f(zg,y0) < 0, extrém v bodeé [z, yo] nenastéva,

e V ostatnich piipadech (tj. pokud det H f(zg,yo) = 0), nic o extrému v bodé [xg, yo| nevime,
musime pouzit ruzné triky.

Déle plati, ze funkce f: R? — R (plati to i pro funkce vice nez dvou proménnych) mize mit
lokalni extrém pouze ve svém stacionarnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna z parcidlnich
derivaci neexistuje.

Piiklad 87. Urcete lokdini extrémy funkce f(x,y) = z* +y* — 2% — 2zy — ¢

Visledek. Tti staciondrni body: P, = [0,0], P, = [1,1], P3 = [-1,—1]. V P; extrém ne-
nastava, v obou bodech P,, P3 mé funkce f ostré lokalni minimum.

Piiklad 88. Uréete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 23 + > — 3xy.

Visledek. Stacionarni body jsou P; = [0,0], P» = [1,1], v P; neni extrém, v P je ostré lokalni
minimum.

Piiklad 89. Uréete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = In(5x) — 2% + zy + 2.

Vijsledek. Stacionarni body jsou Py = [v/2/5,—1/+/10], P, = [—/2/5,1/1/10], ani v jednom z

nich extrém nenastava.
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Piiklad 90. Urcete lokdlni extrémy funkce

y? 222

f(l‘,y,z):ﬂﬁLEJrgﬁL;

lezict v pronim oktantu (tj v ¢dsti prostoru, kde jsou vsechny tii souradnice nezdporné) a urcete
jejgich typ.

1

Vijsledek. Jediny staciondrni bod je [3,1, 1], ve kterém je lokdlni minimum, nebot

4 -2 0
Hf=[-2 3 -2
0 -2 6

je pozitivné definitni napt. podle Sylvestrova kritéria (a11 > 0, a11a22 — a12a21 > 0,det H f > 0).

Priklad 91. Najdéte vsechny staciondrni body funkce z = f(x,y) definované implicitné rovnici
222 + 29?2 + 22 + 8xz — 2 + 8 = 0 a zjistéte, zda jsou v téchto bodech lokdlni extrémy.

Vysledek. Vyjde
, 4r + 8% , 4y
Z(E = — yA— — Y,
8r +2z—1 Y 8r +2z—1
staciondrni body jsou [—2,0, 1], [?,O, —%]. Déle
Hf(-2,0)= (4/015 4/015), takze funkce f(x,y) ma v bodé [—2,0] lokalni minimum;

Hf(%,0) = <_40/15 _4(;15>, takze funkce f(x,y) ma v bodé [—2,0] lokalni maximum.

Piiklad 92. Najdéte vsechny staciondrni body funkce z = f(x,y) definované implicitné rovnici
22+ y? 4 22 — 22 — V2yz =1 a zjistéte, zda jsou v téchto bodech lokdint extrémy.

Vysledek. Vyjde
, z—2x , V22 — 2y

= = 2y = =
22— — 2y Yo 22— -2y
stacionarni body jsou [1,v/2,2],[~1, —v/2, —2]. Déle ve stacionarnich bodech je

z

2 2
"o "o "o
Zpy = Zgy =0, 2

o _2z—x—\@y’ yyi_lz—x—ﬂy.

Ve stacionarnich bodech je H f negativné, resp. pozitivné definitni, proto zde nastava ostré
lokalni maximum, resp. minimum funkce f.

Piiklad 93. Urcete lokdini extrémy funkce f(z,y) = xyln(z? + y?).

Vysledek.
2

222 2y
I 2 2 I 2 2
fw_y ln(w +y)+x2+y2:|7 fy_x|:ln(x +y)+x2+y2 )

staciondrni body jsou
Pio=[0,+1], Pys=[+1,0], Ps_g=[+1/v2e,41/V2e].
Déle

y o 2ay(a® + 3y°)

o 41'2:‘/2 " 2xy(3:c2 + y2)
Tr T ($2 + y2)2

, " o=In(z? +y?) +2 - —— T, =
fay ( o) (22 + 42)?2 Fuy (22 1 42)2
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det Hf(Pi_4) = det (92) = —4 <0, tudiz v bodech P;_4 nenf extrém.

Pro Ps = [1/v/2e,1/v/2¢] a Ps = [=1/v/2e,—1/v/2¢] je f.(Ps6) =2 > 0,det Hf(Ps¢) = 4 > 0,
tudiz v bodech Ps, Py je ostré lokalni minimum.

Pro P;r = [1/v2e,—1/v2e] a Py = [~1/\/2e,1/\/2¢] je fI.(Prg) = —2 < 0,det Hf(Psg) = 4 >

0, tudiz v bodech P, Ps je ostré lokdlni maximum.

Piiklad 94. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x — 2y + In\/a? + y% + 3arctg £ a pro
kazdy extrém urcete jeho typ.

Vysledek. Vyjde

staciondrni bod je [-7/5,1/5]. Déle

f// _ y2 —z?+ 6y f// _ 33/2 —32? — 2xy f// _ z? — Yy~ — bxy
zz @2+ g2z 0 T @2tz 0 Jw @2+ 22

Hf(-7/5,1/5) = (:193//1100 7193//11()(]), takze funkce f(x,y) v bodé [—7/5,1/5] nemé extrém.

Implicitné zadana funkce

Necht F(z,y): R? — R je spojité diferencovatelnd funkce v okolf bodu [z, yo], ddle F(zq, yo) = 0
a Fy(wo,y0) # 0. Pak existuje spojitd funkce f: R — R definovana na n&jakém okoli U bodu
xg, pricemz F(x, f(x)) = 0 pro vSechna x € U. Funkce y = f(x) je tedy rovnosti F(xz,y) = 0
implicitné definovand v okoli bodu zy. Pokud Fé (z0,y0) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi
neexistuje.

Podobné tvrzeni plati pro funkci vice proménnych, uvedeme si jesté piipad pro 3 promeénné:
Necht F(x,y,2): R®> — R je spojité diferencovatelnd funkce v okoli bodu [z, 30, 20], déle
F(xo,90,20) = 0 a Fl(wo,y0,20) # 0. Pak existuje spojitd funkce f: R?> — R definovana
na néjakém okoli U bodu [z, yo], pFicemz F(z,y, f(x,y)) = 0 pro vSechna x € U. Pokud
Fl(z0,v0,20) = 0, funkce f se zminénymi vlastnostmi neexistuje.

Priiklad 95. V okoli kterjch bodi jednodilného hyperboloidu h o rovnici

562 y2 2’2

a2 2
nelze vyjddrit z jako funkci z = f(x,y)?

2

Ndpovéda. Urcete body [zg, yo, z0] na h splaujici F.(zo,yo,20) = 0, kde F(z,y,z) = £ + v

) a? b
z
e 1.

2 2
Viysledek. Mnozina hledanych bodu je elipsa obsahujici body [z, yo, 0], kde % + g—g = 1.

Piiklad 96. V okoli kterijch bodi krivky x? + 2xy — y> — 8 = 0 nelze vyjddrit y jako funkci
y=f(z)?

Visledek. [2,2],[—2,—2].

Piiklad 97. V okoli kterijch bodii parabolické vilcové plochy z* — 2px = 0, kde p > 0, nelze
vyjadrit z jako funkci z = f(x,y)?

Vysledek. Vsechny body osy y.
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