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Uvazujme opét realny vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem.

Zobrazeni f : V — V se nazyva symetrické, jestlize pro vsechny
vektory u, v € V plati

(F(u),v) = (u, £(v)).

V libovolné ortonormalni bazi mizeme predchozi vztah v
souradnicich vyjadrit takto:

(A-x)T-y=xT-(A-y)=xT-(ATy).

Volbou souradnic bazovych vektordl (tj. jedna jednicka a zbytek
nuly) se dostaneme ke vztahtim ajj = aj; pro jednotlivé komponenty
matice A, tzn. ke vztahu A= AT,

Zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru se skalarnim
souc¢inem je symetrické praveé tehdy, kdyz v nékteré (a pak uz
vsech) ortonormalni bazi ma symetrickou matici.
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Adjungovana zobrazeni

Jestlize zvolime pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektorii za
druhy argument nam dava zobrazeni V — V* = Hom(V,R)

Vove (we— (v,w) €R).

Nedegenerovanosti skalarniho soucinu zarucuje, ze je to bijekce. Je
vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvofici
bazi dualni.

Liearni f : V — W zadava tzv. duélni zobrazeni f*: W* — V*
mezi formami, definované pro vsechny w* € W*, v € V

(W) (v) = w*(f(v)).
V libovolnych bazich na V a W a jejich dualnich bazich na V* a
W* pak tentyz definicni vztah ma tvar (piSeme A* pro matici
zobrazeni f*, xT soufadnice formy w*, y soufadnice v)

(AxT) y=xT-(A-y)

a proto dualni zobrazeni ma v dualnich bazich matici A”.
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V pripadé vektorovych prostorii se skalarnim soucinem, prevadi vyse
uvedené bijekce dualni zobrazeni f* na tobrazeni f*: W — V
zadané formuli

(f(u),v) = (u,f(v))
a tomuto zobrazeni se fika adjungované zobrazeni k f. Predchozi
vypocet v soufadnicich pro symetricka zobrazeni nam ve skute€nosti
sdélil, ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni bazi, pak matice
adjungovaného zobrazeni f* je matice transponovana AT .
Mizeme proto také preformulovat definici takto: Symetrické je
takové zobrazeni f : V — V/, které je rovno svému adjungovanému
zobrazeni f*. Casto se takovym zobrazenim také proto fika
samoadjungovana.
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Theorem (Spektralni rozklad symetrického zobrazent)

Pro kazdé symetrické zobrazeni f : V. — V na vektorovém prostoru
se skalarnim soucinem existuje ortonormalni baze z vlastnich
vektorid. Jsou-li M1, ..., N\ vsechna riizna vlastni éisla f a

P, ..., Py prislusné kolmé a navzajem kolmé projektory na vlastni
podprostory, pak

f:)\lpl‘i‘"“i‘)\kpk'

Zde o projektoru P : V — V fikame, ze je kolmy, je-li

Im P L Ker P. Dva kolmé projektory P, Q jsou vzajemne kolmé,
je-lilmP L ImQ.

Véta opét vyplyva ze zkoumani invariance ortogonalnich dopliki a
vlastnich cisel.



Jestlize pro libovolny podprostor W C V' a symetrické zobrazeni
f:V — Voplati f(W) C W, pak také plati pro viechny v € W+,
we W

(f(v),w) = (v, f(w)) =0.
To ale znamena, ze take (W) c W
Predstavme si dale, Ze A je matice symetrického zobrazeni a
A - x = Ax pro néjaky komplexni vektor x € C". Rozsifime si
definici skalarniho soucinu (, ) na C" vztahem

<Xay>:XT')_/

kde y je vektor v C" s komplexné konjugovanymi soufadnicemi.
Zjevné plati i pro rozsifené zobrazeni x — A - x vztah

<A'X7.y> = <X7Ay>
a pro nas vlastni vektor x tedy dostavame
Ax, x) = Mx, x).

Kladnym realnym cislem (x, x) mazeme kratit a proto musi byt
A = A, tj. vlastni Cisla jsou skutecné realna.



Komplexnich kofenti ma charakteristicky polynom det(A — \E)

tolik, kolik je dimenze Etvercové matice A, a viechny jsou ve
skutecnosti realné.

Ortogonalni doplnék k invariantnimu podprostoru pro symetrické
zobrazeni je také invariantni. Navic jsou vsechna vlastni cisla
symetrické matice A realna.

Ze samotné definice je zfejmé, ze zzeni symetrického zobrazeni na
invariantni podprostor je opét symetrické. Pfedchozi tvrzeni nam
tedy zarucuje, ze bude vzdy existovat baze V z vlastnich vektor.
Skuteéné, zazeni f na ortogonalni doplnék invariantniho
podprostoru je opét ortogonalni zobrazeni, takze miizeme do baze
pribirat jeden vlastni vektor za druhym, az dostaneme cely rozklad
V. Vlastni vektory prislusejici rtiznym vlastnim Cisldm jsou navic
kolmé, protoze z rovnosti f(u) = Au, f(v) = uv vyplyva

)‘<u7 V) = <f(u)7 V> = <U7 f(v)> = /~L<u7 V>'
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Nezaporna zobrazeni a odmocniny

Nezaporna realna Cisla jsou pravé ta, ktera umime psat jako druhé
mocniny. Zobecnéni takového chovani pro matice a zobrazeni Ize
vidét u soucinti B = AT - A (tj. slozeni zobrazeni f* o f):

(B-x,x) = (AT -A-x,x) = (A-x,A-x) >0
pro vsechny vektory x. Navic zjevné
BT = (AT - AT =AT .A=B.

Symetrickym maticim B s takovou vlastnosti fikime nezaporné a
pokud nastane nulova hodnota pouze pro x = 0, pak jim fikame
kladné. Obdobné hovofime o kladnych a nezapornych
zobrazenich f : V — V.



Symetricka zobrazeni
©0000000e

Pro kazdé nezaporné zobrazeni f : V — V umime najit jeho
odmocninu, tj. zobrazeni g takové, ze g o g = f. Nejjednoduseji to
uvidime v ortonormalni bazi, ve které bude mit f diagonalni matici.
Takova podle nasich pfedchozich avah vzdy existuje a matice A
zobrazeni f v ni bude mit na diagonale nezaporna realna vlastni
Cisla zobrazeni f. Kdyby totiz bylo nékteré z nich zaporné, nebyla
by splnéna podminka nezapornosti jiz pro néktery z bazovych
vektordl. Pak oviem staci definovat zobrazeni g pomoci matice B s
odmocninami pfislusnych vlastnich €isel na diagonale.
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| pFi pocitani s redlnymi Eisly uzivdme pro zjednoduseni rozklady na
souciny. Nejjednodussim je vyjadreni kazdého realného cisla
jednoznaéné ve tvaru a = sgn(a) - |a|, tj. jako soucin znaménka a
abolutni hodnoty. Obdobné rozklady se uzivaji u matic a maji
dalekosahlé dasledky pro numeriku. Zde jen naznacime.
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LU rozklad

Gausova eliminace spociva v postupném nasobeni nasi matice
invertibilnimi maticemi P;, které postihovaly pficitani nasobki
radkt pod pravé zpravovavanym. Predpokladejme pro
jednoduchost, ze nepotfebujeme pfi eliminaci prehazovat radky, tj.
vSechny nase matice P; mohou byt dolni trojahelnikové s jednickami
na diagonalach. Kone¢nég, inverzni matice k takovymto P; jsou opét
dolni trojahelnikové s jednickami na diagonalach a dostavame

U=P-A=P..--P,-A
kde U je horni trojahelnikova matice a tedy
A=L-U

kde L je dolni trojahelnikova matice s jednickami na diagonale a U
je horni trojahelnikova.
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Pfimym disledkem Gausovy eliminace bylo také zjisténi, ze az na
volbu vhodnych bazi na defini¢nim oboru a oboru hodnot, je kazdé
zobrazeni f : V — W zadano matici v blokové diagonalnim tvaru s
jednotkovou matici s rozmérem danym dimenzi obrazu f nulovymi
bloky viude kolem. To lze pfeformulovat takto:

Kazdou matici A typu m/n nad polem skalard K Ize rozlozit na
soucin
E O
A=P. ( ‘ 0) Q.

Pro ¢tvercové matice jsme ukazali pfi diskusi vlastnosti linearnich
zobrazeni f : V — V na komplexnich vektorovych prostorech, ze
kazdou Ctvercovou matici A dimenze m umime rozlozit na soucin

A=P.-B- P!
kde B je blokové diagonalni s Jordanovymi bloky pfislusnymi k
vlastnim Cisldm na diagonale. VSimnéme si, ze nasobeni matici P a
jeji inverzi z opaénych stran odpovida v tomto pfipaé pravé zméné
bize na vektorovém bprostoru V
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Véta o singularnim rozkladu

Jestlize se omezime na ortonormalni baze, ale chceme znat vice
informaci o struktufe obecnych linearnich zobrazeni, musime
postupovat o hodné rafinovanéji, nez v pfipadé bazi libovolnych:

Theorem

Necht A je redlna matice typu m/n. Pak existuji ¢tvercové
ortogonalni matice U a V' dimenzi m a n, a redlna diagonalni matice
s nezapornymi prvky D dimenze r, r < min{m, n}, takové, zZe

euT < (DO
A=USVT, 5_<0 o)

kde r je hodnost matice AAT . Pritom je S urcena jednoznacné az
na poradi prvkii a prvky diagonalni matice D jsou druhé odmocniny
vlastnich ¢&isel d; matice AAT.
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Geometricka interpretace singularniho rozkladu

Diagonalnim hodnotam matice D z predchozi véty se fika singularni
hodnoty matice A. Pro pfisluané zobrazeni ¢ : R” — R™ maji
jednoduchy geometricky vyznam: Necht K C R” je jednotkova
sféra pro standardni skalarni soucin. Obrazem ¢(K) pak vzdy bude
(pfipadné degenerovany) m-rozmérny elipsoid. Singularni Cisla
matice A jsou pfitom velikosti hlavnich poloos a véta navic fika, ze
plvodni sféra vzdy pfipousti ortogonalni sdruzené priiméry, jejichz
obrazem budou pravé viechny poloosy tohoto elipsoidu.

Pro ¢tvercové matice je vidét, ze A je invertibilni pravé, kdyz
vSechna singularni €isla jsou nenulova. Pomér nejvétsiho a
nejmensiho singularniho &isla je dilezitym parametrem pro
robustnost fady numerickych vypoctdi s maticemi, nap¥. pro
vypocCet inverzni matice.
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Definition

Necht A je realna matice typu m/n a nechtA = USV'T je jeji

singularni rozklad, S = ([8 8) Matici ACD .= vs'UT s

0

D! . . ..
S = < 0 nazyvame pseudoinverzni matice k matici A.

Jak ukazuje nasledujici véta, je pseudoinverze dilezité zobecnéni
pojmu inverzni matice.
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Necht A je redlna matice typu m/n. Plati
© Je-li A invertibilni (zejména tedy ctvercova), pak

AL = A71

Q@ pro pseudoinverzi A1) plati, ze ACDA | AAGY jsou
symetrické a

AACDA=A  ACDAACD = oY),

© Uvazme pro danou matici A systém linearnich rovnic Ax = b,
b e R™. Pak y = A=Db e R" minimalizuje vzdalenost
||Ax — b|| pro vSechny x € R".




Rozklady matic a pseudoinverze
©0000000e

Linearni regrese

Aproximacéni vlastnost (3) pfedchozi véty je velice uzitecna v
pripadech, kdy mame najit co nejlepsi priblizeni (neexistujiciho)
feSeni preurceného systému Ax = b, kde A je realna matice typu
m/n a m je vétsi nez n.

Napf. mame experimentem dano mnoho namérenych hodnot b; a
chceme najit linearni kombinaci nékolika funkci f;, kterd bude co
nejlépe aproximovat hodnoty b;. Skutecné hodnoty zvolenych funkci
v bodech y; € R zadaji matici ajj = fi(y;) a nasim tkolem je tedy
urcit koeficienty x; € R tak, aby Y7, (bi — (327, xja;))? byla
minimalni. Jinymi slovy, hledame linearni kombinaci funkci f;
takovou, abychom "dobfe" prolozili zadané hodnoty b;. Diky
predchozi vété jsou hledané optimalni koeficienty A1 p.
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