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Objekty v &, lze zadavat i slozitéjsimi rovnicemi nez linearnimi. Ty
zadané kvadratickymi rovnicemi, se jmenuji kvadriky.
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Objekty v &, lze zadavat i slozitéjsimi rovnicemi nez linearnimi. Ty
zadané kvadratickymi rovnicemi, se jmenuji kvadriky.

Zvolme v &, pevné kartézskou soufadnou soustavu (tj. bod a
ortonormalni bazi zaméreni) a uvazme obecnou kvadratickou

rovnici pro soufadnice (xi,...,x,) bodti A € &,
Zaux,xj—i- g 2aixi +a=0, aj= aj.
ij=1

Miizeme ji zapsat jako f(u) + g(u) + a = 0 pro kvadratickou formu
f (tj. zazeni symetrické bilinearni formy F na dvojice stejnych
argumentt), linearni formu g a skalar a € R a predpokladame ze
hodnost f je nenulova (jinak by se jednalo o linearni rovnici
popisujici euklidovsky podprostor).
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Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinearni symetrickou formou
f:R"x R" — R. Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém
prostoru bude hodnota f(x) na vektoru x = xje; + - - - + xpe, dana
vztahem

F(x) = F(x,x) = 3 _xixiF(eie) = xT A~ x
iJ

kde A = (ajj) je symetrickd matice s prvky a; = F(e;, €).
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Zacnéme s kvadratickou ¢asti, tj. bilinearni symetrickou formou
f:R"x R" — R. Pro libovolnou bazi na tomto vektorovém
prostoru bude hodnota f(x) na vektoru x = xje; + - - - + xpe, dana
vztahem

F(x) = F(x,x) = 3 _xixiF(eie) = xT A~ x
iJ

kde A = (ajj) je symetrickd matice s prvky a; = F(e;, €).

Takovymto zobrazenim f fikame kvadratické formy a vyse

uvedeny vzorec pro hodnotu formy s pouzitim zvolenych souradnic

se nazyva analyticky tvar formy. Jestlize zménime bazi e; na jinou
/

bazi ef, ..., €], dostaneme pro stejny vektor jiné soufadnice

x =25 x"atedy

FX)=(S-X)T-A-(S-X)=()"-(ST-A-S)-X.
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Predchozi vypocet na prostoru se skalarnim soucinem muazeme
shrnout: matice bilinearni formy F a tedy i kvadratické formy f se
transformuje pfi zméné souradnic zpiisobem, ktery pro ortogonalni
zmény soufadnic splyva s transformaci matic zobrazeni (skutecné,
pak je S~1 = ST):.

Theorem

Necht' V' je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Pak
vztah

p=F, F(u,u) = (p(u), u)

zadava bijekci mezi symetrickymi linearnimi zobrazenimi a
kvadratickymi formami na V.
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Euklidovska klasifikace kvadrik

Z posledni véty vyplyva okamzity disledek, ze pro kazdou
kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze zaméreni, ve které
ma f diagonalni matici (a diagonalni hodnoty jsou jednoznacné
ureny az na poradi). Predpokladejme tedy pfimo rovnici ve tvaru

i)\,'xi2 —l—ib;x,' +b=0.
i=1 i=1



Kvadratické formy a kvadriky
000@00000000000

Euklidovska klasifikace kvadrik

Z posledni véty vyplyva okamzity disledek, ze pro kazdou
kvadratickou formu f existuje ortonormalni baze zaméreni, ve které
ma f diagonalni matici (a diagonalni hodnoty jsou jednoznacné
ureny az na poradi). Predpokladejme tedy pfimo rovnici ve tvaru

i)\,'xi2 —l—ib;x,' +b=0.
i=1 i=1

V dalsim kroku pro soufadnice x; s A\; # 0 provedeme doplnéni do
Ctverctl, které ,pohlti” kvadraty i linearni ¢leny tychz neznamych
(tzv. Lagrangeiiv algoritmus). Tak nam ziistanou nejvyse ty
neznamé, pro které byl jejich koeficient u kvadratu nulovy, a
ziskdme tvar

Z)\,-(x,- —pi)*+ Z bix; + c = 0.
i=1 J splaujici Aj =0
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Pokud nam opravdu ziistaly néjaké linearni ¢leny, mazeme zvolit
novou bazi zaméreni tak, aby odpovidajici linearni forma byla
prvkem dualni baze a novou volbou pocatku v &, pak dosahneme
vysledného tvaru

k
Z Aiyf + byks1 + ¢ =0,
i=1

kde k je hodnost kvadratické formy f. Linearni €len se miaze (ale
nemusi) objevit jen, pokud je hodnost f mensi nez n, ¢ € R miize
byt nenulové pouze, kdyz je b = 0.
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Pripad &, tj. kuzelosecky v roviné

Ptivodni rovnice ma tvar

a11x2 + a22y2 + 2a1oxy + aix + aoy +a=0.
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Pripad &, tj. kuzelosecky v roviné

P&ivodni rovnice ma tvar
311x2 + a22y2 + 2a1oxy + aix + aoy +a=0.

Volbou vhodné baze zaméreni a naslednym doplnénim &tvercil
dosahneme tvaru (opét pouzivame stejného znaceni x, y pro nové
souradnice):

a11x2 + a22y2 +aix+ay+a=0

kde a; miize byt nenulové pouze v pfipadé, ze a;; je nulové.
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Pripad &, tj. kuzelosecky v roviné — pokracovani

Poslednim krokem obecného postupu, tj. v dimenzi n = 2 jen
pfipadnou volbou posunuti, dosahneme pravé jedné z rovnic:

0=x%/a®+y?/b? +1 prazdna mnozina
0=x?/a>+y?/b> —1  elipsa
0=x%/a®>—y?/b*> -1 hyperbola

0 =x%/a%® — 2py parabola

0= x2/a%+ y?/b? bod

0 =x2/a° — y?/b? 2 riiznobézné primky
0=x%-2a° 2 rovnobézné primky
0=x° 2 splyvajici pfimky

0=x%+2a° prazdna mnozina
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Afinni pohled

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.
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Afinni pohled

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.

Pochopitelné ale ¢asto potfebujeme podobnou véc v afinnich
prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné soustavy.
NapF. v roviné to bude znamenat, Ze neumime rozlisit kruznici od
elipsy, samozfejmé bychom ale méli odlisit hyperbolu a viechny
ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi sebou viechny
hyperboly atd.
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Afinni pohled

Geometricka formulace naseho popisu kvadrik je, ze pro dva riizné
objekty — kvadriky, zadané v obecné riiznych kartézskych
soufadnicich, existuje euklidovska transformace na &, (tj. afinni
bijektivni zobrazeni zachovavajici velikosti) tehdy a jen tehdy,
pokud vyse uvedeny algoritmus vede na stejny analyticky tvar, az
na poradi soufadnic.

Pochopitelné ale ¢asto potfebujeme podobnou véc v afinnich
prostorech, tj. s volnosti vybéru jakékoliv afinni souradné soustavy.
NapF. v roviné to bude znamenat, Ze neumime rozlisit kruznici od
elipsy, samozfejmé bychom ale méli odlisit hyperbolu a viechny
ostatni typy kuzelosecek. Hlavné ale splynou mezi sebou viechny
hyperboly atd.

Ukazeme si hlavni rozdil postupu na kvadratickych formach.
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Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V a
jeji analytické vyjadreni f(u) = xT Ax vzhledem ke zvolené bazi na
V. Pro vektor u = xyu; + - - - + x,u, pak také zapisujeme formu f

ve tvaru
X1> § ajjXiXj,

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu
ukazali, ze pro vhodnou bazi bude matice A diagonalni, tj. ze pro
prislusnou symetrickou formu F bude platit F(u;, uj) = 0 pfi i # j.
Kazdou takovou bazi nazyvame polarni baze kvadratické formy f.
Samoziejmé si pro takovy ucel miizeme vzdy skalarni soucin vybrat.
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Uvazme néjakou kvadratickou formu f na vektorovém prostoru V a
jeji analytické vyjadreni f(u) = xT Ax vzhledem ke zvolené bazi na
V. Pro vektor u = xyu; + - - - + x,u, pak také zapisujeme formu f

ve tvaru
X1> § ajjXjXj,

V predchozich odstavcich jsme jiz s vyuzitim skalarniho soucinu
ukazali, ze pro vhodnou bazi bude matice A diagonalni, tj. ze pro
prislusnou symetrickou formu F bude platit F(u;, uj) = 0 pfi i # j.
Kazdou takovou bazi nazyvame polarni baze kvadratické formy f.
Samoziejmé si pro takovy ucel miizeme vzdy skalarni soucin vybrat.
Existuje ale daleko jednodussi algoritmus, jak takovou polarni bazi
najit mezi véemi bazemi. Tim se zaroven dovime podstatné
informace o afinnich vlastnostech kvadratickych forem. Nasledujici
véta byva v literatufe uvadéna pod nazvem Lagrangeiv
algoritmus.
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Lagrangetiv algoritmus doplhovani na ctverce

Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R
kvadraticka forma. Pak na V ziskdme polarni bazi pro f takto:
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Lagrangetiv algoritmus doplhovani na ctverce

Necht V je realny vektorovy prostor dimenze n, f : V — R
kvadraticka forma. Pak na V ziskdme polarni bazi pro f takto:
(1) Necht A je matice f v bazi u = (u1,...,us) na V a
predpokladejme a;; # 0. Pak miizeme psat

2 2
f(Xl, e ,X,,) = a11X] + 2a10x1x2 + - -+ axnxs + ...
—1 2
= ap; (a11x1 + aoxo + - - - + ainxn)
+ ¢leny neobsahujici x;

Provedeme tedy transformaci soufadnic (tj. zménu baze) tak, aby v
novych souradnicich bylo

/ / /
X1 = a11X1 + a12x2 + - -+ + a1pXp, Xo = X2, ..., X, = Xp.
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pokracovani

To odpovida nové bazi

vi = al_llul, Vo = Uy — al_llalgul, eV = Up — al_llal,,ul a tak jak
|ze oCekavat, v nové bazi bude pfislusna symetricka bilinerani forma
spliovat g(v1, v;) = 0 pro vSechny i > 0. Ma tedy f v novych
soufadnicich analyticky tvar al_llx{2 + h, kde h je kvadraticka forma
nezavisla na proménné xj.

Z technickych divodi byva lepsi zvolit v nové bazi vi = 1y, opét
dostaneme vyraz f = f; + h, kde fi zavisi pouze na x{, zatimco v h
se x; nevyskytuje. Pritom pak g(vi,v1) = a11.
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pokracovani

To odpovida nové bazi

vi = al_llul, Vo = Uy — al_llalgul, eV = Up — al_llal,,ul a tak jak
|ze oCekavat, v nové bazi bude pfislusna symetricka bilinerani forma
spliovat g(v1, v;) = 0 pro vSechny i > 0. Ma tedy f v novych
soufadnicich analyticky tvar al_llx{2 + h, kde h je kvadraticka forma
nezavisla na proménné xj.

Z technickych divodi byva lepsi zvolit v nové bazi vi = 1y, opét
dostaneme vyraz f = f; + h, kde fi zavisi pouze na x{, zatimco v h
se x; nevyskytuje. Pritom pak g(vi,v1) = a11.

(2) Predpokladejme, ze po provedeni kroku (1) dostaneme pro h
matici (fadu o jednicku mensiho) s koeficientem u x52 rtiznym od
nuly. Pak miizeme zopakovat presné stejny postup a ziskame
vyjadreni f = f; + f» + h, kde v h vystupuji pouze proménné s
indexem vétsim nez dvé. Tak miizeme postupovat tak dlouho, az
bud provedeme n — 1 krokil a ziskdme diagonalni tvar, nebo v
feknéme /-tém kroku bude prvek a;; dosud ziskané matice nulovy.
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pokracovani

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek
ajj # 0 s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a
pokracovat podle predeslého postupu.
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pokracovani

(3) Nastane-li posledni moznost, ale pfitom existuje jiny prvek

ajj # 0 s j > i, pak staci prehodit i-ty prvek baze s j-tym a
pokracovat podle predeslého postupu.

(4) Predpokladejme, ze jsme narazili na situaci a;j = 0 pro vSechny
J > i. Pokud pfitom neexistuje ani zadny jiny prvek aj # 0s j > i,
k > i, pak jsme jiz aplné hotovi nebot jsme jiz dosahli diagonalni
matici. Predpokladejme, Ze aj # 0. Pouzijeme pak transformaci

vj = uj + uy, ostatni vektory baze ponechame (tj. x; = xx — X},
ostatni zdstavaji). Pak

h(v;, vj) = h(uj, uj) + h(uk, ug) + 2h(uy, uj) = 2ay # 0 a mizeme
pokracovat podle postupu v (1).
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Po vypoctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem miizeme jesté
vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadreni nasi formy vystupovaly v roli
koeficient u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze skalary 1, —1 a
0.
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Po vypoctu polarni baze Lagrangeovym algoritmem miizeme jesté
vylepsit bazové vektory pomoci nasobeni skalarem tak, aby v
prislusném analytickém vyjadreni nasi formy vystupovaly v roli
koeficient u kvadratd jednotlivych soufadnic pouze skalary 1, —1 a
0.

Pocty jedniek a minus jednicek nazyvame signaturou
kvadratické formy. Opét tedy dostavame Gplny popis
kvadratickych forem ve smyslu, ze dvé takové formy jsou
pfevoditelna jedna na druhou pomoci afinni transformace tehdy a
jen tehdy, kdyz maji stejnou signaturu:
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Theorem (véta o setrvacnosti)

Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na realném
vektorovém prostoru V existuje celé Cislo 0 < p < r a r nezavislych

linearnich forem o1,..., o, € V* takovych, ze
2 2 2 2
F(u) = (p2(u))” + -+ + (0p(u))” = (Lps1(v))” — - = (or(u))".
Jinak feceno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni
f(x1,...,Xn) :X12—|—-'-+XI§—X3+1 — = X2

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.
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Theorem (véta o setrvacnosti)

Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na realném
vektorovém prostoru V existuje celé Cislo 0 < p < r a r nezavislych

linearnich forem o1,..., o, € V* takovych, ze
2 2 2 2
F(u) = (p2(u))” + -+ + (0p(u))” = (Lps1(v))” — - = (or(u))".
Jinak feceno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni
f(x1,...,Xn) :X12—|—"-+XI§—X3+1 — = X2

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téze
kvadratické formy v riiznych bazich pravé, kdyz maji stejnou
hodnost a kdyz matice prislusnych forem v polarni bazi maji stejny
pocet kladnych koeficienti.
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Pri diskusi symetrickych zobrazeni jsme hovofili o definitnich a
semidefitnich zobrazenich. Tataz diskuse ma jasny smysl i pro
symetrické bilinearni formy a kvadratické formy.

Kvadratickou formu f forma na redlném vektorovém prostoru V
nazyvame
@ positivne definitni, je-li f(u) > 0 pro viechny u # 0
@ positivne semidefinitni, je-li f(u) > 0 pro vsechny u € V
© negativne definitni, je-li f(u) < 0 pro vSechny u # 0
Q@ negativne semidefinitni, je-li f(u) <0 pro viechny u € V
@ indefinitni, je-li f(u) >0 a f(v) <0 pro vhodné u,v € V.

Stejné nazvy pouzivame i pro symetrické realné matice, jsou-li
maticemi patfiénych kvadratickych forem. Signaturou symetrické
matice pak rozumime signaturu pfislusné kvadratické formy.
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