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Theorem (véta o setrvacnosti)

Pro kazdou nenulovou kvadratickou formu hodnosti r na realném
vektorovém prostoru V existuje celé Cislo 0 < p < r a r nezavislych

linearnich forem o1, ..., o, € V* takovych, Ze
2 2 2 2
F(u) = (p2(u))” + - + (0p(u))” = (Lps1(v))” — - = (or(u))".
Jinak feceno, existuje polarni baze, ve které ma f analytické
vyjadreni
f(x1,...,Xn) :X12—|—-'-+XI§—X3+1 — = X2

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.
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f(x1,...,Xn) :X12—|—-'-+XI§—X3+1 — = X2

Pocet p kladnych diagonalnich koeficientii v matici dané
kvadratické formy nezavisi na volbé polarni baze.

Dvé symetrické matice A, B dimenze n jsou maticemi téze
kvadratické formy v riiznych bazich pravé, kdyz maji stejnou
hodnost a kdyz matice pfislusnych forem v polarni bazi maji stejny
pocet kladnych koeficienti.




Kvadratické formy a kvadriky
oce

Theorem (Sylvestrovo kriterium)

Symetricka redlna matice A je pozitivné definitni, pravée kdyz jsou
vsechny jeji hlavni minory kladné.

Matice je negativné definitni, pravé kdyz plati (—1)'|A;| > 0 pro
vsechny hlavni submatice A;.

Theorem (Jacobiho véta)

Uvazme kvadratickou formu f hodnosti r s matici A v dané bazi.
V Langrangeové algritmu neni tfeba jinych krokii nez dopliovani
Ctverct, pravé kdyz jsou hlavni minory |A;| # 0 pro vsechny
i=1,...,r. Pak existuje polarni baze, ve které ma f vyjadreni

|A2| > |Ar]

le,.. X —A1X—|- + oo+
( n) | |1 |A‘2 ’Ar—1|r
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
staci, na jiné bohuzel ale nikoliv:
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
staci, na jiné bohuzel ale nikoliv:

@ pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany thly a
rovnobézné primky se mohou (ale nemusi) protinat.

@ robustnost a jednoduchost numerickych operaci pfi zpracovani
scén.
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Na mnoho praktickych tloh euklidovska nebo afinni geometrie
staci, na jiné bohuzel ale nikoliv:

@ pfi zpracovavani obrazu z kamery nejsou zachovavany thly a
rovnobézné primky se mohou (ale nemusi) protinat.

@ robustnost a jednoduchost numerickych operaci pfi zpracovani
scén.

Zakladni ideou projektivni geometrie je rozsifeni afinnich prostorti o
body v nekone¢nu zplisobem, ktery bude dobfe umoznovat
manipulace s linearnimi objekty typu bodi, pfimek, rovin, projekci,
apod.
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Body roviny Aj si predstavime jako rovinu z = 1 v R3. Pak kazdy
bod P predstavuje vektor u = (x,y,1) € R3 a tim i jednorozmérny
podprostor (u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R3 protina
nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou dany soufadnicemi (x, y, z) jednoznacné, az na
spolecny skalarni nasobek. Zadny pranik s nasi rovinou nebudou mit
pouze podprostory s body o soufadnicich (x, y,0).
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Body roviny Aj si predstavime jako rovinu z = 1 v R3. Pak kazdy
bod P predstavuje vektor u = (x,y,1) € R3 a tim i jednorozmérny
podprostor (u) C R3. Naopak, skoro kazdy podprostor v R3 protina
nasi rovinu v pravé jednom bodé P a jednotlivé vektory takového
podprostoru jsou dany soufadnicemi (x, y, z) jednoznacné, az na
spoleény skalarni nasobek. Zadny priinik s nasi rovinou nebudou mit
pouze podprostory s body o soufadnicich (x, y,0).

Definition

Projektivni rovina P, je mnozina viech jednorozmérnych
podprostorii v R3. Homogenni souradnice bodu P = (x:y:z) v
projektivni roviné jsou trojice realnych cisel uréené az na spolecny
skalarni nasobek a alespon jedno z nich musi byt nenulové. Primka
v projektivni roviné je definovana jako mnozina jednorozmérnych
podprostorii (tj. bodii v P;), které spoleéné vyplIni rovinu v R3.
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Example

V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; :y —x—1=0a
Lry:y—x+1=0.

Jsou-li body pfimek L; a Ly koneéné body v projektivnim prostoru
P2, jsou jejich homogenni soufadnice (x : y : z) dany:

Li:y—x—z=0, Ly:y—x+z=0.
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Example

V afinnim prostoru R? uvazujme dvé piimky L; :y —x—1=0a
Lry:y—x+1=0.

Jsou-li body pfimek L; a Ly koneéné body v projektivnim prostoru
P2, jsou jejich homogenni soufadnice (x : y : z) dany:

Li:y—x—z=0, Ly:y—x+z=0.

Jak dostaneme rovnice téchto pfimek v soufadnicich v afinni roviné
s y = 17 Dosadime y = 1 do predchozich rovnic:

Li:1-x-—z=0, Ly:1-x+2z=0

Nyni jsou ,,nekonecné” body nasi pdvodni afinni roviny dany
vztahem z = 0 a nase pfimky L} a L} se protinaji v bodé (1,1, 0).
To odpovida geometrické predstavé, ze rovnobézné primky Ly, Lo v
afinni roviné se protinaji v nekoneénu (a to v bodé (1:1:0)).




Volbou libovolné afinni nadroviny A, ve vektorovém prostoru R"*1,
ktera neprochazi pocatkem, mazeme ztotoznit body P € A, s
jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a
fikame jim ,,nekoneéné body" v projektivnim rozsifeni P, afinni
nadroviny A,. Zjevné je vzdy mnozina nekone¢nych bodii v P,
projektivnim prostorem dimenze o jednic¢ku nizsim. Abstraktnéji
hovofime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny
vektorovy prostor V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.
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ktera neprochazi pocatkem, mazeme ztotoznit body P € A, s
jednorozmérnymi podprostory, které tyto generuji. Zbylé
jednorozmérné podprostory vyplni rovinu rovnobéznou s A, a
fikame jim ,,nekoneéné body" v projektivnim rozsifeni P, afinni
nadroviny A,. Zjevné je vzdy mnozina nekoneénych bodi v P,
projektivnim prostorem dimenze o jednic¢ku nizsim. Abstraktnéji
hovofime o projektivizaci vektorového prostoru: pro libovolny
vektorovy prostor V dimenze n + 1 definujeme

P(V)={P C V; P je jednorozmérny vektorovy podprostor}.

Volbou libovolné baze u ve V dostavame tzv. homogenni
souradnice na P(V) tak, ze pro P € P(V) pouzijeme jeho
libovolny nenulovy vektor u € V' a souradnice tohoto vektoru v bazi
u. Afinni pfimka ma tedy ve svém projektivnim rozsifeni pouze
jediny bod (oba konce se ,,potkaji* v nekoneénu a projektivni
primka vypada jako kruznice), projektivni rovina ma projektivni
pfimku nekoneénych bodu atd.
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PF¥i zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich
hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylou€ime viechny body
projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a ziskdme tak
vlozeni n—rozmérného afinniho prostoru A, C P(V). To je presné
konstrukce, kterou jsme pouzili v opaéném sméru v prikladu
projektivni roviny.
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PF¥i zvolenych homogennich soufadnicich je mozné jednu z jejich
hodnot zafixovat na jednicku (tj. vylou€ime viechny body
projektivniho prostoru s touto soufadnici nulovou) a ziskdme tak
vlozeni n—rozmérného afinniho prostoru A, C P(V). To je presné
konstrukce, kterou jsme pouzili v opaéném sméru v prikladu
projektivni roviny.

Kazdé prosté linearni zobrazeni 7 : Vi — V5 mezi vektorovymi
prostory samozfejmé zobrazuje jednorozmérné podprostory na
jednorozmérné podprostory. Tim vznika zobrazeni na
projektivizacich T : P(V;1) — P(V2). Takovym zobrazenim fikame
projektivni zobrazeni. Jinak feceno, projektivni zobrazeni je
takové zobrazeni mezi projektivnimi prostory, ze v kazdé soustavé
homogennich soufadnic na defini¢nim oboru i obrazu je toto
zobrazeni zadano nasobenim vhodnou matici. Obecnéji, pokud nase
pomocné linedrni zobrazeni neni prosté, definuje projektivni
zobrazeni pouze mimo svoje jadro, tj. na bodech, jejichz homogenni
soufadnice se nezobrazuji na nulu.
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llustrujme vyhodu projektivni geometrie na perspektivni projekci
R3 — R2. Bod (X, Y, Z) ,realného svéta“ se promita na bod
(x, y) na praimétné takto:

X Y

x=—f= =—f=.

z 7 Z
To je nejen nelinearni formule, ale navic pfi Z malém bude velice
problematicka pfesnost vypocti.
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llustrujme vyhodu projektivni geometrie na perspektivni projekci
R3 — R2. Bod (X, Y, Z) ,realného svéta“ se promita na bod
(x, y) na praimétné takto:

X Y

AN S
7z 7 7

x=—f

To je nejen nelinearni formule, ale navic pfi Z malém bude velice
problematicka pfesnost vypocti.

Pfi rozsifeni této transformace na zobrazeni P; — P> dostavame
zobrazeni (X : Y :Z: W)= (x:y:z)=(—fX:—fY : 2), 1.
popsané prostou linearni formuli

—f 0 00
=10 —f 00
0 0 10

N < X
SNo< X
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Tento jednoduchy vyraz zadava perspektivni projekci pro viechny
koneéné body v R3 C Ps3, které dosazujeme jako vyrazy s W = 1.
Navic jsme odstranili problémy s body, jejichz obraz lezi v
nekonecnu. Skutecné, je-li Z-ova souradnice skuteéného bodu scény
blizka nule, bude hodnota tfeti homogenni soufadnice obrazu mit
souradnici blizkou nule, tj. bude predstavovat bod blizky nekoneénu.
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Invertibilni projektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe
odpovidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim
dimenze n+ 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni nasobek.
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Invertibilni projektivni zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe
odpovidaji v homogennich soufadnicich invertibilnim maticim
dimenze n+ 1. Dvé takové matice zadavaji stejnou projektivni
transformaci pravé, kdyz se lisi o konstantni nasobek.

Jestlize si zvolime prvni souradnici jako tu, jejiz nulovost urcuje
nekonecné body, budou transformace, které zachovavaji konecné
body, dany maticemi, jejichz prvni Fadek musi byt az na prvni ¢len
nulovy. Jestlize budeme chtit prejit do afinnich soufadnic koneénych
bodi, tj. zafixujeme si hodnotu prvni soufadnice na jednicku, musi
byt prvni prvek na prvnim fadku byt také rovny jedné.
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Matice projektivnich transformaci zachovavajicich kone¢né body
tedy maji tvar:

by a1 -+ ain
bn anlt - ann

kde b= (b1,...,by)T € R" a A= (aj) je invertibilni matice
dimenze n. Pasobeni takové matice na vektoru (1,xi,...,Xn) je
pravé obecna afinni transformace.
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Jestlize popiseme kvadriku v afinnich soufadnicich pomoci obecné
kvadratické rovnice, viz vy3e, jejim pfepsanim v homogennich
soufadnicich dostaneme vzdy vylu¢né homogenni vyraz, jehoz
vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Divod je ten, Zze pouze takové
homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
nezavisle na zvoleném konstantnim nasobku soufadnic

(X0, X1, - - -, %n). Hledame tedy takovy, jehoz zGizenim na afinni
soufadnice, tj. dosazenim xp = 1, ziskdme piivodni vyraz. To je ale
mimoradné jednoduché, prosté dopiseme dostatek xg ke vsem
vyraztim — zadny ke kvadratickym €lentim, jedno k linearnim a x2
ke konstantnimu ¢lenu.
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kvadratické rovnice, viz vy3e, jejim pfepsanim v homogennich
soufadnicich dostaneme vzdy vylu¢né homogenni vyraz, jehoz
vSechny ¢leny jsou druhého fadu. Divod je ten, Zze pouze takové
homogenni vyrazy budou mit pro homogenni souradnice smysl
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(X0, X1, - - -, %n). Hledame tedy takovy, jehoz zGizenim na afinni
soufadnice, tj. dosazenim xp = 1, ziskdme piivodni vyraz. To je ale
mimoradné jednoduché, prosté dopiseme dostatek xg ke vsem
vyraztim — zadny ke kvadratickym €lentim, jedno k linearnim a x2
ke konstantnimu ¢lenu.

Ziskame tak dobre definovanou kvadratickou formu na nasem
pomocném vektorovém prostoru R"1, ale ty jsme uz viiéi libovolné
volbé baze klasifikovali. Zkuste si samostatné prevést tuto
klasifikaci do projektivni i afinni podoby. (Hezké a naro¢né cviceni
na zavér semestrul)
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