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Vidéli jsme uz funkce, jejichz hodnoty byly dany formuli nebo
popisem zmény hodnoty v zavislosti na zménach zavislé proménné.
Dalsi obvykly pfipad — sledované hodnoty jsou vysledkem né&jaké
nahodilosti a my se snazime popsat s jakou pravdépodobnosti
nastane ta ¢i ona moznost.

Nejbanalnéjsi priklad: hazeni kostkou s 3esti stranami s oznacenimi
1,2,3,4,5,6.

Matematicky model takového hazeni ,,poctivou’ kostkou
predepisuje, ze kazda ze stran pada stejné Casto.

Pro konkrétni kostku je ale jisté, ze skutecné relativni Cetnosti
vysledki nebudou stejné. Z velikého poctu pokusii Ize usoudit na
relativni Cetnosti jednotlivych vysledki hodii a tyto ustanovit jako
pravdépodobnosti v nasem matematickém popisu.

Nicméné pfi sebevétsim poctu pokusti nemiizeme vylouéit moznost,
Ze se nahodou povedla velice nepravdépodobna kombinace vysledkii
a ze se tim nas matematicky model skuteénosti stal (pro tento
konkrétni pfipad) nedobrym.
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Definition (Nahodné jevy)

Budeme pracovat s neprazdnou pevné zvolenou mnozinou 2 viech
moznych vysledkii, kterou nazyvame zakladni prostor.

Pro jednoduchost bude pro nas Q kone¢na mnozina s prvky

w1, ...,w,, pfedstavujicimi jednotlivé mozné vysledky.

Kazda podmnozina A C Q predstavuje mozny jev.

Casto se setkavame s piipady, kdy ne véechny podmnoziny mohou
nastavat, hovofime pak o jevovém poli A. Pozadujeme pfitom:

o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
@ je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kazdé dva jevy je jevem i
jejich mnozinovy rozdil,

@ jsou-li A,B € A, pak AU B € A, tj. pro kazdé dva jevy je
jevem i jejich sjednoceni.
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Jevové pole je tedy systém podmnozin (konecného) zakladniho
prostoru uzavieny na priiniky, sjednoceni a rozdily. Jednotlivé
mnoziny A € A nazyvame nahodné jevy (vzhledem k A).

o Komplement A° = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Prinik dvou jevil opét jevem, protoze pro kazdé dvé
podmnoziny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnNB.

Pro nase hazeni kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6} a jevové pole je
tvoreno vsemi podmnozinami. Napf. ndhodny jev {1,3,5} pak
interpretujeme jako ,,padne liché Cislo".
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Terminologie pfipomina souvislosti s popisem skuteénych modeli:

o cely zakladni prostor € se nazyva jisty jev, prazdna
podmnozina () € A se nazyva nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spolecné nastoupeni jevi A;, i € I, odpovida jevu N;c,A;,
nastoupeni alespon jednoho z jevii A;, i € I, odpovida jevu
UielAj,

e A, B € A jsou neslucitelné jevy, je-li AN B =0,

@ jev A ma za dusledek jev B, kdyz A C B,

o je-li Ae A, pak se jev B =Q\ A nazyva opacny jev k jevu
A, piseme B = A°.
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Definition (Klasicka konecna pravdépodobnost)

Necht Q je konecny zakladni prostor a necht jevové pole A je pravé
systém viech podmnozin v Q. Klasicka pravdepodobnost je
takovy pravdépodobnostni prostor (£2,.A, P) s pravdépodobnostni
funkci P: A — R,

Al

P(A) = o
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Takto definovana skalarni funkce P : A — R ma vlastnosti
vlastnosti:

@ je nezaporna, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,
e je aditivni, tj. P(AU B) = P(A) + P(B), kdykoliv je
ANB=0aABeA,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

|

Dusledky

Pro vsechny jevy plati P(A°) =1 — P(A).

Additivnost plati pro jakykoliv koneény pocet neslucitelnych jevii
A CQ, i€l .

P(UiciAi) = > P(A), kdykolivje AinA; =0, i, i,j€l.

i€l
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Podivejme se, jak z hazeni kostkou dostat riizné pravdépodobné
elementarni jevy na vhodné definovaném jevovém poli. Budeme
pozorovat soucty pfi hodu vice kostkami.

Uvazujme takto: pfi hodu jednou kostkou je kazdy vysledek stejné
pravdépodobny s pravdépodobnosti %. Pfi hodu dvémi kostkami je
kazdy predem zvoleny vysledek (a, b), tj. dvojice pfirozenych Cisel
od jedné do Sesti (véetné poradi), stejné pravdépodobny s
pravdépodobnosti %.

Pokud se budeme ptat po dvou pétkach, je tedy pravdépodobnost
poloviéni nez u dvou riiznych hodnot bez uvedeni poradi. Pro
jednotlivé mozné soucty uvedené v hornim fadku nam vychazi pocet

moznosti v Fadku dolnim:

[2|3|4]5]6]7[8]9]10]|11]12]
[1[2[3]4]5]6[5[4[3[2]1]




Pravdépodobnost
0000000e0

Problém totiz je, ze pokud jsou jevy slucitelné, ¢aste€né mame v
souctu pravdépodobnosti zapocteny priznivé vyskyty vicekrat.
Nejjednodussi je si nejprve predstavit situci se dvéma slucitelnymi
jevy A, B. Uvazme nejprve klasickou pravdépodobnost, kde jde
vlastné o pocitani prvkii v podmnozinach. Pravdépodobnost
vyskytu alespoi jednoho z nich, tj. pravdépodobnost jejich
sjednoceni, je dana vztahem

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(An B), (1)

protoze ty prvky, které patfi do mnoziny A i B, jsme nejprve
zapocetli dvakrat a tak je musime jednou odecist.

Obdobné postupujeme u vice mnozin a u obecné kone¢né
pravdépodobnosti.

Na arovni mohutnosti mnozin jde o klasicky princip inkluze a
exkluze.
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Priklad chaotického asistenta

Asistent ma poslat tfi obalky na tfi adresaty, provede to ale
nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Zze aspon jeden adresat dostane
sviij dopis?

Spocteme si pravdépodobnost opacného jevu. Ulohu miizeme
sformulovat tak, ze hledame poradi ¢isel 1, 2 a 3 takové aby zadné
Cislo i nebylo pravé na i-tém misté. Na prvni pohled vidime, ze
takové jsou dvé: 321, 312.

Spocteme totéz pomoci inkluze a exkluze: oznacime M; mnozinu
poradi, které maji na i-tém misté j. Pak pocet hledanych poradi je

d:3!—|M1UM2UM3‘
=31 — |My| = [Mp| — [ M5+
|M10M2|+|M1QM3‘+‘MQQM3‘—’MlﬂMzﬂM3‘
=6—-2—-2—-2414+141-1=2

Opacny jev ma tedy pravdépodobnost 2/6 = 1/3, hledana
pravdépodobnost je tedy 2/3.
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Nezavislé jevy Uvazme libovolny pravdépodobnostni prostor
(2, A, P) a v ném néjaké jevy Ai, ..., Ax. Rekneme, Ze tyto jevy
jsou stochasticky nezavislé (vzhledem k pravdépodobnosti P),
jestlize pro libovolné z nich vybrané jevy A;,... A;,, 1 <0<k
plati

P(A,‘l ﬂ”-ﬂA,'e) = P(A,‘l) SRR P(A,‘Z).

Zjevné je kazdy podsystém stochasticky nezavislych jevil opét
stochasticky nezavisly. Dale si pro dva stochasticky nezavislé jevy
A, B spoCtéme

P(ANB) = P(A\B) = P(A)—P(ANB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°)

Odtud uz snadno dovodime, ze zaménou jednoho nebo vice
stochasticky nezavislych jevil za jejich opaéné jevy obdrzime opét
stochasticky nezavislé jevy.
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Casto se hleda pravdépodobnost, ze nastane alespoit jeden ze
stochasticky nezavislych jevd, tzn. hleddame P(A; U --- U Ay).
Muazeme pak pouzit elementarni vlastnosti mnozinovych operaci,
tzv. de Morganova pravidla,

AlU-“UAk:(Afﬂ"'ﬂAi)c
a dostavame:

P(A1U- - UA) = 1—P(ASN- - NAS) = 1—(1-P(A1)) . .. (1— P(Ay)).
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Uvazme rovinu R? dvojic realnych ¢isel a v ni podmnozinu Q se
znamym obsahem vol  (symbol ,,vol" od anglického ,,volume”, tj.
obsah/objem). Pfikladem miize slouzit tfeba jednotkovy Etverec.
Nahodné jevy budou reprezentovany podmnozinami A C Q za
jevové pole A bereme systém podmnozin, u kterych umime urcit
jejich obsah. Treba vsechna kone€na sjednoceni trojahelnika.
Nastoupeni nebo nenastoupeni jevu je dano vybérem bodu v Q,
kterym se trefime nebo netrefime do mnoziny reprezentujici jev A.
Podobné jako u klasické pravdépodobnosti pak definujeme
pravdépodobnostni funkci P : A — R vztahem

vol A
(4) = vol Q°
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Uvazme jako pfiklad problém, kdy ndhodné vyberem dvé hodnoty

a < b v intervalu (0,1) C R. V3echny hodnoty a i b jsou stejné
pravdépodobné a otazka zni ,jaka je pravdépodobnost, Ze interval
(a, b) bude mit velikost alespon jedna polovina?".

Odpovéd je docela jednoducha: volba ¢isel a, b je volbou
libovolného bodu (a, b) ve vnitrku trojahelniku € s hrani¢nimi
vrcholy [0,0], [0, 1], [1,1] (nacrtnéte si obrazek!). Potfebujeme znat
plochu podmnoziny, ktera odpovida bodtim s b > a + % tj. vnitiku
trojahelniku A ohranigeného vrcholy [0, 3], [0, 1], [%, 1]. Evidentn&
dostavame P(A) = 1.
Zkuste si samostatné odpovédét na otazku ,,pro jakou pozadovanou
minimalni délku intervalu (a, b) dostaneme pravdépodobnost jedna
polovina?".
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