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Definition

Binarni relaci mezi mnozinami A a B rozumime podmnozinu R
kartézského soucinu A x B. Casto piseme a ~g b pro vyjadeni
skutecnosti, ze (a,b) € R, tj. ze body a€ A a b € B jsou v relaci
R. Definicnim oborem relace je podmnozina

DcA D={acA3be B,(ab)c R}.

Podobné oborem hodnot relace je podmnozina

IcB, |I={beB;3ac A/ (ab)ecR}.
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V pfipadé A = B hovofime o relaci na mnoziné A. Rikame, ze R je:
o reflexivni, pokud idy C R (tj. (a,a) € R pro vsechny a € A),
o symetricka, pokud R~ = R (tj. pokud (a, b) € R, pak i
(b,a) € R),
@ antisymetricka, pokud R~1 N R C ida (tj. pokud (a,b) € R a
zaroven (b, a) € R, pak a = b),
e tranzitivni, pokud Ro R C R, tj. pokud z (a,b) € R a
(b,c) € R vyplyva i (a,c) € R.
Relace se nazyva ekvivalence, pokud je soucasné reflexivni,
symetricka i tranzitivni. Relace se nazyva usporadani jestlize je
reflexivni, tranzitivni a antisymetricka.
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Pfipomenme rekurentni definici pfirozenych Cisel
N=1{0,1,2,3,...}, kde

0=0, n+1={0,1,2,...,n}.

Definujeme relaci m < n pravé, kdyz m € n. Evidentné jde o Gplné
asporadani. Napf. 2 < 4, protoze

2= {@, {@}} - {@, {®}7 {@, {Q}}7 {®7 {@}’ {@, {@}}}} =4

Jinak Feceno, samotna rekurentni definice zadava vztah n < n+1 a
tranzitivné pak n < k pro viechna k, ktera jsou timto postupem
definovana pozdéji.
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Kazda ekvivalence R na mnoziné A zadava zaroven rozklad
mnoziny A na podmnoziny vzajemné ekvivalentnich prvki, tzv.
tridy ekvivalance. Klademe pro libovolné a € A

R, ={b € A;(a,b) € A}.

Casto budeme psat pro R, prosté [a], je-li z kontextu zfejmé, o
kterou ekvivalenci jde.

Zjevné R, = Ry, pravé, kdyz (a, b) € R a kazda takova podmnozina
je tedy reprezentovana kterymkoliv svym prvkem, tzv.
reprezentantem. Zaroven R, N Ry # () prave, kdyz R, = Ry, tj.
tfidy ekvivalence jsou po dvou disjunktni. Konecné, A = U,caR,,
tj. celda mnozina A se suktecné rozlozi na jednotlivé tridy.

Miizeme také tfidam rozkladu rozumét tak, ze tfidu [a] vnimame
jako prvek a ,,az na ekvivalenci®.
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Priklad — konstrukce celych cisel

Na prirozenych €islech umime sice séitat a vime, ze pfictenim nuly
se Cislo nezméni. Umime i definovat odecitani, pfi ném ale jen
nékdy existuje vysledek.

Zakladni ideou konstrukce celych €isel z pfirozenych je tedy pridat k
nim chybéjici rozdily. To mazeme udélat tak, ze misto vysledku
odecitani budeme pracovat s usporadanymi dvojicemi Cisel, které
nam samozrejmé vzdy vysledek dobre reprezentuji. Zbyva jen dobre
definovat, kdy jsou (z hlediska vysledku odecitani) takové dvojice
ekvivalentni. Potfebny vztah tedy je:

(a,b) ~(d,b) <= a-b=da-b <+ at+b=3+b.

Vsimnéme si, ze zatimco vyrazy v prostfedni rovnosti v prirozenych
Cislech neumime, vyrazy v pravo uz ano. Snadno ovéfime, ze
skute€né jde o ekvivalenci a jeji tfidy oznacime jako cela Cisla Z.
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Na tridach ekvivalence definujeme operaci s¢itani (a s ni i
odecitani) pomoci reprezentantd. Napr.

[(a, 5)] + [(c, )] = [(a + ¢, b+ d)],

coz zjevné nezavisi na vybéru reprezentanti. Lze si pfitom vzdy
volit reprezentanty (a,0) pro kladna &isla a reprezentanty (0, a) pro
Cisla zaporna, se kterymi se ndm bude patrné pocitat nejlépe.
Tento jednoduchy prklad ukazuje, jak dilezité je umét nahlizet na
tfidy ekvivalence jako na celistvy objekt a soustfedit se na vlastnosti
téchto objekti, nikoliv formalni popisy jejich konstrukci. Ty jsou
viak dilezité k ovéreni, ze takové objekty vilbec existuiji.
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U celych &isel nam uz plati vSechny vlastnosti skalara (KG1)—-(KG4)
a (01)-(04), z popisu vlastnosti skalarii. Pro nasobeni je
neutralnim prvkem jednicka, ale pro viechna Cisla a riizna od nuly a
jednic¢ky neumime najit ¢islo a=! s vlastnosti a- a~! = 1, tzn. chybi
nam inverzni prvky. Zaroven si povsimnéte, Ze plati vlastnost oboru
integrity (Ol), tzn. je-li soucin dvou Cisel nulovy, musi byt alespon
jedno z nich nula.

Diky posledni jmenované vlastnosti miizeme zkonstruovat racionalni
Cisla Q pfidanim vsech chybéjicich inverzi zcela obdobnym
zptisobem, jak jsme konstruovali Z z N.
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Priklad — konstrukce racionalnich ¢isel

Na mnoziné usporadanych dvojic (p, q), g # 0, celych Cisel
definujeme relaci ~ tak, jak ocekavame, ze se maji chovat podily

p/q:
(p,a)~(p,d) <= pla=p/d = p-d=p-q

Opét neumime ocekavané chovani v prostfedni rovnosti v mnoziné
7 formulovat, nicméné rovnost na pravé strané ano. Zjevné jde o
dobte definovanou relaci ekvivalence (ovérte podrobnostil) a
racionalni Cisla jsou pak jeji tfidy ekvivalence. Kdyz budeme
formalné psat p/q misto dvojic (p, g), budeme definovat operace
nasobeni a scitani pravé pomoci formuli, které nam jsou jisté dobre
znamy.
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Primky v roviné

Vybereme-li v prostoru R? smér v = (a, b), pak mame dobre
definovanu relaci P ~ Q, pravé kdyz P = Q + kv.

Jde o ekvivalenci a tfidy rozkladu jsou pravé rovnobézné primky se
smérovym vektorem v.
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