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Definition

Symbolem K budeme nadale znacit néjakou mnozinu skalara.
Prozatim budeme vektorem rozumét usporadanou n-tici skalari,
kde pevné zvolené n € N budeme nazyvat dimenzi.

Séitani vektort definujeme po slozkach (skalary samoziejmé scitat
umime) a nasobeni vektoru u = (ai, ..., a,) skalarem b definujeme
tak, ze kazdy prvek n-tice u vynasobime skalarem b (skalary v K
nasobit umime), tj.

utv=(ay,...,an) + (b1,....bn) =(ar + b1,...,an + by)
b-u=b-(a1,...,an) =(b-a1,...,b-ap).

Zpravidla jsou skalary z pole, pfipadné z oboru integrity.
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Theorem

Pro vsechny vektory v, w € K" a skalary a, b € K plati
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a-(v+w)=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-v)y=(a-b)-v
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Diikaz.

Pro kterékoliv pole skalari K se vlastnosti (V1)—(V4) snadno ovéri
pro kazdy prostor K", protoZze pfi ovéfovani vzdy pouzivime pouze
vlastnosti skalarg. Ol

Budeme takto pracovat napf. s R”, Q", C", (Zx)", n=1,2,3,....
Vsimnéme si také, ze k ovéreni vlastnosti (V1)—(V4) potiebujeme
pro pouzité skalary pouze vlastnosti okruhu. Vlastnost (P) vsak
bude presto podstatna pozdéji.
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Definition

Matici typu m/n nad skalary K rozumime obdélnikové schéma

alil aio ... dln

dni dno coa don
A=

dml dm2 --- dmn

kde ajj € K pro viechny 1 </ < m, 1 <j < n. Matici As prvky ajj
znaCime také A = (ajj).

Theorem

Predpisy pro A+ B, a- A, —A, 0 zadavaji na mnoziné vsech matic
typu m/n operace scitani a nasobeni skalary spliujici axiomy

(V1)~(V4).
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Pro libovolny okruh skalarii je na mnoziné vsech Etvercovych matic
dimenze n definovdna operace nasobeni. Spliuje vlastnosti (O1) a
(03) vzhledem k jednotkové matici E = (0;;). Dale spolu se
sc¢itanim matic vyhovuje (O4). Obecné vsak neplati (02) ani (Ol),
zejména tedy neplati (P).
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PFi diikazu pfedchoziho tvrzeni neni podstatny stejny pocet radki a
sloupcti, kromé samotné existence operace nasobeni pro viechny
dvojice matice. Prislusné vlastnosti proto plati obecnéji:

Nasobeni matic je asociativni a distributivni, tj.
A-(B-C)=(A-B)-C,A-(B+C)=A-B+ A-C, kdykoliv jsou
tato nasobeni definovana. Jednotkova matice je neutrdlnim prvkem
pro nasobeni zleva i zprava.
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Z hlediska feseni systémi rovnic
A-x=b

je jisté pfirozené povazovat za ekvivalentni matice A a vektory b,
které zadavaji systémy rovnic se stejnym feSenim. Uvedeme si
jednoduché manipulace s radky rovnic a stejnym zptisobem pak
miizeme upravovat i vektor napravo. Kdyz se nam podafi vlevo
dostat systém s jednotkovou matici, bude napravo feseni piivodniho
systému.

Takovym operacim fikame radkové elementarni transformace.
Jsou to:
@ zaména dvou radkd

@ vynasobeni vybraného fadku nenulovym skalarem

@ pricteni radku k jinému radku.

Je zjevné, ze odpovidajici operace na Grovni rovnic v systému
nemohou zménit mnozinu vsech jeho feseni.
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Sloupcové elementarni transformace matic jsou

@ zaména dvou sloupci

@ vynasobeni vybraného sloupce nenulovym skalarem

@ pricteni sloupce k jinému sloupci,

Tyto operace v3ak nezachovavaji feseni pfislusnych rovnic, protoze
mezi sebou michaji samotné proménné. Pozdé&ji budeme vidét, ze
sloupcové elementarni transformace vedou k feseni téhoz systému
ale v transformovanych soufadnicich.

Systematicky miizeme pouzit elementarni radkové tpravy k
postupné eliminaci proménnych. Postup je algoritmicky a vétsinou
se mu fikd Gausova eliminace proménnych.
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Theorem

Nenulovou matici nad libovolnym okruhem skalari K Ize konecné
mnoha elementarnimi Fadkovymi transformacemi prevést na tzv.
(radkové) schodovity tvar:
o Je-li ajj = 0 a vSechny predchozi prvky na i-tém radku jsou
také nulové, potom a,; = 0 pro vsechna k > i
o je-li ai_1); prvni nenulovy prvek na (i — 1)-nim radku, pak
aj = V.

Matice v fadkové schodovitém tvaru vypada takto

o ... 0 alj cee  vee  we. A@lm
0o ... 0 0 cee A ... A2m
0 ... ... ... ... 0 ajp

a matice muze, ale nemusi, koncit nékolika nulovymi radky.
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realizace pomoci elementarnich matic
Vsimnéme si, ze elementarni fadkové (resp. sloupcové)
transformace odpovidaji vynasobenim zleva (resp. zprava)
nasledujicimi maticemi:

@ Prehozeni i-tého a j-tého fadku (resp. sloupce)

1 0
0
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realizace pomoci elementarnich matic

@ Vynasobeni i-tého radku (resp. sloupce) skalarem a:

1
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realizace pomoci elementarnich matic

@ Secteni i-tého radku (resp. sloupce) s j-tym:

1 0
0
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Toto prostinké pozorovani je ve skutecnosti velice podstatné,
protoze soucin invertibilnich matic je invertibilni a viechny
elementarni transformace jsou nad polem skalard invertibilni. Pro
libovolnou matici A tedy dostaneme nasobenim vhodnou invertibilni
matici P = Py --- P; zleva (postupné nasobeni k maticemi zleva)
jeji ekvivalentni radkovy schodovity tvar A’ = P - A.

Jestlize obecné aplikujeme tentyz eliminacni postup na sloupce,
dostaneme z kazdé matice B jeji sloucovy schodovity tvar B’
vynasobenim vhodnou invertibilni matici @ = Q1 - - - Q. Pokud ale
zacneme s matici B = A’ v radkové schodovitém tvaru, eliminuje
takovy postup pouze viechny dosud nenulové prvky mimo
diagonalu matice a zavérem lIze jesté i tyto elementarnimi
operacemi zménit na jednicky. Celkem jsme tedy ovéfili dilezity
vysledek, ke kterému se budeme mnohokrat vracet:
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Pro kazdou matici A typu m/n nad polem skalari K existuji
Ctvercové invertibilni matice P dimenze m a Q dimenze n takové,
Ze matice P - A je v Fadkové schodovitém tvaru a

1 0 0
0 1 0 0
Pl Q)= 0 01 0 ...0
0 ...0 0 0 ... 0
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Algoritmus pro vypocet inverzni matice

V predchozich tvahach jsme se dostali prakticky k aplnému
algoritmu pro vypocet inverzni matice. Béhem jednoduchého nize
uvedeného postupu bud' zjistime, Ze inverze neexistuje, nebo bude
inverze spoctena. | nadale pracujeme nad polem skalari.
Ekvivalentni Fadkové transformace se ¢tvercovou matici A dimenze
n vedou k matici P’ takové, ze P’ - A bude v fadkové schodovitém
tvaru. Pritom mize (ale nemusi) byt jeden nebo vice poslednich
radkd nulovych. Jestlize ma existovat inverzni matice k A, pak
existuje i inverzni matice k P’ - A. Jestlize vsak je posledni radek v
P - A nulovy, bude nulovy i posledni fadek v P - A- B pro jakoukoliv
matici B dimenze n. Existence takového nulového radku ve
vysledku (Fadkové) Gaussovy eliminace tedy vylucuje existenci A~*.
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Ptedpokladejme nyni, ze A~1 existuje. Podle pfedchoziho,
nalezneme radkové schodovity tvar bez nulového radku, tzn. ze
véechny diagonalni prvky v P’ - A jsou nenulové. Pak ovsem
pokracovanim eliminace od pravého dolniho rohu zpét a
vynormovanim diagonalnich prvki na jednicky ziskame jednotkovou
matici E. Jinymi slovy, najdeme dalsi invertibilni matici P” takovou,
ze pro P = P” . P’ plati P- A = E. Vyménou radkovych a
sloupcovych transformaci Ize za predpokladu existence A~! stejnym
postupem najit @ takovou, ze A- Q@ = E. Odtud

P=P-E=P-(A-Q)=(P-A)-Q=Q.

To ale znamena, ze jsme nalezli hledanou inverzni matici
Al=P=QkA.



Linearni zavislost
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V predchozich tvahach a poctech s maticemi jsme stale pracovali
se sCitanim radki nebo sloupcii coby vektori, spolu s jejich
nasobenim skalary. Takové operaci fikame linearni kombinace. V
abstraktnim pojeti se k operacim s vektory vratime pozdéji, bude
ale uzitecné pochopit podstatu uz nyni. Linearni kombinaci fadki
(nebo sloupcti) matice A = (aj;) typu m/n rozumime vyraz

aiuj, + - -+ au;,, kde a; jsou skalary, u; = (aj1, ..., ajn) jsou
radky (nebo uj = (ayj, ..., am;) jsou sloupce) matice A.

Jestlize existuje linearni kombinace danych fadki s alespon jednim
nenulovym skalarnim koeficientem, jejimz vysledkem je nulovy
radek, fikame, Ze jsou linearne zavislé. V opacném pripadg, tj.
kdyz jedinou moznost jak ziskat nulovy fadek je vynasobeni
vyhradné nulovymi skalary, jsou linearne nezavislé. Obdobné
definujeme linearné zavislé a nezavislé sloupce matice.
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Predchozi vysledky o Gausové eliminaci mazeme vnimat takovym
zplisobem, Ze pocet vyslednych nenulovych ,schodi” v Fadkové
nebo sloupcové schodovitém tvaru je vzdy roven témuz pfirozenému
Cislu a to poCtu linearné nezavislych fadki matice a témuz poctu
linearné nezavislych sloupcti matice. Tomuto ¢islu fikame hodnost
matice, znaCime h(A). Zapamatujme si vysledné tvrzeni:

Necht' A je matice typu m/n nad polem skalari K. Matice A m3
stejny pocet h(A) linarné nezavislych radki a linearné nezavislych
sloupcti. Zejména je hodnost vzdy nejvyse rovna mensimu z
rozmérii matice A.

Algoritmus pro vypocet inverznich matic také fika, ze ¢tvercova
matice A dimenze m ma inverzi pravé, kdyz je jeji hodnost rovna
poctu fadka m.



Determinanty
[ Jelelolole}

Obecné, necht A = (aj;) je ctvercova matice dimenze n nad K.
Determinant matice A je skalar det A = |A| definovany vztahem

A=) sen(0)ato(1) - a20(2) *** Ano(n)
oEY

kde X, je mnozina vsech moznych permutaci na {1,...,n} a
znaménko sgn pro kazdou permutaci jesté musime popsat.
Kazdy z vyrazti sgn(o)aiq(1) - 320(2) * - * @no(n) Nazyvame clen
determinantu |A|.
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Jak tedy najit spravna znaménka? Rikame, ze dvojice prvki

a,be X ={1,...,n} tvofi inverzi v permutaci o, je-lia< b a
o(a) > o(b). Permutace o se nazyva suda (resp. licha),
obsahuje-li sudy (resp. lichy) pocet inverzi.

Parita permutace o je (—1)Poet inverzi 3 znacime ji pravé sgn(o).
Tolik definice, chceme ale védét, jak s paritou poditat. Z
nasledujiciho tvrzeni uz je jasné vidét, ze Saarusovo pravidlo
skutecné pocita determinant v dimenzi 3.

Na mnoziné X = {1,2,...,n} je pravé n! riznych permutaci. Tyto
Ize seradit do posloupnosti tak, Ze kazdé dvé po sobé jdouci se lisi
pravé jednou transpozici. Lze pri tom zacit libovolnou permutaci a
kazda transpozice méni paritu.
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Zjistili jsme, ze provedeni libovolné transpozice zméni paritu

permutace a ze kazdé poradi Cisel {1,2,..., n} |ze ziskat
postupnymi transpozicemi sousednich prvki. Diisledkem tohoto
popisu je, ze na kazdé mnoziné X = {1,...,n}, n > 1, je pravé %n!

sudych a %n! lichych permutaci.

Jestlize slozime dvé permutace za sebou, znamena to provést
napfed viechny transpozice tvofici prvni a pak druhou. Proto pro
libovolné permutace o,n : X — X plati

sgn( o) = sgn(e) -sgn(n). sgn(o") = sgn(o).

Pro kazdou matici A = (aj;) typu m/n na skalary z K definujeme
matici transponovanou k A. Jde o matici AT = (af-j) s prvky
aj; = aji typu n/m.

Ctvercova matice A s vlastnosti A = AT se nazyva symetricka.
Jestlize plati A = —AT, pak se A nazyva antisymetricka.
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Pro kazdou c¢tvercovou matici A plati
0 |AT|=|A
@ Je-li jeden radek v A tvoren nulovymi prvky z K, pak |A| =0,

1

© Jestlize matice B vznikla z A vyménou dvou radkd, pak
Al =—[B

Q@ Jestlize matice B vznikla z A vynasobenim radku skalarem
a €K, pak |B| = alA|,

@ Jsou-li prvky k-tého radku v A tvaru ayj = cij + byj a vsechny
ostatni radky v maticich A, B = (bj;), C = (cjj) jsou stejné,
pak |A| = |B| + |C],

@ Determinant |A| se nezméni, pricteme-li k libovolnému radku
A linearni kombinaci ostatnich radka.

’
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Diisledkem prvniho tvrzeni pfedchozi véty o rovnosti determinanti
matice a matice transponované je, Ze kdykoliv se nAm podafi
dokazat néjaké tvrzeni o determinantech formulované s vyuzitim
radkd prislusné matice, pak analogické tvrzeni plati i pro sloupce.
Napf. tedy miizeme okamzité vechna tvrzeni (2)—(6) této véty
preformulovat i pro priéitani linearnich kombinaci ostatnich sloupcil
k vybranému.

Vlastnosti (3)—(5) fikaji, ze determinant jako zobrazeni, které n
vektoriim dimenze n (fadkdm nebo sloupcim matice) priradi skalar
je antisymetrické zobrazeni linearni v kazdém svém argumentu,
pfesné jak jsme podle analogie z dimenze 2 pozadovali.
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Pro matici v fadkovém nebo sloupcovém schodovitém tvaru je
jedinym nenulovym €Elenem determinantu ten, ktery odpovida
identické permutaci. Vidime tedy, Ze determinant takové matice je
|A| = a11 - ax2 - - - - apn. Pfedchozi véta tedy poskytuje velice

efektivni metodu vypoctu determinanti pomoci Gaussovy
eliminaéni metody.
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Theorem (Cauchyova véta)

Necht A = (aj;), B = (bjj) jsou Ctvercové matice dimenze n nad
okruhem skalarii K. Pak |A- B| = |A| - |B].

Casem uvidime, ze skuteéné stejné jako v dimenzi dva je
determinant matice roven orientovanému objemu rovnobéznosténu
uréeného jejimi sloupci. Uvidime Casem také, ze kdyz uvazime
zobrazeni x — A - x zadané Etvercovou matici A na R”, pak
miizeme determinant této matice vidét jako vyjadreni poméru mezi
objemem rovnobéznosténti danych vektory xi,...x, a jejich obrazy
A-xq,...,A-xp. Protoze skladani zobrazeni x — A-x +— B-(A-x)
odpovida nasobeni matic, je Cauchyova véta snad docela
pochopitelna.

My tuto vétu odvodime ryze algebraicky jako docela jednoduchy
disledek tzv. Laplaceovy véty o rozvoji. Ta bude vyzadovat néco
malo pfipravy.
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Definition (Minory a algebraické dopliky matice)

Necht A = (ajj) je matice typu m/nal<i <...<ix <m,
1<j; <...<Jj;<njsou pevné zvolena prirozena Cisla. Pak matici

Qinji  Aijp - iy
M — . .
Ay i - ke
typu k/¢ nazyvame submatici matice A uréenou fadky i, ..., ik a

sloupci Jj1, ..., Jji-

Zbyvajicimi (m — k) fadky a (n — /) sloupci je uréena matice M*
typu (m — k)/(n — £), ktera se nazyva doplnkova submatice k M
v A. Pfi k =/ je definovan |M|, ktery nazyvame subdeterminant
nebo minor fadu k matice A.
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Definition (Minory a algebraické dopliky matice - pokracovani)

Je-li m = n, pak pfi k ={ je i M* Ctvercova a |M*| se nazyva
doplnék minoru |M|, nebo doplitkovy minor k submatici M v matici

A. Skalar
(_1)i1+~~~+ik+j1+~--+j/ - M|

se nazyva algebraicky doplnek k minoru |M|. Submatice tvorené
prvnimi k fadky a sloupci se nazyvaji hlavni submatice, jejich
determinanty hlavni minory matice A.

PFi specialni volbé k = ¢ =1, m = n hovofime o algebraickém
doplnku Aj; prvku aj; matice A.
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Necht A je ¢tvercova matice dimenze n a |M| je jeji minor radu
k < n. Pak soucin libovolného ¢lenu |M| s libovolnym ¢lenem jeho
algebraického doplnku je ¢lenem |A].

Toto tvrzeni uz podbizi pfedstavu, ze by se pomoci takovych
soucini mensich determinantii skutecné mohl determinant matic
vyjadfovat. Vime, ze |A| obsahuje pravé n! riiznych €lend, pravé
jeden pro kazdou permutaci. Tyto €Eleny jsou navzajem riizné
jakozto polynomy v prvcich (neznamé obecné) matice A, piitom lze
pro kazdy z €lenii zvolit matici A takovou, Ze pouze tento Elen bude
nenulovy.

Uvazované souciny |M| - |M*| obsahuji pravé n! raznych clend z |A|
a proto takto musi byt vyjadfen pravé det A.
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Tim jsme naznacili dikaz véty:

Theorem (Laplaceova véta)

Necht A = (aj;) je ctvercova matice dimenze n nad libovolnym
okruhem skalari a necht je pevné zvoleno k jejich radkd. Pak |A| je
soucet vsech (7)) soucini (—1)atFkFirt=+i . |M| . |M*| minori
radu k vybranych ze zvolenych radki, s jejich algebraickymi
doplriky.
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Laplaceiiv rozvoj determinantu

Laplaceova véta prevadi vypocet |A| na vypocet determinanti
nizsiho stupné. Této metodé vypoctu se fika Laplaceiiv rozvoj
podle zvolenych fadki €i sloupcti. Napf. rozvoj podle i-tého fadku
nebo i-tého sloupce:

n n
Al =" ayA; =) aiAi
j=1 j=1

kde Aj;j oznaCuje algebraicky doplnék k prvku (minoru stupné 1) aj;.
P¥i praktickém pocitani determinantd byva vyhodné kombinovat
Laplaceliv rozvoj s pfimou metodou pficitani linearnich kombinaci
radkd ¢i sloupca.
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Diikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| -

Uvazme matici H dimenze 2n (pouzivame tzv. blokovou symboliku,
tj. piSeme matici jakoby slozenou z matic)

- (4 0)-

Laplaceovym rozvojem podle prvnich n fadka obdrzime

[Hl = |A-]BI.



Véty Cauchyova a Laplaceova
©0000000e

Diikaz Cauchyovy véty |A- B| = |A| -

Nyni budeme k poslednim n sloupctim H postupné pricitat linearni
kombinace prvnich n sloupcii tak, abychom obdrzeli matici s nulami
v pravém dolnim rohu. Dostaneme

A A-B
k=% °)

Dostavame tedy

[H| = K| = (=1)"* 20 A B = (1)) - |A. B| = |A- B].



Inverzni matice
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Predpokladejme nejprve, ze existuje matice inverzni k matici A, tj.
A- A1 = E. Protoze pro jednotkovou matici plati vzdy |E| = 1, je
pro kazdou invertibilni matici vzdy |A| invertibilni skalar a plati
A7 = [AY)

Pro libovolnou ctvercovou matici A = (aj;) dimenze n definujeme
matici A* = (a};), kde aj; = Aj; jsou algebraické dopliky k prvkiim
aji v A. Nazyvame ji algebraicky adjungovana matice k matici A.

Theorem

Pro kazdou ¢tvercovou matici A nad okruhem skalarii K plati
AA* = A*A=|A|- E

Zejména tedy
@ Al existuje jako matice nad okruhem skalarii K pravé, kdyz
|A|~1 existuje v K.
© Pokud existuje A=Y, pak plati A=1 = |A|7L . A%,
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