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Vektorovy prostor V nad polem skalarii K je mnozina s operaci
sitani, pro kterou plati axiomy komutativni grupy, a nasobeni
skalary takové, ze plati
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a-(v+w)=a-v+a-w
(a+b)-v=a-v+b-v
a-(b-v)=(a-b)-v

l-v=v
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Vektorovy prostor V nad polem skalarii K je mnozina s operaci

sitani, pro kterou plati axiomy komutativni grupy, a nasobeni
skalary takové, ze plati

a-(v+w)=a-v+a-w (V1)
(a+b)-v=a-v+b-v (V2)
a-(b-v)y=(a-b)-v (V3)
l-v=v (V4)

Theorem

Necht' V' je vektorovy prostor nad polem skalarii K, déale uvazme
a, b,a; € K, vektory u,v,u; € V. Potom

©Q a-u=0 pravé kdyz a= 0 nebo u=0

Q@ (1) - u=—-u

Q@a (u—v)=a-u—a-v

Q (a—b)ru=a-u—b-u

0 (XiLa): (ijzl uj) = > jm:1 S
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Vyrazy tvaru a; - vi + - - - + ax - vk nazyvame linedrni kombinace
vektord vq,..., v, C V.
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Vyrazy tvaru a; - vi + - - - + ax - vk nazyvame linedrni kombinace
vektord vq,..., v, C V.

Mnozina vektori M C V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi, ...,V € M a kazdé skalary ay, ..., a, € K plati:
al.vl_|_...+ak.vk:O fr— 31232:...:ak20.
Posloupnost vektorii vi, ..., v nazveme linedrné nezavislou jestlize

Vi,..., Vg jsou po dvou rtizné a {vi,..., v} je linearné nezavisla.
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Vyrazy tvaru a; - vi + - - - + ax - vk nazyvame linedrni kombinace
vektord vq,..., v, C V.

Mnozina vektori M C V ve vektorovém prostoru V nad K se
nazyva linearné nezavisla jestlize pro kazdou k-tici vektori

Vi, ...,V € M a kazdé skalary ay, ..., a, € K plati:
a-vi+---Fag-v=0 — ag=a=---=a,=0.
Posloupnost vektorii vi, ..., v nazveme linedrné nezavislou jestlize
Vi,..., Vg jsou po dvou rtizné a {vi,..., v} je linearné nezavisla.

Mnozina M vektoril je linedrné zavisla, jestlize neni linearné
nezavisla.



Vektorové prostory
©00®00

Podmnozina M C V se nazyva vektorovym podprostorem jestlize
spolu se zGzenymi operacemi sCitani a nasobeni skalary je sama
vektorovym prostorem. Tzn. pozadujeme

Va,beK, Vv, we M, a-v+b-we M.
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Priklady vektorovych (pod)prostori

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 -(1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou linedrné nezavislé!



Vektorové prostory
0000

Priklady vektorovych (pod)prostori

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 -(1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou linedrné nezavislé!
Polynomy stupné nejvyse m tvofi vektorovy prostor Rp,[x].
Zobrazeni f : R — R a s¢itani a nasobeni skalary definujeme takto:

(f +8)(x) = f(x) +&(x) (a-f)(x) = a- f(x).
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Priklady vektorovych (pod)prostori

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 -(1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou linedrné nezavislé!
Polynomy stupné nejvyse m tvofi vektorovy prostor Rp,[x].
Zobrazeni f : R — R a s¢itani a nasobeni skalary definujeme takto:
(F +8)(x) = F(x) + g(x), (a- F)(x) = 2+ F(x).

Polynomy vsech stupnii také tvori vektorovy prostor R, [x] a
Rm[x] C€ Ry[x] je vektorovy podprostor pro vsechna m < n < oc.
Obdobné pro mnoziny feseni linearnich diferen¢nich rovnic atd.
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Priklady vektorovych (pod)prostori

Prostor n—tic skalarti R™ se s¢itanim a nasobenim po slozkach je
vektorovy prostor nad R, ale také vektorovy prostor nad Q. Napft.
vektory (1,0), (v/2,0) € R? jsou linearné zavislé nad R, protoze
V2 -(1,0) = (v/2,0), ovéem nad Q jsou linedrné nezavislé!
Polynomy stupné nejvyse m tvofi vektorovy prostor Rp,[x].
Zobrazeni f : R — R a s¢itani a nasobeni skalary definujeme takto:
(F +8)(x) = F(x) + g(x), (a- F)(x) = 2+ F(x).

Polynomy vsech stupnii také tvori vektorovy prostor R, [x] a
Rm[x] C€ Ry[x] je vektorovy podprostor pro vsechna m < n < oc.
Obdobné pro mnoziny feseni linearnich diferen¢nich rovnic atd.
Podprostory jsou napf. viechny sudé polynomy nebo liché polynomy
(f(—x) = £f(x)), po Castech konstantni funkce apod.

Uplné analogicky jako u polynomii miizeme definovat strukturu
vektorového prostoru na mnoziné viech zobrazeni R — R nebo
vsech zobrazeni M — V libovolné pevné zvolené mnoziny M do
vektorového prostoru V.
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Generatory vektorového prostoru

Pranik vsech podprostorti W C V/, které obsahuji pfedem danou
mnozinu vektord M C V je podprostor. Rikame, ze takto M
generuje podprostor (M), nebo ze prvky M jsou generatory
podprostoru (M).

Theorem
Pro kazdou podmnozinu M C V plati
(1) (M)z{al-ul+---+ak-uk; kGN,a;EK,u_,'GM,j:
1,...,k}
Q@ M = (M) pravé kdyz M je vektorovy podprostor
@ Jestlize N C M pak (N) C (M) je vektorovy podprostor
Q (0) = {0} c V, trivialni podprostor.
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Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V,
jestlize (M) =V a M je linearné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery
méa konecnou bazi nazyvame konecnérozmeérny, mohutnost baze
nazyvame dimenzi V

Nema-li V kone€nou bazi, fikame, ze V je nekonecnérozmerny.
Piseme dim V = k, k € N, pripadné k = oo.
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Podmnozina M C V se nazyva baze vektorového prostoru V,
jestlize (M) =V a M je linearné nezavisla. Vektorovy prostor, ktery
méa konecnou bazi nazyvame konecnérozmeérny, mohutnost baze
nazyvame dimenzi V

Nema-li V kone€nou bazi, fikame, ze V je nekonecnérozmerny.
Piseme dim V = k, k € N, pfipadné k = cc.

Bazi k-rozmérného prostoru budeme obvykle zapisovat jako k-tici
v = (vi,...,vk) bazovych vektord. Jde tu predevsim o zavedeni
konvence: U kone¢nérozmérnych podprostorii budeme totiz vzdy
uvazovat bazi v€etné zadaného poradi prvki i kdyz jsme to takto,
striktné vzato, nedefinovali.

Zjevng, je-li (v1,...,vy) bazi V, je cely prostor V' pfimym souctem
jednorozmérnych podprostori

V=(vi)® - & (vp).
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Z libovolné konecné mnoziny generatorti vektorového prostoru V
Ize vybrat bazi. Kazda baze VV ma pritom stejny pocet prvkii.

Silnéjsi tvrzeni je Steinitzova vétu o vymene, ktera fika, ze pro
kazdou konecnou bazi a kazdy systém linearné nezavislych vektori
ve V umime najit podmnozinu bazovych vektoril, které zaménou za
zadané nové vektory daji opét bazi.
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Dusledky Steinitzovy véty o vyméné

Corollary

© Kazdé dvé baze konecnérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet vektorti, tzn. Ze nase definice dimenze nezavisi na
volbé baze.

@ Ma-1i V konecnou bazi, Ize kazdou linearné nezavislou mnozinu
doplnit do baze.

© Baze koneénérozmérnych vektorovych prostorii jsou pravé
maximalni linearné nezavislé mnoziny

@ Baze prostoru s konecnou dimenzi jsou pravé minimalni
mnoZiny generatort
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Necht W, Wy, W> C V jsou podprostory v prostoru konecné
dimenze. Pak plati

Q@ dmW <dmV
Q@ V = W pravé kdyz dimV = dim W
© dim Wi +dim W, = dim(W1 + Wg) + dim(W1 N Wz).
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Linearni zobrazeni
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Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalart K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="~f(u)+f(v), Vu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
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©0000000

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalart K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="~f(u)+f(v), Vu,veV

Q f(a-u)=a-f(u), VaeK, Yue V.
Samoziejmé, ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni

matic:
K'ax— A - xeK™

s matici typu m/n nad K.
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Obraz Imf := f(V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina viech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.
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Obraz Imf := f(V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina viech vektor

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.

Theorem

Necht f : V — W je linearni zobrazeni. Pro vsechny

uyug, ..., u €V, a,...,a €K plati:
Q f(0)=0
Q@ f(—u)=—f(v)

e f(al.u1+...+ak.uk):al.f(u1)+...+ak.f(uk)
© pro kazdy vektorovy podprostor V4 C V je jeho obraz f( V1)
vektorovy podprostor ve W.

@ Pro kazdy podprostor Wi C W je mnozina
f~Y(Wy) = {v e V; f(v) € Wi} vektorovy podprostor ve V.




[e]e] lelelelele}
Jednoduché dasledky

@ Slozeni go f : V — Z dvou linearnich zobrazeni f : V — W a
g : W — Z je opét linearni zobrazeni.

@ Linearni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé kdyz
Imf =W a Kerf = {0} C V. Inverzni zobrazeni k

izomorfismu je opét izomorfismus.
© Pro podprostory Vi, V5 a linearni zobrazeni f : V — W plati
f(\/l + V2) = f(\/l) + f(Vz), f(\/l N V2) C f(\/l) N f(Vz)
@ Zobrazeni "pfifazeni soufadnic” u : V — K" dané libovolné
zvolenou bazi u = (uy,. .., u,) vektorového prostoru V je
izomorfismus.

© Dva koneénérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé
kdyz maji stejnou dimenzi.

O Slozeni dvou izomorfismii je izomorfismus.
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Uvazujme libovolné vektorové prostory V, W nad K's dim V = n,
dim W = m a mé&jme linearni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou
volbu bazi u = (u1,...,up) na V, v=_(v1,...,v,) na W, mame k
dispozici pfislusna pfirazeni souradnic:

v—Ff —w
U\L: :\LV
fu,v
K" S KM

Pritom je kazdeé linearni zobrazeni jednoznaéné urceno svymi
hodnotami na libovolné mnoziné generatori, zejména tedy na bazi
u. Odtud pfimo vidime, ze f,, je dano jako nasobeni matici, do
jejichz sloupcil jsou vepsany soufadnice hodnot zobrazeni f(u;) v
bazi v.



Jestlize za V' i W zvolime tentyz prostor, ale s riiznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory baze u v
soufadnicich vzhledem k v. Ozna¢me vyslednou matici T. Kdyz pak
zadame vektor u

U= xyuy + -+ Xplp

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrzime souradné
vyjadreni X téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat poradi
s€itancil a vyjadFit skalary u jednotlivych vektori baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit X = T - x. Tuto matici nazyvame
matice pfechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : V — V:
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii matice T.
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Matici T prechodu (od baze u k bazi v) ziskame tak, Ze souradnice
vektorii baze u v bazi v napiseme do sloupcii matice T.

Funkce matice pfechodu je takova, Ze zname-li souradnice x
vektoru v bazi u, pak jeho soufadnice v bazi v se obdrzi
vynasobenim sloupce x matici pfechodu (zleva). Protoze inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je matice
pfechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice pfechodu
opacnym smérem, tj. od baze v k bazi u.
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Nyni snadno vidime, jak se skladaji soufadna vyjadreni linearnich
zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze k
s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a oznaéme pfislusnou matici
8v.w- Pro matice téchto zobrazeni dostavame ¢imz jsme odvodili:

Brw o fuy(x)=B-(A-x)=(B-A)-x=(gof)uw(x)

pro vsechny x € K". Vsimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé
invertibilnim maticim.
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Stejny postup nam dava odpovéd na otazku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

idy

Vv v f vy

| IR - - Jo

fu,v

Kn T - Kn ~ Km S ~ Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/ k
v. Je-li tedy A piivodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.
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Stejny postup nam dava odpovéd na otazku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na defini¢nim oboru i oboru hodnot:

v v oy oy
u i: Ui: . zlv ) :lw
Kn T >Kn == >Km S ! >Km

kde T je matice prechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/ k
v. Je-li tedy A piivodni matice zobrazeni, bude nova dana jako

A = STIAT.

Ve specialnim pfipadé linearniho zobrazeni f : V — V vyjadfujeme
zpravidla f pomoci jedné baze u prostoru V/, to je pfechod k nové

bazi v’ bude znamenat zménu na A’ = T 1AT.
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Linedrni a multilinearni formy

Budeme se ted chvili zabyvat vektorovymi prostory nad skalary R
nebo C. Na komplexnich Cislech mame operace konjugace, z — Z.
Zuzeni této operace na R je identita.

Specialnim pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linearni formy.
Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V nad polem
skalarti K do skalart K. Jsou-li dany soufadnice na V, je pfifazeni
jednotlive i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linearni formou.
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Linedrni a multilinearni formy

Budeme se ted chvili zabyvat vektorovymi prostory nad skalary R
nebo C. Na komplexnich Cislech mame operace konjugace, z — Z.
Zuzeni této operace na R je identita.

Specialnim pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linearni formy.
Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V nad polem
skalarti K do skalart K. Jsou-li dany soufadnice na V, je pfifazeni
jednotlive i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linearni formou.
Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V
linearni formy ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s fadky. Vycisleni
takové formy na vektoru je pak dano vynasobenim pfislusného
fadkového vektoru se sloupcem soufadnic.
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Linedrni a multilinearni formy

Budeme se ted chvili zabyvat vektorovymi prostory nad skalary R
nebo C. Na komplexnich Cislech mame operace konjugace, z — Z.
Zuzeni této operace na R je identita.

Specialnim pfipadem linearnich zobrazeni jsou tzv. linearni formy.
Jde o linearni zobrazeni z vektorového prostoru V nad polem
skalarti K do skalart K. Jsou-li dany soufadnice na V, je pfifazeni
jednotlive i-té soufadnice vektoriim pravé takovou linearni formou.
Pfi pevné zvolené bazi {1} na K jsou s kazdou volbou baze na V
linearni formy ztotoznény s maticemi typu 1/n, tj. s fadky. Vycisleni
takové formy na vektoru je pak dano vynasobenim pfislusného
fadkového vektoru se sloupcem soufadnic.

Nad komplexnimi Cisly budeme jesté potfebovat tzv. pololinearni
(nebo sesquilinearni) formy, tj. takové f , které jsou aditivni a
f(az) = az. Je zjevné, ze v souradnicich bude takova forma dana
vynasobenim fadku pevnych skalarti s opruhovanym sloupcem
souradnic z.
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Dualni baze

Mnozina v3ech linearnich forem na daném prostoru V je opét
vektorovy prostor, znacime jej V*. Pokud je V konecnérozmérny, je
V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je dana
napf. volbou tzv. dualni baze k zvolené bazi na V, jejimiz prvky «;
jsou pravé formy zadavajici i-tou souradnici.

Podobné budeme pracovat i se zobrazenimi ze soucinu k kopii
vektorového prostoru V' do skalarii linearnich v kazdém argumentu.
Hovofime o k-linearnich formach. Budeme se setkavat (a jiz jsme
je vidéli v dimenzi 2) zejména s n-linearnimi antisymetrickymi
formami (formy objemu) a symetrickymi bilinearnimi formami.
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Definition
Unitarni prostor V je vektorovy prostor nad komplexnimi &isly,
spolu s formou ( , ) : V x V — C takovou, ze

© (, ) je linearni v prvnim argumentu
Q (u,v) = W

@ (v,v) >0 a je roven nule pouze pfi v = 0.

Této formé se také rika skalarni soucin.

Je tedy zjevné skalarni soucin sesquilinearni v druhém argumentu.
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Definition

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize (v, w) = 0.
Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V
slozena z ortogonalnich vektorti se nazyva ortogonalni baze.
Jsou-li bazové vektory navic i normovang, je to ortonormalni baze.
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Theorem

Skalarni soucin je v kazdé ortonormalni bazi na unitarnim prostoru
dan vyrazem

<X7y>:XT')—/'

V obecné bazi V/ existuje matice S takovd, ze ST =5 a

<X7y>:XT'S')_/'

Grammova—-Schmidtova ortogonalizace funguje zcela stejné i pro
unitarni prostory, proto opét vzdy existuji ortonormalni baze.
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Unitarni a ortogonalni zobrazeni

Linearni zobrazeni f zachovavajici skalarni soucin, tj.

(F(u), f(v)) = (u,v),

se v pripadé K = C nazyva unitarni, v redlném pfipadé
ortogonalni.
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Unitarni a ortogonalni zobrazeni

Linearni zobrazeni f zachovavajici skalarni soucin, tj.

(F(u), f(v)) = (u,v),

se v pfipadé K = C nazyva unitarni, v realném pripadé
ortogonalni.

V ortogonalni bazi plati, ze f : V — V je unitarni (ortogonalni),
pravé kdyz jeho matice A spliuje

A= AT = A%,

tj. inverzni matici je matice adjungovana.
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Symetricka a samoadjungovana zobrazeni

Zobrazeni f : V — V splaujici

(F(u),v) = (u, f(v))

se nazyva samoadjungované (resp. symetrické v readlném pripadé).
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Dualni prostory a zobrazeni

Zvolme pevné jeden vektor v € V, a dosadme jej za druhy
argument ve skalarnim soucinu:
Vove (we(v,w)eC),

tj. zobrazeni V — V* = Hom(V, C). Nedegenerovanosti skalarniho
soucinu zaruCuje, ze je to bijekce. Je vidét, ze vektory ortonormalni
baze jsou zobrazeny na formy tvofici bazi dualni.
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Dualni prostory a zobrazeni

Zvolme pevné jeden vektor v € V, a dosadme jej za druhy
argument ve skalarnim soucinu:

Vove (we(v,w)eC),

tj. zobrazeni V — V* = Hom(V, C). Nedegenerovanosti skalarniho
soucinu zaruCuje, ze je to bijekce. Je vidét, ze vektory ortonormalni
baze jsou zobrazeny na formy tvofici bazi dualni.

Kazdé linearni f : V — W (na libovolnych vektorovych prostorech
nad tymiz skalary) zadava tzv. dualni zobrazeni f*: W* — V*
mezi formami, definované pro vsechny w* € W*, v € V

Fr(w*)(v) = wi(£(v)).
V dualnich bazich pak tentyz defini¢ni vztah ma tvar (piseme A*
pro matici zobrazeni f*, x soufadnice formy w*, y soufadnice v)

(AxT) y=xT-(A-y)

a proto dualni zobrazeni ma v dualnich bazich matici A”.
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V pripadé unitarnich vektorovych prostorii prevadi vyse uvedené
bijekce dualni zobrazeni f* na tobrazeni f* : W — V zadané
formuli

(F(u),v) = (u, f*(v))

a tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k f. Predchozi
vypocet v soufadnicich pro symetricka zobrazeni nam ve skute€nosti
sdélil, ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni bazi, pak matice
adjungovaného zobrazeni f* je matice transponovana AT .

Mtizeme proto také preformulovat definici takto:
Symetrické/samoadjungované je takové zobrazeni f : V — V/, které
je rovno svému adjungovanému zobrazeni f*. Casto se takovym
zobrazenim také proto fika samoadjungovana.
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