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Dualni prostory a zobrazeni, skalarni soucin — pripomenuti

Mnozina vsech linearnich forem na daném prostoru V je opét
vektorovy prostor, znacime jej V*. Pokud je V' konecnérozmérny,
je V* izomorfni prostoru V. Realizace takového izomorfismu je
dana napt. volbou tzv. dudlni baze k zvolené bazi na V, jejimiz
prvky «; jsou pravé formy zaddvajici i-tou soufadnici.
Sesquilinearni formy jsou takové formy a na komplexnim
vektorovém prostoru, které jsou linearni nad R, zatimco pro
komplexni a plati a(av) = 3a(v).

Definition (Unitarni vektorovy prostor)

Skalarni soucin na (komplexnim) vektorovém prostoru V je forma
(,):VxV =R, kterd je linedrni v prvnim argumentu,

(u,v) = (v,u), (v,v) >0 a nulovad hodnota nastdva pouze pfi

v =0.

Pro skalarni soucin se Casto pouZiva také obvyklé tecky, tj.
(uyv) =u-v.
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Ortonormalni baze - pripomenuti

Definition

Vektory v a w € V se nazyvaji ortogonalni, jestlize (v, w) = 0.
Vektor v se nazyva normovany, jestlize ||v|| = 1. Baze prostoru V
slozena z ortogonalnich vektorli se nazyva ortogonalni baze. Jsou-li
bazové vektory navic i normované, je to ortonormalni baze.

Theorem

Skalarni soucin je v kaZdé ortonormalni bazi dan vyrazem

<X7y>:XT'}_/‘

V obecné bazi V existuje symetrickd matice S takovd, Ze

(xoy) =xT-S 3.

Grammova-Schmidtova ortogonalizace vzdy da ortonormalni baze.
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Jestlize zvolime pevné jeden vektor v € V, dosazovani vektori za
druhy argument ve skaldrnim soucinu ndm dava zobrazeni
V — V* = Hom(V,R)

Vove (we (v,w) €R).
Nedegenerovanosti skaldrniho soucinu zarucuje, Ze je to bijekce. Je
vidét, Ze vektory ortonormalni baze jsou zobrazeny na formy tvofici
bazi dudlni.

Liedrni f : V — W zaddava tzv. dudlni zobrazeni f* : W* — V*
mezi formami, definované pro vsechny w* € W*, v € V

Frw?)(v) = wi(f(v)).

V libovolnych bazich na V a W a jejich dudlnich bazich na V* a
W* pak tentyz definiéni vztah ma tvar (piSeme A pro matici
zobrazeni f*, xT soufadnice formy w*, y soufadnice v)

(AxT) y=xT-(A-y)

a proto dudlni zobrazeni ma v duélnich bazich matici A”.
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V pfipadé vektorovych prostoril se skalarnim sou¢inem (realné nebo
komplexni), prevadi vyse uvedené bijekce dudlni zobrazeni f* na
tobrazeni f* : W — V zadané vztahem

(f(u),v) = (u, £*(v))

a tomuto zobrazeni se fikd adjungované zobrazeni k f. Pfedchozi
vypocet v soufadnicich pro symetrickd zobrazeni ndm ve
skutecnosti sdélil, ze je-li A matice zobrazeni f v ortonormalni bazi,
pak matice adjungovaného zobrazeni f* je matice konjugovana a
transponovand A* := AT.

Zobrazenim f : V — V, ktera jsou rovna svym adjungovanym
zobrazenim f*, se

rikd samoadjungovana.
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Linedrni zobrazeni f : V — V se nazyva projekce, jestlize plati
fof=*F.
V takovém pripadé je pro kazdy vektor v € V
v="Ff(v)+(v—"~f(v)) €lm(f)+Ker(f) =V

aje-llivelm(f)af(v) =0, pak jei v =0. Je tedy prechozi
soulet podprostortl primy. Rikime, Ze f je projekce na podprostor
W = Im(f) podél podprostoru U = Ker(f). Slovy se da projekce
popsat pfirozené takto: rozlozime dany vektor na komponentu ve
W a v U a tu druhou zapomeneme.
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Predpokladejme nyni, ze na V je definovan skalarni soucin. Pro
kazdy pevné zvoleny podprostor W C V definujeme jeho
ortogonalni doplnék

WL = {ue V; (u,v) =0 pro viechny v € W}.

P¥imo z definice je zjevné, ze W je vektorovy podprostor. Jestlize
W C V ma bézi (uy,...,ux) je podminka pro W+ dana jako k
homogennich rovnic pro n proménnych. Bude tedy mit W+
dimenzi alespori n — k. Zaroveh ale u € W N W+ znamena
(u,u) =0 a tedy i u =0 podle definice skaldrniho soucinu. Zfejmé
je tedy vzdy

V=wew

Kazdy podprostor W # V' definuje kolmou projekci na W. Je to
projekce na W podél W
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Pokud mame zadan podprostor W C V' a jeho ortonormalni bazi
(e1,...,ek), jde ji jisté doplnit na ortonormalni bazi (eq, ..., ep)
celého V. Kolma projekce obecného vektoru v € V do W pak
bude dana vztahem

v (e, v)er + -+ (e, v)ek.

Pro kolmou projekci ndm tedy staci znat jen ortonormdni bazi
podprostoru W, na nejz promitame.

Povsimnéme si také, Ze obecné jsou projekce f na podprostor W
podél U a projekce g na U podél W svazany vztahem g = idy —f.
Je tedy u kolmych projekci na dany podprostor W vzdy vyhodnéjsi
pocitat ortonormalni bazi toho z dvojice W, wt, ktery ma mensi
dimenzi.
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Ortogonalni a unitarni zobrazeni - pripomenuti

Zobrazeni f : V — W, které zachovava velikosti pro vSechny
vektory u € V/, se nazyva ortogonalini zobrazeni. PoZzadujeme tedy

(f(u), f(u)) = (u, u).
Z linearity f a symetrie skalarniho soucinu plyne
(flu+v), f(u+v)) = (F(u), f(u)) + (F(v), F(v)) + 2(f (u), F(v)),
je tedy ekvivalentni podminkou i zdanlivé silnéjsi pozadavek, aby

(f(u), £(v)) = (u,v),

pro vSechny vektory u,v € V.
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Obecné, ortogonalni zobrazeni musi vzdycky byt injektivni, protoze
podminka

(f(u), f(u)) =0

znamend i (u,u) = 0 a tedy u = 0. Je tedy vzdy v takovém pripadé
dimenze oboru hodnot alespon takova, jako je dimenze defini¢niho
oboru f.

Bez jmy na obecnosti proto mizeme rovnou predpokladat, Ze jsou
stejné a f : V — V (pokud by nebyly, doplnime ortonormalni bazi
na oboru hodnot).

Matice ortogonalniho zobrazeni v ortonormalni bazi spliuje pro
vsechny vektory x a y v prostoru K":

(A-x)"- (A7) =x"-(AT-A).7=xT-7.

Speciadlnimi volbami vektor( standardni bdze za x a y dostaneme
primo, 7e AT - A = E, tedy tenty? vysledek jako v redlné dimenzi 2!
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Dokazali jsme tak nasledujici tvrzent:

Necht' V je redlny nebo komplexni vektorovy prostor se skaldarnim
soucinem a f : V. — V je linedrni zobrazeni. Pak f je ortogonalni
pravé, kdyz v nékteré ortonormalni bazi (a pak uz vsech) ma
matici A spliiujici AT = A~

Skutecné, jestlize zachovava f velikosti, musi mit uvedenou
vlastnost v kazdé ortonormalni bazi. Naopak, predchozi vypocet
ukazuje, ze vlastnost matice v jedné bazi uz zarucuje zachovavani
velikosti.
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Disledkem této véty je také popis vSech matic pfechodu S mezi
ortonormalnimi bazemi. Kazda totiz musi zadavat zobrazeni
K" — K" zachovavajici velikosti a splnuji tedy také pravé
podminku S~1 =57,
P¥i prechodu od jedné ortonormalni baze ke druhé se tedy matice
ortogonalniho/unitarniho zobrazeni méni podle vztahu (v redlném
pfipadé je S* = ST)

A = S*AS.
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Invariantni podprostory

Necht f : V — V je linearni a predpokladejme, Ze pro néjaky
podprostor W C V plati f(W) C W. Rikame, ze W je invariantni
podprostor pro zobrazeni f. Jestlize je V konecnérozmérné a
vybereme néjakou bazi (u1, ..., ux) podprostoru W, mizeme ji
vzdy doplnit na bazi (uy, ..., u,) celého V a v kazdé takové bazi
m4d nase zobrazeni matici A tvaru

(3 9) 0

kde B je ¢tvercova matice dimenze k, D je Ctvercova matice
dimenze n — k a C je matice typu n/(n — k). Naopak, jestlize
existuje v néjaké bazi matice zobrazeni f tvaru (1), je

W = (w1, ..., ux) invariantni podprostor zobrazeni f.
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Extrémni pripady jsme vidéli pfi hledani baze z vlastnich vektori. V
pripadé existence n riznych vlastnich Cisel zobrazeni f jsme dostali
rozklad V' na pfimy soulet n vlastnich podprostorii a v bazich z
vlastnich vektorli ma nase zobrazeni diagonalni tvar s vlastnimi
Cisly na diagonale.

Zaroven jsme vidéli dva rizné priklady divodd, pro¢ zobrazeni
diagonalni matici mit nemusi. Prvni souvisel s nilpotentnimi
zobrazenimi, druhy s rotacemi v dvourozmérnych podprostorech.
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Rozklad ortogondlniho/unitarniho zobrazeni

Necht je zobrazeni f : V — V ortogondlni, s matici A v néjaké
ortonormalni bazi.

Jestlize pro libovolny podprostor W C V a ortogonalni zobrazeni
f:V — V plati f(W) C W, pak také plati pro véechny v € W+,
wewWw

(F(v),w) = (F(v), f o fH(w)) = {v,f(w)) =0

protoze i f~1(w) € W. To ale znamend, ze také f(W=+) c W+,

Ortogondlni doplnék k invariantnimu podprostoru je také
invariantni.
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Pro unitarni prostory uz toto tvrzeni zaruCuje existenci baze z
vlastnich vektort! Skute¢né, z(Zeni unitarniho zobrazeni f na
ortogonalni doplnék invariantniho podprostoru je opét unitarni
zobrazeni, takze mizeme do baze pribirat jeden vlastni vektor za
druhym, az dostaneme cely rozklad V.

Kdyby byla vlastni ¢isla ortogondlniho, dostali bychom stejny
vysledek také.

Nicméné vétsinou nejsou vlastni Cisla ortogonalnich zorbazeni
redlnd. Musime si proto pomoci opét vyletem do komplexnich
vektorovych prostorii.

Theorem

Necht f : V — V je ortogondini zobrazeni na prostoru se skaldrnim
soucinem. Pak vSechny koreny charakteristického polynomu f maji
velikost jedna a existuje rozklad V' na jednorozmérné vlastni
podprostory odpovidajici vlastnim Cislim \ = £1 a dvourozmérné
podprostory P, 5, na kterych pisobi f rotaci o tihel rovny
argumentu korr;p/exn/’ho Cisla \. Visechny tyto rizné podprostory
Jsou po dvou ortogondini.
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Naznak diakazu

Jestlize povazujeme matici A za matici linedrniho zobrazeni na
komplexnim prostoru C" (ktera je jen shodou okolnosti realnd),
budeme mit pravé n korfenli charakteristického polynomu, véetné
jejich algebraické nasobnosti. Navic, protoze charakteristicky
polynom zobrazeni bude mit vyhradné redlné koeficienty, budou
tyto kofeny bud redlné, nebo puljde o dvojice komplexné
sdruzenych kofenti A a A. Pfislu$né vlastni vektory v C" k takové
dvojici vektori budou také komplexné sdruzené, protoze budou
reSenim dvou komplexné sdruZenych systémi linedrnich rovnic.
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Oznaéme vy, vlastni vektor pfislusny k vlastnimu Cislu A = o + i,
B # 0. Reélny vektorovy podprostor P, generovany redlnou a
imagindrni Casti x, = revy, yx = im vy je zjevné invariantni vici
nasobeni matici A a dostdvame

A-xy=axy — By, A-yr = ayy+ Bx\.

To ale neznamena nic jiného, nez Ze z(zeni naseho zobrazeni na Py

je ddno slozenim rotace o argument vlastni hodnoty A ((thel

arccos \/%ﬁz) s nasobenim velikosti vlastni hodnoty A (skalarem
«

a2+ Bz). Protoze nase zobrazeni zachovava velikosti, musi byt
velikost vlastni hodnoty A rovna jedné.
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Example

V dimenzi tfi ma charakteristicky polynom alespon jeden redlny
koren, kterym musi byt bud jedni¢ka nebo minus jednicka. Dalsi
dva musi byt opét 1 nebo dva komplexné sdruzené neredlné. V
poslednim pripadé zadava vlastni vektor odpovidajici redlnému
vlastnimu ¢islu osu rotace o argument vlastniho cisla druhého.
Pokud je redlné vlastni Cislo —1, bude navic jesté uplatnéno
zrcadleni podle roviny rotace.

Uvazme tedy zobrazeni s matici ve standardni bazi
0
0

-1

01
fRP SR A= 10
00
Dostaneme polynom —A\3 + A2 — A+ 1=—-(A-1)(A\2+1)s

kofeny \; =1, A =i a A = —i. Pochopiteln& matice zadava rotaci
o devadesat stupnil podle osy y.
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