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Jednoduché linearni procesy jsou dany linearnimi zobrazenimi
¢ V — W na vektorovych prostorech.

@ vektor v € V predstavuje stav néjakého nami sledovaného jevu
(tfeba pocty obcani tfidénych dle nejvy3si dosazené
kvalifikace, stav zasob jednotlivych dilt a vyrobkd atd.)

@ (v) mize predstavovat vysledek provedené operace (vysledek
vzdélavaci Cinnosti skolské soustavy nebo vyroba a prodej za
urcité casové obdobi apod.).

Pokud chceme dosadhnout predem daného vysledku b € W
takového jednorazového procesu, fesime problém

o(x) = b

pro neznamy vektor x.
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V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zobrazeni ¢ a
soufadné vyjadreni vektoru b:

A-x=0b

Pro b = 0 je mnozina feSeni vektorovym podprostorem (jadro ¢).
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V pevné zvolenych soufadnicich pak mame matici A zobrazeni ¢ a
soufadné vyjadreni vektoru b:

A-x=0b

Pro b = 0 je mnozina feSeni vektorovym podprostorem (jadro ¢).
Snadno ovéfime zakladni popis viech Feseni:

Theorem (Homogenni soustava rovnic)

Pokud je dimenze V = n < oo a dimenze obrazu zobrazeni ¢ je k,
pak dimenze podprostoru vsech reseni je pravé n — k.
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Skuteéné:

@ sloupce matice zobrazeni jsou pravé obrazy bazovych vektori,
v matici systému je pravé k linearné nezavislych sloupct a tedy
i stejny pocet linearné nezavislych radka;

@ pfi prevodu na fadkovy schodovity tvar ziistane nakonec pravé
n — k nulovych radka;

@ pri feSeni systému rovnic tak zistane pravé n — k volnych
parametrii a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a

vynulovanim ostatnich ziskame pravé k linearné nezavislych
reseni.
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v matici systému je pravé k linearné nezavislych sloupct a tedy
i stejny pocet linearné nezavislych radka;

@ pfi prevodu na fadkovy schodovity tvar ziistane nakonec pravé
n — k nulovych radka;

@ pri feSeni systému rovnic tak zistane pravé n — k volnych
parametrii a dosazenim vzdy jednoho z nich hodnotou jedna a

vynulovanim ostatnich ziskame pravé k linearné nezavislych
reseni.

Fundamentalni systém reseni

Kazdé takové k—tici linearné nezavislych reseni fikame
fundamentalni systém reseni daného homogenniho systému
linearnich rovnic.
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Uvazme nyni obecny systém rovnic
A-x=b.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, miizeme, ale nemusime,
také zvétsit pocet linearné nezavislych sloupct a tedy i radka.
Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém rovnic nemiize mit reSeni
(prosté se nase ¢ viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak mame
stejny pocet nezavislych fadki, znamena to, ze sloupec b musi byt
linearni kombinaci sloupcii matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé reseni.
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Uvazme nyni obecny systém rovnic
A-x=b.

Jestlize rozsifime matici A o sloupec b, miizeme, ale nemusime,
také zvétsit pocet linearné nezavislych sloupct a tedy i radka.
Pokud se tento pocet zvétsi, pak systém rovnic nemiize mit reSeni
(prosté se nase ¢ viibec do b nestrefi). Jestlize ale naopak mame
stejny pocet nezavislych fadki, znamena to, ze sloupec b musi byt
linearni kombinaci sloupcii matice A. Koeficienty takové kombinace
jsou pravé reseni.

Méjme tedy dvé pevné zvolena feSeni x a y naSeho systému a
néjaké Feseni z systému homogenniho se stejnou matici. Pak zjevné

A-(x+z)=0+b=0b.
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Mizeme proto shrnout:

Theorem (Struktura vSech feseni systému linearnich rovnic)

@ podprostor vsech reseni homogenniho systému rovnic A - x = 0
ma dimenzi n — k, kde n je pocet proménnych a k je pocet
linearné nezavislych rovnic,

@ vsechna feseni jsou generovana tzv. fundamentalnim systémem
n — k Feseni, ktery Ize obdrzet z Gausovy eliminace postupnym
dosazovanim nul a jedni¢ek za volné parametry,

@ reseni nehomogenniho systému existuje pravé, kdyz pridanim
sloupce b k matici A nezvysime pocet linearné nezavislych
radkd. V takovém pripadé je prostor vsech reseni dan soucty
jednoho pevné zvoleného partikularniho reseni systému a
vsech feseni systému homogenniho se stejnou matici.
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Predstavme si velice specializovaného natérace v Eernobilém
svété.Natira fasady bud malych rodinnych domkii nebo naopak
velikych verejnych budov a pochopitelné pouziva jen Cernou a bilou
barvu. Miize si zcela volné vybirat, v jakém rozsahu bude délat x
jednotek plochy prvého typu nebo y jednotek druhého.
Predpokladejme, Ze jeho maximalni pracovni zatéz je ve sledovaném
obdobi L jednotek plochy, jeho Cisty vynos (tj. po odecteni nakladii)
je na jednotku plochy ¢; u malych domkt a ¢ u vefejnych staveb.
Zaroven ma k dispozici maximalné W kg bilé a B kg cerné barvy.
Kone¢né na jednotku plochy rodinného domu potfebuje wy kg bilé

barvy a by kg Cerné, zatimco u vefejnych staveb jsou to hodnoty w»
a b2.
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Kdyz si to celé shrneme do (ne)rovnic, dostavame omezeni

x1+x <L (1
wixi + woxo < W (2
bixi + boxo < B. (3

Celkovy Cisty vynos natérace
h(X17X2) = C1X1 + Co X2

bychom pfitom radi méli co nejvétsi.
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Kazda z uvedenych nerovnic zadava v roviné proménnych (xi, x2)
polorovinu, ohrani¢enou pfimkou zadanou pfislusnou rovnici, a jisté
musime také predpokladat, ze jak x; tak x» jsou nezaporna realna
Cisla, protoze zaporné velikosti ploch natéra¢ neumi. Ve skuteénosti
mame tedy omezeni na hodnoty (xi, x2), které maize byt bud
nesplnitelné nebo je dano jako vnitfek mnohodhleniku s maximalné
péti vrcholy.

Obecné hovofime o problému linearniho programovani, jestlize
hledame bud maximum nebo minimum linearni formy h na R” na
mnoziné ohrani¢ené pomoci systému linearnich nerovnic, kterym
fikdame linedrni omezeni. Vektoru na pravé strané pak fikame
vektor omezeni, linearni formé h také acelova funkce.
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Formulace s nerovnostmi < u omezujicich podminek, nezapornymi
proménnymi a maximalizaci Gcelové funkce fikame standardni
maximalizacni problém. Naopak, standardni minimalizacni
problém je hledani minima acelové funkce pfi omezujicich
podminkach s nerovnostmi >, pfi€emz opét uvazujeme nezaporné
promeénné.

Je snadné nahlédnout, ze kazdy obecny problém linearniho
programovani lze prevést na kterykoliv ze standardnich. Kromé
zmén znamének miizeme jesté pracovat s rozdélenim pfipadnych
proménnych bez omezeni znaménka na rozdil dvou kladnych. Bez
ajmy na obecnosti se tedy budeme dale vénovat jen standardnimu
maximalizaénimu problému.
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Jak takovy problém fesit? Hledame maximum linearni formy h na
podmnozinach M vektorového prostoru, které jsou zadany
linedrnimi nerovnostmi, tj. v roviné pomoci priniku polorovin,
obecné budeme v dalsi kapitole hovofit o poloprostorech. Vsimnéme
si, Ze kazda linearni forma na realném vektorovém prostoru

h:V — R (tj. libovolna linearni skalarni funkce) v kazdém
vybraném sméru bud stale roste nebo stale klesa. Presnéji feceno,
jestlize vybereme pevny pocatecni vektor u € V' a ,,smérovy"
vektor v € V/, pak slozenim nasi formy h s parametrizaci dostaneme

t — h(u+tv) = h(u)+th(v).

Tento vyraz je skutecné s rostoucim parametrem t vzdy bud
rostouci nebo klesajici, pfipadné konstantni (podle toho, zda je
h(v) kladné nebo zaporné, pripadné nulové).
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Jisté tedy musime ocekavat, ze problémy podobné tomu s
natéracem budou bud nesplnitelné (kdyz je mnozina zadana
omezenim prazdna) nebo bude vynos neohraniceny (kdyz omezeni
zadaji neomezenou ¢ast celého prostoru a forma h v nékterém z
neomezenych smérti bude nenulova) nebo budou mit maximalni
feSeni v alespon jednom z ,,vrcholid” mnoziny M (pri¢emz zpravidla
ptjde o jediny vrchol, miize ale jit o konstatni maximalni honotu na
¢asti horanice oblasti M).
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Formulace pomoci linedrnich rovnic

Ne vzdy je nalezeni optima tak snadné jako v pfedchozim pripadé.
Problém miize zahrnovat velmi mnoho proménnych a velmi mnoho
omezeni a jen rozhodnout, zda je mnozina M splnitelnych boda
neprazdna je problematicke.

Zaéneme srovnanim se systémy linearnich rovnic — tém uz totiz
rozumime dobfe. Zapisme si rovnice vektorové v obecném tvaru:

A-x < b,

kde x je nyni n—rozmérny vektor, b je m-rozmérny vektor a A
odpovidajici matice a nerovnosti myslime jednotlivé nerovnosti po
fadcich. Maximalizovat chceme soucin ¢ - x pro dany fadkovy
vektor koeficientt linearni formy h.
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Jestlize si pro kazdou z rovnic pfidame jednu pomocnou proménnou
a jeSté si pfimyslime proménnou z jako hodnotu linarni formy h,
miizeme cely problém pfepsat jako systém linearnich rovnic

1 - 0\ [2)_/o
0 A E,) |7~ \b
Xs
kde matice je slozena z blokii o 14 n+ m sloupcich a 1+ m radcich

a tomu odpovidaji jednotlivé komponenty vektori. Dodate¢né
pfitom pozadujeme pro viechny soufadnice x i xs nezapornost.
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Pokud tedy ma dany systém rovnic feSeni, hledame v této mnoziné
feSeni takové hodnoty proménnych z, x a xs, aby viechna x byla
nezaporna a z maximalni mozné.

Konkrétné v nasem problému Eernobilého naterace bude systém
linarnich rovnic vypadat takto:

z
1 —C —C 0 0O X1 0
01 1 100]| || |t
0 w1 wo 010 X3 o w
0 b b 001 Xa B

X5
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Nas velice schematicky problém cernobilého natérace mazeme
pouzit jako ilustraci jednoho z typickych ekonomickych modeli, tzv.
model planovani vyroby.

Jde pfitom o zachyceni problému jako celku, tj. se zahrnutim
vnitfnich i vnéjsich vztahi. Levé strany rovnic i Gcelové funkce
h(x1, x2) jsou vyjadfenim riiznych vyrobnich vztahd.

Podle povahy problému pak jsou pozadovany na pravé strané bud
presné hodnoty (pak feSime systém rovnic) nebo pozadujeme
kapacitni omezeni a optimalizaci uéelu (a pak dostavame pravé
problémy linearniho programovani).
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Muazeme tak tedy obecné Fesit problém alokace zdroji pri
dodavatelskych omezenich a pfitom bud minimalizovat naklady
nebo maximalizovat zisk. Z tohoto pohledu Ize také nahlizet
dualizaci problémii. Jestlize by nas natérac chtél hypoteticky
nastavit svoje naklady spojené se svoji praci y;, bilou barvou y\, a
cernou barvou yg, pak bude chtit minimalizovat acelovou funkci

L-yi + Wyw + Bys
pfi omezujicich podminkach

yL+ wiyw + biys
yL+ woyw + boyg

>aqa
Z Co.

To je tzv. dulni problém k ptivodnimu a hlavni véta linearniho
programovani fika, ze optimalni stav je takovy, kdy acelové funkce
maji stejnou hodnotu.
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V ekonomickych modelech najdeme mnoho modifikaci. Jednou z
nich jsou dlohy finanéniho planovani, souvisejici s optimalizaci
portfolia. Urujeme pritom objemy investic do jednotlivych
investi¢nich variant s cilem drzet se danych omezeni na rizika a
optimalizovat pFitom zisk, resp. pfi o€ekdvaném objemu
minimalizovat rizika.
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Velmi obvyklé jsou modely vyZivovych problémd, tj. navrh navek
riiznych komponent vyzivy s danym slozenim a omezujicimi
pozadavky na celkové objemy vyzivovych latek.

Problémy linedrniho programovani se objevuji pfi personalnich
tlohach, kdy jsou pracovnici s rtiznymi kvalifikacemi a dalsimi
predpoklady rozdélovani do smén. Obvyklé jsou také problémy
smésovani, problémy déleni a problémy distribuce zboZi.
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