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Nilpotentni a cyklickd zobrazeni — pfipomenuti

Definition

Linearni zobrazeni f : V — V se nazyva nilpotentni, jestlize
existuje celé &islo k > 1 takové, ze iterované zobrazeni f¥ je
identicky nulové. Nejmensi Cislo k s touto vlastnosti se nazyva
stupném nilpotentnosti zobrazeni f. Zobrazeni f : V — V se
nazyva cyklicke, jestlize existuje baze (uy, ..., u,) prostoru V
takova, ze f(u1) =0 a f(uj) = uj—1 pro vSechna i =2,...,n.
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Jinymi slovy, matice f v bazi z definice cyklického zobrazeni je tvaru
010
A=10 0 1
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Jinymi slovy, matice f v bazi z definice cyklického zobrazeni je tvaru
010
A=10 0 1

Je-li f(v) = a- v, pak pro kazdé piirozené k je f¥(v) = a - v.
Zejména tedy mize spektrum nilpotentniho zobrazeni obsahovat
pouze nulovy skalar (a ten tam vzdy je).
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Pfimo z definice plyne, ze kazdé cyklické zobrazeni je nilpotentni,
navic je jeho stupen nilpotentnosti roven dimenzi prostoru V.
Operator derivovani na polynomech je prikladem cyklického
zobrazeni. Kupodivu to plati i naopak a kazdé nilpotentni zobrazeni
je pfimym souc¢tem cyklickych. Navic pro kazdé linearni zobrazeni
f:V — V, pro které je soucet algebraickych nasobnosti vlastnich
Cisel roven dimenzi (to nastane vzdy pro prostory nad komplexnimi
skalary), existuje jednoznaény rozklad V' na invariantni podprostory
V; prislusné k jednotlivym vlastnim &isltim A;, na kterych je
zobrazeni f — \;idy, nilpotentni.
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V Jordanové rozkladu vystupuji vektorové (pod)prostory a linearni
zobrazeni na nich s jedinym vlastnim &islem A a matici

A1 0 ... 0
O x 1 ... 0
00 0 ... A

Takovymto maticim (a odpovidajicim invariantnim podprostoriim)
se fida Jordaniiv blok.
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Theorem (Véta o Jordanové kanonickém tvaru)

Necht V je vektorovy prostor dimenze n a f : V — V je linedrni
zobrazeni s n viastnimi Cisly véetné algebraickych nasobnosti. Pak
existuje jednoznacny rozklad prostoru V/ na primy soucet
podprostorii

V=Vi®- &V

takovych, ze f(V;) C V;, zazeni f na kazdé V; ma jediné vlastni

Cislo \; a zizeni f — \; -id na V; je bud’ cyklické nebo nulové
zobrazeni.

Véta tedy fika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni
blokové diagonalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly.
Celkovy pocet jednicek nad diagonalou v takovém tvaru je roven
rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou nasobnosti
vlastnich Cisel.
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Theorem (Véta o Jordanové kanonickém tvaru)

Necht V je vektorovy prostor dimenze n a f : V — V je linedrni
zobrazeni s n viastnimi Cisly véetné algebraickych nasobnosti. Pak
existuje jednoznacny rozklad prostoru V/ na primy soucet
podprostorii

V=Vi®- &V

takovych, ze f(V;) C V;, zazeni f na kazdé V; ma jediné vlastni
Cislo \; a zizeni f — \; -id na V; je bud’ cyklické nebo nulové
zobrazeni.

Véta tedy fika, ze ve vhodné bazi ma kazdé linearni zobrazeni
blokové diagonalni tvar s Jordanovymi bloky podél diagonaly.
Celkovy pocet jednicek nad diagonalou v takovém tvaru je roven
rozdilu mezi celkovou algebraickou a geometrickou nasobnosti
vlastnich Cisel.

Vsimnéme si, ze jsme tuto vétu plné dokazali v pfipadech, kdy jsou
vSechna vlastni &isla rtizna nebo kdyz jsou geometrické a
algebraické nasobnosti vlastnich Cisel stejné.
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Dikaz fakt komplikovany — v u€ebnici je a zde naznak na tabuli :-)
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Dualita v linearnim programovani

Uvazujme realnou matici A s m fadky a n sloupci, vektor omezeni b
a radkovy vektor ¢ zadavajici acelovou funkci. Z téchto dat
miizeme sestavit dva problémy linearniho programovani pro x € R”
ayeR™

Maximalizacni problém: Maximalizuj ¢ - x za podminky A-x < b
a zaroven x > 0.

Minimalizacni problém: Minimalizuj y - b za podminky
yT-A>cT azaroven y > 0.

Rikame, ze tyto problémy jsou vzajemné dualni.
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Rekneme, ze jde o fesitelny problém, jestlize existuje né&jaky
pripustny vektor x, ktery vyhovi véem omezujicicm podminkam.
Resitelny maximalizaéni, resp. minimalizacni problém je
ohraniceny, jestlize je ucelova funkce na mnoziné vyhovujici
omezenim ohranicena shora, resp. zdola.

Lemma

Je-li x € R" pripustny vektor pro standarni maximalizacni problém
ay € R™ je pripustny vektor pro dualni minimalizaéni problém, pak
pro celové fuknce plati

c-x<yl.b

Diikaz.

Jde vlastné jen o snadné pozorovani: x > 0ac’ <yT.A, ale také
y>0aA-x < b, proto musi platit i

c-x<yl - A-x<yT.b.
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Odtud okamzité vidime, ze jestlize jsou oba dualni problémy
fesitelné, pak musi byt i ohraniené. Jesté zajimavéjsi je nasledujici
postfeh pfimo vychazejici z nerovnosti v pfedchozi vété.

Corollary

Jestlize existuji pripustné vektory x a y dudlnich linearnich
problémii takové, Ze pro tcelové funkce platic-x =y - b, pak jde
o optimalni Feseni obou problémii.

Theorem (Véta o dualité)

Je-li standardni problém linedrniho programovani resitelny a
ohraniceny, pak je takovy i jeho dualni problém, optimaini hodnoty
Jejich acelovych funkci splyvaji a optimalni reSeni vzdy existuje.
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Poviimnéme si jesté pékného pfimého disledku pravé zformulované
véty o dualité:

Corollary (Véta o ekvilibriu)

Uvazme prispustné vektory x a y pro standarni maximalizacni
problém a jeho dualni problém. Pak jsou oba tyto vektory
optimalni, pravé tehdy kdyz y; = 0 pro vsechny souradnice s
indexem i, pro které Zf:l ajjxj < bj a zaroven x; = 0 pro vsechny
souradnice s indexem j, pro které Y " | yiaji > ;.




Problém linearniho programovani
0000®0

Predpokladejme, ze plati oba vztahy z predpokladu implikace ve
vété. Pak tedy miizeme v nasledujim vypoctu pocitat s rovnosti,
protoze s€itance s ostrou nerovnosti maji stejné u sebe nulové
koeficienty:

m n
Zy,b —Zy,ZaUXJ D viax
i=1 j=1 i=1 j=1
a z stejného davodu také
m n n
DD v =) G
i=1 j=1 j=1

Tim mame dokazanu jednu implikaci z tvrzeni diky vété o dualité.
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Diikaz — pokracovani

Predpokladejme nyni, ze x a y jsou skute¢né optimalni vektory.
Vime tedy, zZe plati

Zy,b > ZZy,aUXJ > ZCJXJ,
i=1 j=1

ale zaroven jsou si levé a pravé strany rovny. Nastava tedy vsude
rovnost. PrepiSeme-li prvou rovnost jako

Zy,'<b,' — Za,yg) =0
i=1 Jj=1

vidime, ze mize byt naplnéna jen za podminek ve vété, protoze jde
o nulovy soucet samych nezapornych cisel. Z druhé rovnosti stejné
plyne i druhé zbylé tvrzeni a diikaz je ukoncen.
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Véty o dualité a ekvilibriu jsou uziteéné pfi feSeni problému
linearniho programovani, protoze nam ukazuji souvislosti mezi

nulovosti jednotlivych dodateénych proménnych a naplihovani
omezujicich podminek.
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