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lterované procesy

Procesy byvaji popsany prostfednictvim linearni operace pro
jednotliva asova obdobi (linearizovany model). Budeme chtit
studovat jeho chovani béhem delsi doby.

SEE

Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty jako takovy
proces — vektor poslednich k hodnot x; pfevadime nasobenim
konstatni matici A tak, ze dalsi novou hodnotu spocteme a nejstarsi
hodnotu zapomeneme.

Fundamentalni systém feSeni jsme hledali ve tvaru vlastnich vektori
pro matici Al

Charakteristicky polynom matice A splyva s charakteristickym
polynomem rovnice z minulé prednasky!
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populaéni modely

Predstavme si, ze zkoumame néjaky systém jednotlivcii (péstovana
zvifata, hmyz, bunécné kultury apod) rozdéleny do m skupin (tfeba
podle stafi, fazi vyvoje hmyzu apod.).
e Stav x, je tedy dan vektorem (ai,...,an) zavisejicim na
okamziku t,, ve kterém systém pozorujeme.

@ Linearni model vyvoje takového systému je dan matici A
dimenze n, ktera zadava zménu vektoru x, na

Xpn+1 = A - Xp

pfi prirdstku Casu z ty na tx 1.
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Leslieho model

Prikladem linearnich procesi je Leslieho model riistu s matici (pro

m = 5)
h b 5 o fs
m 0 0 0 O
A=|l0o » 0 0 o,
0 0 » 0 O
0 0 0 = O

ve které:
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Leslieho model

Prikladem linearnich procesi je Leslieho model riistu s matici (pro

m =15)
h h B f4 1
n 0 0 0 O
A=10 » 0 0 0],
0 0 3 0 O
0 0 0 = O
ve které:

e f; oznacuje relativni plodnost prislusné vékové skupiny (ve
sledovaném Easovém skoku vznikne z N jedincii v i—té skupiné
fiN jedinct novych, tj. ve skupiné prvni);

@ 7; je relativni imrtnost j-té skupiny béhem jednoho obdobi.
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Vsechny koeficienty jsou tedy nezaporna realna Cisla a 7 jsou mezi
nulou a jednickou. Pfimym vypoétem (vyuzitim Laplaceova rozvoje)
spocteme charakteristicky polynom

p(A) =det(A—XE) =X —aX* —bA3 —cA> —dh—e

s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napf. e = Ty >1374f5.
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Vsechny koeficienty jsou tedy nezaporna realna Cisla a 7 jsou mezi
nulou a jednickou. Pfimym vypoétem (vyuzitim Laplaceova rozvoje)
spocteme charakteristicky polynom

p(A) =det(A—XE) =X —aX* —bA3 —cA> —dh—e

s vesmés nezapornymi koeficienty a, b, ¢, d, e, napf. e = Ty >1374f5.
Je tedy
p(A) = X°(1 - g(N))

kde g je ostfe klesajici a nezaporna funkce pro A > 0. Evidentné
bude proto existovat pravé jedno kladné A, pro které bude g(\) =1
a tedy p(A\) = 0. Jinymi slovy, pro kazdou Leslieho matici
existuje prave jedno kladné vlastni cislo ).
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Pro konkrétni koeficienty miize byt dominantni vlastni Cislo \g vetsi
nez jedna, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich Cisel A;
budou ostfe mensi nez jedna. lterace davaji pro kazdy vektor

v = vy + v1+ rozlozeny na vlastni vektory matice (pomijime ted

nasobnosti jednotlivych vlastnich &isel)

OF(v) = Msvo + Mowvp + ...
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Pro konkrétni koeficienty miize byt dominantni vlastni Cislo \g vetsi
nez jedna, zatimco absolutni hodnoty ostatnich vlastnich Cisel A;
budou ostfe mensi nez jedna. lterace davaji pro kazdy vektor

v = vy + v1+ rozlozeny na vlastni vektory matice (pomijime ted

nasobnosti jednotlivych vlastnich &isel)
OF(v) = Msvo + Mowvp + ...

V takovém pfipadé pfi iteraci kroki naseho procesu dojde pri
libovolné pocatecni hodnoté xg k postupnému vymizeni viech
komponent v jednotlivych vlastnich podprostorech kromé v.
Pomérné proporce rozlozeni populace do vékovych skupin se budou
blizit pomériim komponent vlastniho vektoru k dominantnimu
vlastnimu Cislu.
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Markovovy procesy

Specialnim pfipadem lineranich procesi je pripad, kdy A je tzv.
stochastickad matice, tj. sloupce v ni jsou stochastické vektory
uréujici rozdéleni pravdépodobnosti systému s koneéné mnoha
stavy. Hovofime o diskrétnich Markovovych procesech.
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Theorem (Perronova—Frobeniova véta)

Necht A je realna ctvercova matice dimenze m s kladnymi prvky.
Pak plati

@ existuje redlné vlastni ¢islo \,, matice A takové, Ze pro vschna
ostatni vlastni Cisla A plati |\| < Am,

@ vlastni ¢islo \;, ma algebraickou nasobnost jedna,

© vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se vsemi
souradnicemi kladnymi

@ plati odhad min,-Zj ajj < Am < max; Zj ajj.
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Theorem (Perronova—Frobeniova véta)

Necht A je realna ctvercova matice dimenze m s kladnymi prvky.
Pak plati

@ existuje redlné vlastni ¢islo \,, matice A takové, Ze pro vschna
ostatni vlastni Cisla A plati |\| < Am,

@ vlastni ¢islo \;, ma algebraickou nasobnost jedna,

© vlastni podprostor odpovidajici A, obsahuje vektor se vsemi
souradnicemi kladnymi

@ plati odhad min,-Zj ajj < Am < max; Zj ajj.

Tvrzeni bezezbytku plati i pro tzv. regularni matice, tj. takové,
jejichz n&jaka mocnina ma vyhradné kladné prvky. Takové jsou
napf. Leslieho matice se viemi parametry nenulovymi.
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Disledkem této véty pro Markovovy procesy s matici, kterd nema
zadné nulové prvky (nebo jejiz néktera mocnina ma tuto vlastnost),
Je

@ existence vlastniho vektoru xs, pro vlastni €islo 1, ktery je
pravdépodobnostni

e priblizovani hodnoty iteraci T xg k vektoru x., pro jakykoliv
pravdépodobnostni vektor xg.

Prvni tvrzeni vyplyva pfimo z kladnosti soufadnic vlastniho vektoru
zminéné v Perronové—Frobeniové vété, druhé pak z toho, Ze
absolutni hodnoty viech ostatnich vlastnich Cisel musi byt ostfe
mensi nez jedna.
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Diikaz Perronovy—Frobeniovy véty

Odvozeni téchto vysledkil je docela slozité — viz tabule nebo texty ...
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