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Kruznice a cyklus v grafu

Kruznice (uzavrena cesta) v grafu je netrivialni neorientovand cesta, ktera
zacina i konci ve stejném vrcholu. Cyklus je orientovana (z orientovanych
hran sloZena) kruznice respektujici orientaci téchto hran.

@ Cyklus je tedy vzdy kruznici, ale kazda kruznice nemusi byt vzdy
cyklem.

@ Kromé zakazu opakovani vrchold (vyjma shodnosti prvniho a
posledniho) je diilezity i zakaz opakovani hran — jinak by kruznici
mohl byt sled u, e, v, e, u.

@ Zakaz opakovani vrcholt znemoznuje vyuzit ndsobnych hran
multigrafu s vyjimkou kruznice na 2 vrcholech.

@ Samostatny vrchol, ktery je cestou, za cyklus nepovazujeme.
@ Graf, ktery obsahuje cyklus, se nazyva cyklicky. Pokud graf cyklus

neobsahuje, nazyvame jej acyklicky.
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Kruznice v grafu — priklady

@ V Internetu existuje mnoho redundantnich linek — graf jeho
fyzického propojeni je cyklicky.
@ Lokalni ethernetové sité maji acyklickou topologii.

@ Sité zalozené na technologii Token Ring maji logickou
kruhovou topologii.

o Sité SONET podporuji zapojeni do kruhu.
Obrazek: Levy graf je cyklicky, pravy acyklicky

oo
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Cyklické hrany

Pokud je hrana v grafu soucasti néjakého cyklu, nazyva se cyklicka.

Odstranime-Ii ze souvislého grafu G hranu e, vznikly graf G — e bude
souvisly pravé tehdy kdyz e je cyklicka.

Ditikaz.

Pred odstranénim hrany je (z definice) kazdy vrchol grafu G dosazitelny
z kazdého jiného vrcholu. Necht hrana e spojuje vrcholy u, v. Po jejim
odstranéni je kazdy vrchol grafu G dosazitelny z vrcholu u nebo v (tedy
mize byt dosazitelny i z obou vrcholi). Graf se tak rozpadne nejvyse na
2 souvislé podgrafy — komponenty souvislosti. Pravé tehdy, kdyz existuje
cyklus, jehoz je e soucasti, existuje cesta mezi u a v, kterad neprochazi
hranou e. Graf G — e je souvisly pravé tehdy, kdyz existuje cesta mezi u a
v neobsahujici hranu e. O
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Cyklické hrany — priklady

Obrazek: Cyklické hrany jsou oznaceny zelené, ostatni, které zpisobi

rozpad grafu, Cervené.

PB165 — Grafy a sité



Topologie sité CESNET
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Topologie sité GEANT
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Les je graf, ktery neobsahuje kruznice. Strom je graf, ktery
neobsahuje kruznice a je souvisly.

@ Strom je tedy souvisly les.
@ Lokalni ethernetova sit je strom, protoze je souvisla

a acyklicka.

Obrazek: Jednoduchy priklad stromu
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Vlastnosti stromd

Nasledujici véta ma vyznam zejména pro dikazy vét dalsich:

Kazdy strom s alespon 1 hranou obsahuje nejméné 2 vrcholy stupné 1.

Jelikoz cest v konecném grafu je konecné mnoho, existuje mezi nimi vzdy
nejdelsi cesta — tedy takova, kterd prochazi nejvice hranami. Pokud
néktery z jejich koncovych vrcholti ma stupen vy3ssi nez 1, vede z ngj
hrana, ktera neni soucasti této cesty.Pokud tato hrana vede do vrcholu,
ktery je soucasti cesty, existuje v grafu cyklus a ten tedy neni stromem.
Vede-li tato hrana do vrcholu, ktery soucasti cesty neni, da se tato cesta
prodlouzit a neni tudiz nejdelsi. V obou pripadech tak dochazime ke
sporu. O

Diisledkem této véty je, ze kazdy graf, jehoz vsechny vrcholy jsou stupné
alespon 2, obsahuje kruznici.
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Pocet hran stromi
Strom s n vrcholy obsahuje pravé n — 1 hran.

Indukci: trividlni strom s 1 vrcholem neobsahuje zddnou hranu.
Predpokladame, ze tvrzeni plati pro strom s k vrcholy. Uvazujme strom
G s k+ 1 vrcholy a jeho vrchol v stupné 1. Odebranim vrcholu v a jemu
incidentni hrany vznikne graf G — v. Jelikoz v je stupné 1, ziistava graf
G — v souvisly. Odebrani vrcholu z grafu do néj nemiize nijak vnést
cyklus. Graf G — v je tedy souvisly a acyklicky, je tedy stromem s k
vrcholy. Odebrani v z G odstranilo pravé 1 hranu, G ma tedy k hran. [
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Pocet hran lesu

Zadna hrana ve stromé neni cyklicka. Odstranéni libovolné hrany tedy
zptisobi rozpad na 2 komponenty souvislosti. Jelikoz z kazdého souvislého
grafu lze odebirat hrany dokud neni stromem, je kK — 1 zaroven dolni
hranici pro pocet hran libovolného souvislého grafu s k vrcholy.

Vétu dokazanou na predchozi strané lze aplikovat i na lesy. Jeho
komponenty souvislosti jsou stromy. Pro kazdou komponentu je tfeba od
poctu jejich vrcholt odecist 1 hranu.

Les o n vrcholech a k komponentach ma n — k hran.

Obrazek: Les, ktery se sklada z 8 vrchold, 3 komponent a 5 hran.
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Dalsi vlastnosti stromi

Mezi kazdymi 2 vrcholy ve stromu vede pravé jedna cesta.

Uvazujme, ze mezi nékterymi 2 vrcholy vedou 2 cesty. Potom je lze
rozdélit na 3 Casti: spolecny pocatek, rozdilna cast a spolecny konec.
Necht u je prvni vrchol na téchto cestach, kterym se cesty rozdéluji, a v je
prvni vrchol, kterym se opétovné spojuji. Potom rozdilné tseky cest mezi
vrcholy u a v tvori kruznici a graf tedy neni stromem, coz je spor. O

Obrazek: Zelené je vyznacena pridavana hrana, Cervené existujici cyklus
v grafu.

PB165 — Grafy a sité



Dalsi vlastnosti stromi

Diisledkem jedine€nosti cest mezi vrcholy stromu je nasledujici véta:

Pridanim libovolné hrany do stromu vznikne pravé jedna kruznice.

Diikaz.

Necht pfidana hrana e spojuje vrcholy u, v. Mezi nimi jiz vede
pravé jedna cesta. Pfidanim hrany e vznikne cesta druha, tedy

i kruznice. Zbyva dokazat, Zze vznikne nejvyse jedna kruznice: kazda
vznikla kruznice bude prochazat hranou e. Pokud by ji prochazely 2
kruznice, musely by jesté pred pfidanim hrany e existovat 2 riizné
cesty mezi u a v, tedy i kruznice, a graf by tak nebyl stromem. [

v
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Stromy a jejich vlastnosti — cviceni

© Nakreslete 10 vrcholovy les slozeny z 3 komponent a obsahujici
pravé 8 hran. Pokud to neni mozné, zdivodnéte proc.

@ Dokazte, ze maji-li dvé kruznice v grafu spolecnou hranu,
existuje v tomto grafu kruznice tuto hranu neobsahujici.

© Dokazte, ze pfidanim libovolné hrany do souvislého grafu
vznikne alespon jedna kruznice.

@ Kolik vznikne kruznic, pridame-li ke stromu dvé hrany?

© Dokazte, ze souvisly graf o n vrcholech a n hranach obsahuje
pravé jeden cyklus.
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Korenovy strom

Strom, jehoz hrany jsou orientované, se nazyva také orientovany.

Orientovany strom, jenz ma urcen vyznacny vrchol (koren) r,
a v némz existuje orientovana cesta z r do vsech ostatnich vrcholi,
se nazyva korenovy strom.

o P¥i kresleni kofenovych grafii se obvykle vynechavaji sipky
definujici orientaci hran, predpoklada se, ze sméfuji ,,0od
korene”.

@ Vzhledem k absenci cykli je interpretace jednoznacna.
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Korenovy strom — priklady

Kde v sitich najdeme kofenové stromy?

@ DNS - hierarchicka struktura serverii obsluhujicich domény
riiznych darovni.

@ Multicast — zdroj je kofenem, cesty k pfijemciim tvofi strom.

Obrazek: Dvé obvykla kresleni kofenového stromu. Koren je vyznacen
modfre.
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Vztah orientovanych a korenovych stromi

Kazdy kofenovy strom je orientovany. Jaké jsou podminky pro to, aby
orientovany strom byl zaroven kofenovym?

Orientovany strom je korenovy pravé tehdy, kdyz pravé jeden z jeho
vrcholi ma vstupni stupen 0 a vsechny ostatni vrcholy 1.

Ditikaz.

= Necht r je koren stromu a jeho vstupni stupen je vyssi nez 0. Potom
do néj vede hrana z nékterého z ostatnich vrcholi stromu. Do toho
ovsem vede cesta z kofene, v grafu je tedy cyklus, ¢imz dochazime ke
sporu. Pokud do nékterého z ostatnich vrchold (oznacme jej u) vedou
vice nez 2 hrany (z rtiznych vrcholii v, w), potom do néj vedou 2 cesty

z korene, a to skrze cesty do v, w. Tim opét dochazime ke sporu. OJ

<
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Vztah orientovanych a korenovych stromia — pokracovani

dkazu

< Oznacme r vrchol, jehoz vstupni stupen je 0. Poté pro kazdy
jiny vrchol w plati nasledujici:

@ Vstupni stupen w je roven 1. Existuje tedy pravé jeden vrchol,
u1, z néjz vede do w hrana. Neni-li u; totozny s r, vede do ngj
opét hrana z pravé jednoho vrcholu, wup. Takto tvorena rada
vrcholii, z nichz vede cesta do w, je nutné koneéna, nebot
strom je acyklicky, tudiz se v ni zadny z vrchol&i nemiize
opakovat. Poslednim vrcholem v této posloupnosti musi byt r.

Do kazdého vrcholu stromu tedy vede orientovana cesta z vrcholu r
a ten je tudiz kofenem stromu. O
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Hloubka vrcholi a vyska stromi

Vzdalenost (pocet hran na cesté) vrcholu od kofene stromu se nazyva
hloubka ¢ci daroven vrcholu.

@ Hloubka kofene je rovna 0.

@ Je zvykem kreslit vrcholy jedné Grovné ve stejné vysce.

0

Vyskou kofenového stromu oznacujeme nejvyssi z hloubek vsech jeho
vrcholi.
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Rodice a sourozenci v kofenovych stromech

Vede-li v kofenovém stromu hrana z vrcholu u do v, nazyva se u rodicem
(otcem) v a v synem.
Vircholy majici spolecného rodice nazyvame sourozenci.

Obrazek: Vrchol u je rodi¢em obou vrchold v, w, které jsou sourozenci.

u

Virchol u je predkem vrcholu v, pokud lezi na cesté z r do v. v se
v takovém pripadé nazyva naslednikem vrcholu u.

PB165 — Grafy a sité



Listy a vnitfni vrcholy stromu

Obrazek: Vlevo: Vrcholy v, w, x jsou nasledniky vrcholu u. Vrchol w ma
jediného naslednika x. Predky x jsou u, w.
Vpravo: Listy jsou vyznaceny zelené, vnitfni vrcholy stromu hnédé.

Virchol, ktery nema zadné potomky, nazyvame list stromu.
Ostatni vrcholy se oznacuji jako vnitrni.
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Isomorfismus kofenovych stromi

Korenové stromy povazujeme za isomorfni, pokud mezi nimi existuje
isomorfismus, ktery zobrazi kofen stromu na koren.

Obrazek: Dva levé grafy na obrazku jsou isomorfni kofenové stromy. Dva
pravé grafy jsou isomorfni stromy, ale ne isomorfni kofenové stromy.

At A

Existuje tedy vice riiznych tfid kofenovych stromii s ohledem na
isomorfismus nez t¥id stromd se stejnym poctem vrchold.
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n-arni, aplné stromy

Korenovy strom, jehoZ kazdy vrchol ma nejvyse n potomkd, se nazyva
n-arni.

n-arni strom, jehoz vnitini vrcholy maji pravé n potomkii a vsechny listy
jsou stejné hloubky, se nazyva dplny n-arni.

Obrazek: Levy strom je 3-arni (ternarni), pravy je Gplny ternarni.

%\ \
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Usporadané stromy

V nékterych pfipadech mize byt vyhodné potomky kazdého vrcholu
jednoznacné pojmenovat a sefadit:

Usporadany strom je korenovy strom s danym poradim potomkii kazdého
vrcholu.

P¥i kresleni usporadaného grafu se dané poradi vrcholt dodrzuje ve sméru
zleva doprava.

Obrazek: Isomorfni kofenové stromy s riiznym usporadanim.
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Pocet vrcholl Grovné stromu

Pro kazdou troven n-arniho stromu je dan limit poctu vrcholi
v této Grovni:

V' m-té drovni n-arniho stromu se nachazi nejvyse n™ vrchold.

Indukci:

Pro kofen plati trivialné: n® = 1.

Necht je v trovni k pravé n vrcholi. Kazdy z nich mize mit
nejvyse n potomkii. Urovei k + 1 tedy obsahuje nejvyse

n % nk = nk*1 yrchola. O
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Korenové stromy — cviceni

@ Nakreslete, nebo zdtivodnéte, pro¢ to neni mozné:
@ Binarni strom vysky 5 s pravé 12 vrcholy a pravé 5 listy.
® Binarni strom vysky 3 s pravé 12 vrcholy.
@ Kolik existuje raznych nedplnych ternarnich stromi vysky 3
takovych, ze kazdy vnitfni vrchol ma pravé 3 potomky?
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Binarni stromy

Specialnim (a prakticky nejpouzivanéjsim) n-arnim stromem je
strom binarni.

Usporadany 2-arni strom se nazyva binarni. Potomci kazdého
vrcholu jsou oznacovani jako levy a pravy.

o Kazdy kofenovy strom lze prevést na binarni.

@ Vnitfni algoritmy smérovacich zafizeni mohou byt zalozeny na
binarnich stromech.
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Podstromy binarnich stromi

Indukovany podgraf bindrniho stromu G, tvoreny jednim potomkem
vrcholu v a vsemi jeho nasledniky, se nazyva podstromem vrcholu v
a stromu G.

@ Podstrom binarniho stromu je také binarnim stromem.
o Kazdy vrchol ma levy a pravy podstrom, pficemz jeho levy,
resp. pravy, potomek je kofenem tohoto podstromu.

@ Pravy a levy podstrom binarniho stromu o vysce h maji vysku
nejvyse h — 1, pficemz nejméné jeden z nich ma vysku pravé

h—1.
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Podstromy binarnich stromt — pfiklad

Obrazek: Levy a pravy podstrom kofene stromu.

®
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Pocet vrcholt tplného binarniho stromu

Uplny binarni strom vysky h ma pravé 2h+1 — 1 vrcholi.

Diikaz.

Indukci:

Pro binarni strom vysky 0 plati zfejmé.

Necht strom vysky k ma pravé 2k+t1 — 1 vrcholii. Jak bylo dokazano
dfive, (k + 1)-ni vrstva obsahuje 2k*1 vrcholii. Strom vysky k + 1
tedy ma

ok+L _ 1 L oktl _ g okl _ 1 —ok+2 _

vrchold. L)
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Reprezentace kofenovych stromi

e Korenové stromy lze jednoznacné reprezentovat
polem rodicii — tedy polem, ve kterém je pro kazdy vrchol
ulozen pouze nazev jeho rodice.

o Takova reprezentace je prostorové velmi vyhodna (linearni
prostorova slozitost).

Pole rodi¢ti ma tvar; - 0 0 0 2 2 3.
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Reprezentace aplnych ohodnocenych stromd

@ Obdobné vyhodné Ize reprezentovat Gplné ohodnocené stromy.

Kazdy vrchol mize mit v lineadrnim poli pevné danou pozici.

Na této pozici je v poli ulozeno ohodnoceni vrcholu.

Konkrétné pro binarni strom:

e Koren je ulozen na pozici 0.
e Potomci vrcholu k jsou ulozeni na pozicich 2« k + 1,2 % k + 2.

Pole reprezentujici tento binarni graf obsahuje hodnoty g r n e v i q.
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Prtichod binarnim stromem

V nékterych pripadech (napf. synchronizace distribuovanych
algoritmii a vypoctd) je potrebné projit vsemi vrcholy grafu

a vykonat né&jakou akci. Priichod binarnim stromem je mozné
provést 2 zakladnimi zptisoby:

@ prichod po arovnich

@ prichod po podstromech
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Priichod binarnim stromem po trovnich

Vloz kofen do fronty.

Dokud je fronta neprazdna:
Odstran jeji prvni vrchol a proved akci.
VloZz do fronty jeho potomky v daném poradi.

Vrcholy stromu jsou navstiveny v poradi a, b, c,d, e, f,g, h,i.j, k,L
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Priichod binarnim stromem po podstromech

Proved akci v korenu stromu.
Spust algoritmus prichodu v levém podstromu.
Spust algoritmus prilichodu v pravém podstromu.

@ Tato verze algoritmu je rekurzivni. Priichod je mozné
implementovat iterativné bez rekurzivnich volani za pouziti
zasobniku.

@ Akci Ize také provadét po priichodu levym i obéma stromy.
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Priichod po podstromech — priklad

Vrcholy stromu jsou navstiveny v poradi a, b, d, h,l,e,i,j,c,f, g, k.
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Cviceni — reprezentace korenovych strom

@ Nakreslete vsechny binarni stromy vysky 2 a rozdélte je do tfid
podle isomorfismu.

o Nakreslete kofenovy strom podle zadaného pole rodica:
-01122344
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