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Terminologicky Gvod

Definice

Stromem v grafu G rozumime podgraf grafu G, ktery je stromem.
Hrany a vrcholy, které do tohoto stromu nalezi, nazyvame stromové.

V opacném pripadé se hrana nazyva nestromova.

Hranu, jejiz jeden vrchol je souéasti stromu T v neorientovaném grafu,
budeme znacit jako okrajovou hranu stromu T.

Je-li graf orientovany, zna¢ime hranu jako okrajovou, pokud je souc¢asti
stromu T jeji pocatecni vrchol.

Obrazek: Strom v grafu je vyznacen plnymi vrcholy a tué¢nymi hranami,
okrajové hrany carkované.
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Rist stromu v grafu

Je-li G grat a T strom v G, potom graf vznikly z T pridanim jeho
libovolné okrajové hrany je také stromem.

Jelikoz hrana ma jeden ze svych koncovych vrcholii v T, existuje
cesta z pridaného vrcholu do viech vrcholti T a graf zistava spojity.

Pridana hrana ma mezi vrcholy stromu T zaroven nejvyse jeden
vrchol. Nemaze tedy zaddnym zptisobem vzniknout cyklus a graf
zlistava i acyklicky, tedy strom. O
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Kostra grafu G je takovy strom T v grafu G, pro ktery plati
V(T)=V(G). (vrcholy v T a v G jsou totozné)

o Graf maze mit vice nez jednu kostru.
e Kazdy acyklicky podgraf grafu G je obsazen v alespon jedné
kostfe grafu G.

Obrazek: Kostra je vyznacena tuénymi hranami.

\
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Kostra komponent grafu

Graf miize mit kostru zfejmé jen v pripadé, ze je souvisly. Pokud
souvisly neni, mohou ale mit kostru jeho komponenty souvislosti.
Kostra nesouvislého grafu je tedy lesem, nikoliv stromem, pricemz
kazdy jeho strom je kostrou jedné komponenty grafu.

°
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Budovani stromu v grafu

Vstupem algoritmu je graf G a jeho vrchol v. Vystupem je graf
s o€islovanymi (pfirozenymi Cisly ohodnocenymi) vrcholy 1,... n.

inicializuj strom T jako vrchol v.
Nastav poc¢itadlo vrchold na 1 a ocisluj vrchol v,
Dokud strom T neobsahuje vSechny vrcholy komponenty,
které je podgrafem:
Vyber okrajovou hranu e.
Necht u je jeji vrchol, ktery neni soucasti stromu.
Prfidej vrchol u a hranu e do stromu T.
ZvyS hodnotu pocéitadla vrchold o 1.
0Cisluj vrchol u.
Vrat strom T.
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Budovani stromu v grafu — priklad

Obrazek: Rist stromu. Vystupni strom T je vyznacen tucné, okrajové
hrany Carkované.
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Budovani stromu v grafu — vlastnosti

@ Vybér okrajové hrany musi byt proveden podle
deterministického pravidla, aby vystup byl jednoznacny.

@ Hranam je pridélena priorita a do grafu je pfidana vzdy ta
s prioritou nejvyssi.

o Je-li algoritmus spustén z pocateéniho vrcholu v, strom T
slozeny z ocislovanych vrchold a stromovych hran je kostrou
komponenty grafu G, jiz je vrchol v soucasti.

o Graf je spojity, pravé kdyz algoritmus budovani stromu pfipoji
vSechny vrcholy tohoto grafu.
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Budovani stromu v orientovaném grafu

Algoritmus budovani stromu v orientovaném grafu je stejny jako

v pfipadé grafu neorientovaného. Vystupni stromy se oviem mohou
lisit poCtem vrcholii v zavislosti na tom, ktery vrchol je vybran jako
pocatecni.

u v w X y
Vystup algoritmu budovani stromu v orientovaném grafu na
obrazku se bude lisit v zavislosti na vybraném pocatecnim vrcholu.

PB165 — Grafy a sité



Strom v grafu — cviceni

© Nakreslete vystup algoritmu budovani stromu v grafu, je-li
vstupem graf na obrazku. Priorita hran je urcena
lexikografickym poradim sestupné (lexikograficky mensi hrana
ma vyssi prioritu) a vypocet zacina ve vrcholu:
0 a
e c
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Prtichod grafem do sirky

BFS (Breadth-First Search)
Predpokladame, ze vstupem je souvisly neorientovany graf.

Slouzi k prohledani a navstiveni vsech vrcholi grafu.

Vrcholy jsou navstévovany v poradi podle vzdalenosti od
pocatecniho vrcholu.

@ Nalezne nejkratsi cestu z pocate¢niho vrcholu do viech
ostatnich.

o P¥i priichodu grafem je budovan strom cest do vsech jeho
vrchold.

@ Pro implementaci algoritmu se pouziva fronta.
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Priichod do sitky — priklad
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Algoritmus priichodu do sirky

Inicializuj strom T vrcholem s.
Nastav dist[s] = 0, dist[x] = -1 pro x != s.
Inicializuj frontu vrchold jako prazdnou a vloZz s.
Inicializuj po¢itadlo vrchold na 1 a oznac jim vrchol s.
Dokud jsou ve fronté néjaké vrcholy, opakuj:
Z pocatku fronty odeber vrchol w.
Dokud neprojdeme vSechny hrany e z vrcholu w do x, opakuj:
Je-1i x neolislovany:
ZvyS pocitadlo vrchold o 1.
0¢isluj x.
Nastav dist([x] = dist[w] + 1.
Pridej x na konec fronty.
Pridej vrchol x a hranu e do T.
Vrat strom T.
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Priichod do Sitky — vlastnosti

Necht u, v jsou vrcholy v grafu G. Vzdalenost vrchold u, v (pocet
hran na nejkratsi cesté mezi témito vrcholy) budeme znacit d(u, v).
Neexistuje-li cesta mezi témito vrcholy, klademe §(u, v) = oo.

Po skonceni algoritmu BFS s pocatecnim vrcholem s na grafu G
Jsou ocislovany vsechny vrcholy dosazitelné z s a v poli dist jsou
hodnoty 4(s, v).

Intuitivné:
@ nejprve projdeme viechny vrcholy, které maji od s vzdalenost 1
@ pak postupné prochazime vrcholy se vzdalenosti 2, 3, ...

a odpovidajicim zptsobem se nastavuje dist
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Priichod do sitky — slozitost

Kazdou hranu "projdeme"pravé jednou a viechny vrcholy také
navstivime pravé jednou. Pfi vhodné implementaci fronty, ktera
umoziuje pfidavani a odebirani vrcholi v konstantnim Case, je tedy
Casova slozitost BFS O(|V| + | E|).

Poznamka

Prezentovany algoritmus |ze snadno upravit tak, aby kromé vypoctu
vzdalenosti od pocateéniho vrcholu s vypocital i jeho predchiidce
na nejkratsi cesté z s.
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Priichod grafem do hloubky

@ DFS — Depth First Search

@ Namisto postupného prochazeni vrcholii od nejblizsich ke
kofeni postupuje algoritmus do hloubky — dokud je to mozné,
vybere vzdy hranu vedouci dale z vrcholu, do kterého pravé
vstoupil. Poté se vraci stromem ke kofenu — "backtrackuje".

@ Algoritmus i jeho implementace velice podobné BFS — stejna
Casova slozitost.

@ Projde vsemi vrcholy grafu.

@ Vstupem je rovnéz neorientovany souvisly graf

@ Algoritmus ale nenalezne nejkratsi cesty do vrchola.

@ Algoritmus je vhodnéjsi pro prohledavani stavovych prostorii
a heuristiky.

e K implementaci se pouziva zasobnik.
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Prtichod do hloubky — priklad
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@ vrchol zeSedne, kdyz je ocislovan a pfidan na zasobnik

@ vrchol zéerna, kdyz je vybran ze zasobniku
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Algoritmus prichodu do hloubky

Zjednodusena verze algoritmu pro priichod stromem

Inicializuj strom T vrcholem s.
Inicializuj zasobnik vrchold jako prazdny a vloz s.
Inicializuj po¢itadlo vrchold na 1 a oznal jim vrchol s.
Dokud jsou v zésobniku néjaké vrcholy, opakuj:
Z vrcholu zasobniku odeber vrchol w.
Dokud neprojdeme vSechny hrany e z vrcholu w do x, opakuj:
Je-1i x neolislovany:
Zvys pocitadlo vrchold o 1.
0¢isluj x.
Prfidej x na vrchol zasobniku.
Pridej vrchol x a hranu e do T.
Vrat strom T.
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Prtichod do hloubky — priklad
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@ vrchol zéerna, kdyz je poprvé vybran ze zasobniku a ocislovan
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Algoritmus prichodu do hloubky

Obecna verze algoritmu pro priichod grafem
@ do zasobniku vkladame kromé vrcholu i jeho predchiidce

Inicializuj pocitadlo vrchold na O.
Inicializuj zasobnik vrchold jako prazdny a vloz (s,nil).
Dokud jsou v zasobniku néjaké vrcholy, opakuj:
Z vrcholu zasobniku odeber (w,pw) .
Je-1i w neocislovany:
Pridej vrchol w do stromu T.
Je-1i pw != nil: (plati pro vS8echny vrcholy kromé& s)
Pfidej hranu z vrcholu pw do w do stromu T.
ZvyS pocitadlo vrchold o 1.
0Cisluj w.
Dokud neprojdeme vSechny hrany z w do x, opakuj:
Je-1i x neolislovany:
Pridej (x,w) na vrchol zasobniku.
Vrat strom T.
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Prtichod grafem — cviceni

© Pro graf z predchoziho cviceni a pocatecni vrchol b nakreslete
vystup vcetné ocislovani
@ prichodu do sirky.
@ prichodu do hloubky.
@ Charakterizujte grafy, jejichz vystupni strom véetné ocislovani
je shodny v pfipadé prachodu do sitky i do hloubky.
© Upravte algoritmus BFS (DFS), aby u kazdého vrcholu ulozil
i jeho predchtidce na cesté z pocatecniho vrcholu.
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Minimalni kostra grafu

Necht G je souvisly graf s ohodnocenymi hranami. Kostra grafu G,
Jejiz soucet ohodnoceni vsech hran je nejnizsi, se nazyva minimalni
kostra grafu G.

o Nalezeni nejlevnéjsi, ale neredundantni, pocitacové ¢i napf.
elektrické sité spojujici vdechny koncové a aktivni prvky, resp.
pripojna mista.

Obrazek: Minimalni kostra je vyznacena tucné.
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Primav algoritmus

Hledani minimalni kostry.
Neprohledava systematicky vsechny kostry grafu.
Zacina v libovolném vrcholu a buduje strom.

Nejvyssi prioritu maji hrany s nejnizsim ohodnocenim.

Stale existuje jen jedna komponenta minimalni kostry, ktera
postupné roste.

Slozitost zavisi na datové struktufe ukladajici okrajové hrany:

Matice sousednosti  O(V/?)
Binarni halda O(Elog(V))
Fibonacciho halda  O(E + Viog(V))
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Primav algoritmus

Vyber libovolny vrchol s vstupniho grafu.
Inicializuj vystupni strom T vrcholem s.
Inicializuj mnozinu okrajovych hran jako préazdnou.
Dokud T neobsahuje vSechny vrcholy:

Aktualizuj mnoZinu okrajovych hran.

Necht e je okrajovad hrana s nejniZ$im ohodnocenim

a jeji koncovy vrchol v nepatfici do T.

Pridej vrchol v a hranu e do stromu T.

Vrat strom T.
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Primav algoritmus — ditkaz

Viystupni strom Ty vytvoreny k iteracemi Primova algoritmu je
podstromem minimalni kostry grafu.

Indukci pres k:
@ Pro k = 0 patfi do grafu jen vrchol s.

@ Necht Ty je podstromem minimalni kostry T a strom Ty
vznikne pridanim hrany e s minimalnim ohodnocenim, jejiz
vrchol v patfi do Ty a u nikoliv.
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Primav algoritmus — ditkaz

Ditkaz — pokracovani

Pokud T obsahuje hranu e, je Tx11 podstromem minimalni kostry.
V pripadég, ze hrana e do minimalni kostry nepatfi, existuje

v grafu T + e (minimalni kostra s pridanou hranou e) cyklus
hranou e prochazejici. Necht f je prvni hrana na "delsi"cesté mezi
vrcholy u, v takova, ze nepatfi do Tj. Potom je i f okrajova hrana
stromu Ty, ale ma nizsi prioritu (tudiz vyssi ohodnoceni) nez
hrana e. Nahradime-li tedy v T hranu f hranou e, celkova vaha se
nezvysi a vznikla kostra bude minimalni.
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Primiv algoritmus — priklad
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Primiv algoritmus — priklad
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Kruskaltv algoritmus

Druhy algoritmus pro hledani minimalni kostry grafu.
Nepostupuje cestou budovani stromu, naopak vznika les.

Pridava hrany sefazené vzestupné podle jejich ohodnoceni.

PFi pouziti vhodnych datovych struktur ¢asova slozitost

O(Elog(V)).
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Kruskaltv algoritmus

Setrid hrany grafu G vzestupné podle ohodnoceni.
Inicializuj seznam komponent souvislosti vSemi vrcholy.
Dokud je ve vystupnim stromu T vice neZ 1 komponenta:
Vyber hranu s nejniZsim ohodnocenim, ktera spojuje
vrcholy lezici v rldznych komponentéch.
Pridej tuto hranu do vystupniho stromu T.
Aktualizuj seznam komponent.
Vrat strom T.
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Kruskaltv algoritmus — priklad
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Kruskaltv algoritmus — priklad
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Minimalni kostra — cviéeni

© Na graf na obrazku aplikujte néktery z algoritm hledani
minimalni kostry.

@ Graf na obrazku predstavuje komunikaéni sit, kde ohodnoceni
hran udava pravdépodobnost nechybovosti linky.
Pravdépodobnost nechybové cesty v grafu je soucinem
pravdépodobnosti viech linek na trase. Najdéte nejspolehlivéjsi
cestu z s do t.
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