
Fakulta Informatiky Masarykova Univerzita
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Obsažný a dobře př́ıstupný úvod do nezbytných formálńıch matematických
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0.1 O tomto textu a jeho studiu

Vážeńı čtenáři,
dostává se vám do rukou výukový text Matematické Základy Informatiky, který je

primárně určený pro studenty stejnojmenného předmětu na FI MU Brno. Seznamuje
čtenáře s několika formálńımi matematickými oblastmi d̊uležitými pro úspěšné studium
moderńı informatiky.

Náš text svým obsahem volně navazuje na p̊uvodńı slidy předmětu IB000 sepsané
A. Kučerou do roku 2005 a rozš́ı̌rené autorem v letech 2006–11 o volný text a komentáře.
Od roku 2012 však byl obsah některých pasáž́ı podstatně změněn či př́ımo vyměněn
za nový (nejzřetelněǰśı je zahrnut́ı úvodu do graf̊u). Mimo textu samotného (jak jej zde
vid́ıte) jsou z téhož zdoje vytvářeny i přednáškové slidy předmětu, které najdete např́ıklad
v IS MU. Slidy však pochopitelně obsahuj́ı jen část textu a jsou jinak formátovány.

Učebńı text je psán strukturovaným matematickým př́ıstupem, s velkým d̊urazem
na přesnost a formalitu vyjadřováńı v nutných partíıch. Na druhou stranu jsou strohá
matematická vyjádřeńı pokud možno doplněna obsáhlými neformálńımi komentáři,
které maj́ı student̊um ulehčit pochopeńı látky. V žádném př́ıpadě však čtenáři nemaj́ı
zaměňovat neformálńı komentáře za matematické definice – v př́ıpadě nejasnost́ı vždy
plat́ı to, co přesně ř́ıká formálńı definice.

Interaktivńı osnova

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2013/IB000/index.qwarp

Ned́ılnou součást́ı celého výukového textu jsou interaktivńı osnova předmětu IB000
v IS MU a z ńı odkazované online odpovědńıky slouž́ıćı k procvičováńı probrané látky
na jednoduchých i složitěǰśıch př́ıkladech. To je také d̊uvod, proč tento text obsahuje
jen poskrovnu řešených př́ıklad̊u k prob́ırané látce; od každého studenta očekáváme,
že si látku bude procvičovat online na zmı́něných odpovědńıćıch, obsahuj́ıćıch až tiśıce
př́ıklad̊u deśıtek typ̊u. K praktickému pochopeńı přednesených znalost́ı i k jejich bu-
doućım aplikaćım je takové procvičeńı nezbytné(!). V návaznosti na tyto odpovědńıky
doporučujeme student̊um diskutovat o prob́ırané látce a svých (ne)úspěš́ıch s cvič́ıćımi
předmětu i na předmětovém diskuzńım fóru v IS.
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4.1 Relace a funkce nad množinami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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8.3 Hledáńı nejkratš́ı cesty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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1 Základńı formalismy matematiky

Úvod
Začněme nejprve několika obecnými poznámkami ke smyslu a směřováńı celého našeho

předmětu: Jak sami poznáte, studium informatiky neznamená jen
”
naučit se nějaký pro-

gramovaćı jazyk“, nýbrž zahrnuje celý soubor daľśıch relevantńıch předmět̊u, mezi nimiž
najdeme i matematicko–teoretické (formálńı) základy moderńı informatiky. Právě odborný
nadhled nad celou informatikou včetně nezbytné formálńı teorie nejsṕı̌se odlǐśı

”
řadového

programátora“, kterých jsou dnes spousty i bez VŠ vzděláńı, od skutečného a mnohem lépe
placeného poč́ıtačového experta.

A na tomto mı́stě nyńı přicháźı náš předmět Matematické Základy Informatiky, který vás
právě na studium těchto formálńıch základ̊u moderńı informatiky připrav́ı. Výklad zač́ınáme
poněkud zostra – zd̊urazněńım přesného matematického vyjadřováńı, výrokovou logikou a
principy logických úsudk̊u a matematických d̊ukaz̊u. Nelekejte se však hned a s chut́ı se
dejte do studia, nebude to až tak obt́ıžné. . .

Cı́le
Prvńım ćılem této lekce je rozebrat struktury matematických tvrzeńı (vět) a jejich

formálńıch d̊ukaz̊u. V druhém sledu se nauč́ıte chápat smysl matematických vět formálńım
pohledem výrokové logiky a pracovat s touto formalizaćı, včetně kvantifikace.

1.1 Úvod do matematického dokazováńı

Matematika (a tud́ıž i teoretická informatika jako jej́ı součást) se vyznačuje velmi
př́ısnými formálńımi požadavky na korektnost argumentace. Takto korektně postavená
argumentace vede od přijatých předpoklad̊u v elementárńıch kroćıch směrem k
požadovanému závěru (a nikdy ne naopak!).

Definice 1.1. Matematický d̊ukaz .
Uvažme matematickou větu (neboli tvrzeńı) tvaru

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr“.

D̊ukaz této věty je konečná posloupnost tvrzeńı, kde

• každé tvrzeńı je bud’

∗ předpoklad, nebo

∗ obecně přijatá
”
pravda“ – axiom, nebo

∗ plyne z předchoźıch a dř́ıve dokázaných tvrzeńı podle nějakého
”
akceptovaného“

logického principu – odvozovaćıho pravidla;

• posledńı tvrzeńı je závěr.

Komentář: O potřebné úrovni formality matematických d̊ukaz̊u a o běžných d̊ukazových
technikách se dozv́ıme dále v této a př́ı̌st́ı lekci. Nyńı si jen celou problematiku uvedeme
názornými př́ıklady.

Př́ıklad 1.2. Uvažujme následuj́ıćı matematické tvrzeńı (které jistě už znáte).

Věta. Jestliže x je součtem dvou lichých č́ısel, pak x je sudé.

1



Poznámka pro připomenut́ı:

– Sudé č́ıslo je celé č́ıslo dělitelné 2, tj. tvaru 2k.

– Liché č́ıslo je celé č́ıslo nedělitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Důkaz postupuje v následuj́ıćıch formálńıch kroćıch:

tvrzeńı zd̊uvodněńı

1) a = 2k + 1, k celé předpoklad

2) b = 2l + 1, l celé předpoklad

3) x = a+ b = 2k + 2l + 1 + 1 1,2) a komutativita sč́ıtáńı (axiom)

4) x = 2(k + l) + 2 · 1 3) a distributivnost násobeńı

5) x = 2(k + l + 1) 4) a opět distributivnost násobeńı

6) x = 2m, m celé 5) a m = k + l + 1 je celé č́ıslo (axiom)
✷

Př́ıklad 1.3. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta. Jestliže x a y jsou racionálńı č́ısla pro která plat́ı x < y, pak existuje
racionálńı č́ıslo z pro které plat́ı x < z < y.

Důkaz po kroćıch (s již trochu méně formálńım zápisem) zńı:

1) Necht’ z = x+y
2

= x+ y−x
2

= y − y−x
2
.

2) Č́ıslo z je racionálńı, nebot’ x a y jsou racionálńı.

3) Plat́ı z > x, nebot’ y−x
2
> 0.

4) Dále plat́ı z < y, nebot’ opět y−x
2
> 0.

5) Celkem x < z < y.

Jak čtenář vid́ı, tento strohý formálńı zápis (i když matematicky kompletńı) si zaslouž́ı
aspoň krátký vysvětluj́ıćı komentář. Takový komentář, at’ už se objev́ı před nebo hned
po formálńıch argumentech, sice neńı součást́ı d̊ukazu samotného, velmi však napomáhá
správnému pochopeńı a má své nezastupitelné mı́sto. Konkrétně je zde velmi vhodné
poznamenat, že kĺıčový krok (1) popisuje námi vymyšlenou algebraickou konstrukci, která
vede k požadovanému č́ıslu z. Zbylé kroky (2–5) pak jen snadno zd̊uvodňuj́ı, že nalezené
z má všechny požadované vlastnosti. ✷

Poznámka . Alternativńı formulace Věty z Př́ıkladu 1.3 mohou zńıt:

– Pro každé x, y ∈ Q, kde x < y, existuje z ∈ Q takové, že x < z < y.

– Množina racionálńıch č́ısel je hustá.

1.2 Význam matematických vět

Prvńı krok formálńıho d̊ukazu je uvědomit si, co ř́ıká věta, která se má dokázat; tedy co
je předpoklad a co závěr dokazovaného tvrzeńı. Pravdivost takového tvrzeńı pak je třeba

2



chápat v následuj́ıćım významu:

Pro každou situaci, ve které jsou splněny všechny předpoklady,

je platný i závěr tvrzeńı.

Komentář: Př́ıklady běžné formulace matematických vět:

∗ Konečná množina má konečně mnoho podmnožin.

∗ sin2(α) + cos2(α) = 1.

∗ Graf je rovinný, jestliže neobsahuje podrozděleńı K5 nebo K3,3.

Co přesně nám uvedené matematické věty ř́ıkaj́ı? Často nám k lepš́ımu pochopeńı toho, co
je tvrzeno a je třeba dokázat, pomůže pouhé rozepsáńı definic pojmů, které se v dané větě
vyskytuj́ı.

O pravdivosti implikace

Všimněte si také, jaký je správný logický význam matematického tvrzeńı vysloveného
touto formou implikace (

”
jestliže . . . , pak . . .“). Předevš́ım, pokud předpoklady nejsou

splněny nebo jsou sporné, tak celé tvrzeńı je platné bez ohledu na pravdivost závěru!

Př́ıklad 1.4. Je pravdivé následuj́ıćı matematické tvrzeńı?

Věta. Mějme dvě kuličky, červenou a modrou. Jestliže červená kulička je těžš́ı než
modrá a zároveň je modrá kulička těžš́ı než ta červená, tak jsou obě kuličky ve
skutečnosti zelené.

”
To přece nem̊uže být pravda, jak m̊uže být jedna kulička těžš́ı než druhá a naopak
zároveň? Jak mohou být nakonec obě zelené? To je celé nějaká blbost. . .“

Ano, výše uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou větu. Přesto však tato věta
pravdivá je! Stač́ı se vrátit o kousek výše ke kritériu – Pro každou situaci, ve které
jsou splněny všechny předpoklady, je platný i závěr tvrzeńı – které je zjevně naplněno.
Nenaleznete totiž situaci, ve které by byly splněny oba předpoklady zároveň, a tud́ıž
ve všech takových neexistuj́ıćıch situaćıch si můžete ř́ıkat cokoliv, třeba že kuličky jsou
zelené. ✷

Př́ıklad 1.5. Anna a Klára přǐsly na přednášku a usadily se do lavic. Proč je pravdivé
toto matematické tvrzeńı?

Věta. Jestliže Anna sed́ı v prvńı řadě lavic a zároveň Anna sed́ı v posledńı řadě
lavic, tak Klára nesed́ı v druhé řadě lavic.

Opět je třeba se hluboce zamyslet nad významem předpoklad̊u a závěru, ale ten-
tkrát neńı situace předpoklad̊u tak triviálně sporná, jako v Př́ıkladu 1.4. Kdy tedy
nastávaj́ı oba předpoklady zároveň? Když prvńı řada lavic je zároveň řadou posledńı!
Neboli posluchárna má jen (nejvýše) jednu řadu lavic a Klára tud́ıž v druhé řadě nemůže
sedět. Důkaz je hotov. ✷

1.3 Struktura matematických vět a d̊ukaz̊u

Jak
”
moc formálńı“ maj́ı správné matematické d̊ukazy vlastně být?
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• Zálež́ı na tom, komu je d̊ukaz určen — konzument muśı být schopen
”
snadno“ ověřit

korektnost každého tvrzeńı v d̊ukazu a plně pochopit, z čeho vyplývá.

• Je tedy hlavně na vás zvolit tu správnou úroveň formálnosti zápisu vět i d̊ukaz̊u podle
situace.

A jak na ten správný matematický d̊ukaz máme přij́ıt?

• No. . . , nalézáńı matematických d̊ukaz̊u je tv̊urč́ı činnost, která neńı v̊ubec snadná a
vyžaduje od vás př́ımo

”
umělecké“ vlohy. Přesto se j́ı alespoň trochu muśıte přiučit.

Dokazovat či vyvracet tvrzeńı?

Představme si, že našim úkolem je rozhodnout platnost matematického tvrzeńı. Jak
matematicky správně zd̊uvodńıme svou odpověd’?

• Zálež́ı na odpovědi samotné. . . Pokud je to ANO, prostě podáme d̊ukaz tvrzeńı podle
výše uvedených zvyklost́ı. Pokud je odpověd’ NE, tak naopak podáme d̊ukaz negace
daného tvrzeńı.

Poměrně častým př́ıpadem pak je matematická věta T , která tvrd́ı nějaký závěr pro
širokou oblast vstupńıch možnost́ı. Potom plat́ı následuj́ıćı:

• Pokud T je pravdivá, nezbývá než podat vyčerpávaj́ıćı d̊ukaz platnosti pro všechny
vstupy.

• Avšak pokud T je nepravdivá, stač́ı
”
uhodnout“ vhodný vstupńı protipř́ıklad a jen

pro něj dokázat, že závěr tvrzeńı neńı platný.

Komentář: A nyńı se znovu vrat’te na začátek Odd́ılu 1.2 a srovnejte si výše uvedené se
základńımi poznatky o významu matematických vět. . .

Př́ıklad 1.6. Rozhodněte platnost následuj́ıćıho tvrzeńı: Pro všechna reálná x plat́ı

x2 + 3x+ 2 ≥ 0 .

Důkaz: Standardńımi algebraickými postupy si můžeme upravit vztah na x2+3x+2 =
(x+ 1) · (x+ 2) ≥ 0. Co nám z něj vyplývá? Např́ıklad to, že k porušeńı daného tvrzeńı
stač́ı volit x tak, aby jedna ze závorek byla kladná a druhá záporná. To nastane třeba
pro x = −3

2
.

Pro vyvráceńı tvrzeńı nám tedy stač́ı zač́ıt volbou protipř́ıkladu x = −3
2
(neńı nutno

zd̊uvodňovat, jak jsme jej
”
uhodli“!) a následně dokázat úpravou

x2 + 3x+ 2 = (x+ 1) · (x+ 2) = (−3
2
+ 1) · (−3

2
+ 2) = (−1

2
) · (+1

2
) = −1

4
< 0 .

Dané tvrzeńı neńı platné. ✷

Konstruktivńı a existenčńı d̊ukazy

Z hlediska praktické využitelnosti je potřeba rozlǐsit tyto dvě kategorie d̊ukaz̊u (třebaže
z formálně–matematického pohledu mezi nimi kvalitativńı rozd́ıl neńı).

• Důkaz Věty 1.3 je konstruktivńı. Dokázali jsme nejen, že č́ıslo z existuje, ale podali
jsme také návod, jak ho pro dané x a y sestrojit.
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• Existenčńı d̊ukaz je takový, kde se prokáže existence nějakého objektu bez toho, aby
byl podán použitelný návod na jeho konstrukci.

Př́ıklad 1.7. čistě existenčńıho d̊ukazu.

Věta. Existuje program, který vyṕı̌se na obrazovku č́ısla tažená ve 45. tahu
sportky v roce 2013.

Důkaz: Existuje pouze konečně mnoho možných výsledk̊u losováńı 45. tahu sportky v
roce 2013. Pro každý možný výsledek existuje program, který tento daný výsledek vyṕı̌se
na obrazovku. Mezi těmito programy je tedy jistě ten, který vyṕı̌se právě ten výsledek,
který bude ve 45. tahu sportky v roce 2013 skutečně vylosován.

✷

Komentář: To je ale
”
podvod“, že? A přece neńı. . . Formálně správně to je prostě tak a

tečka (2011: tedy dokud nám to pan Hušák všechno nepokaźı, že?).

Fakt. Pro informatické i daľśı aplikované discipĺıny je d̊uležitá konstruktivnost d̊ukaz̊u
vět, které se zde objevuj́ı. V matematice ale jsou mnohé př́ıklady užitečných a nenahra-
ditelných existenčńıch d̊ukaz̊u, třeba tzv. pravděpodobnostńı d̊ukazy.

Př́ıklad 1.8.
”
pravděpodobnostńıho“ existenčńıho d̊ukazu.

Věta. Na dané množině bod̊u je zvoleno libovolně n2 podmnožin, každá o n
prvćıch. Dokažte pro dostatečně velká n, že všechny body lze obarvit dvěma bar-
vami tak, aby žádná množina nebyla jednobarevná.

Důkaz: U každého bodu si
”
hod́ıme minćı“ a podle výsledku zvoĺıme barvu červeně

nebo modře. (Nezávislé volby s pravděpodobnost́ı 1
2
.) Pravděpodobnost, že zvolených n

bod̊u vyjde jednobarevných, je jen 2
2n

= 21−n.
Pro n2 podmnožin tak je pravděpodobnost, že některá z nich vyjde jednobarevná,

shora ohraničená součtem

21−n + · · ·+ 21−n
︸ ︷︷ ︸

n2

=
n2

2n−1
→ 0 .

Jelikož je toto č́ıslo (pravděpodobnost) pro n ≥ 7 menš́ı než 1, bude existovat obarveńı
bez jednobarevných zvolených podmnožin. ✷

1.4 Výroky a základ logiky

Pojem výroku se dá považovat za d̊uležitý
”
pevný most“ mezi běžnou mluvou a přesným

matematickým formalismem. Jeho správné uchopeńı napomůže chápáńı významu matem-
atických výrok̊u a práci s nimi (jako třeba v př́ıpadě mechanické negace složeného výroku).

Definice 1.9. Výrok v přirozené mluvě:
V běžné mluvě za výrok považujeme (každé) tvrzeńı, o kterém má smysl platně prohlásit,
že je bud’ pravdivé nebo nepravdivé.

Komentář: Ukážeme si několik př́ıklad̊u – které z nich jsou výroky?

∗ Dnes už v Brně pršelo.

∗ Předmět FI: IB000 se vyučuje v prvńım ročńıku.

∗ Plat́ı 2 + 3 = 6.
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∗ To je bez problémů. (Co?)

∗ Plat́ı x > 3.

∗ Pro každé celé č́ıslo x plat́ı, že x > 3.

Všimněte si, že pravdivost výroku by mělo být možné rozhodnout bez skrytých souvislost́ı
(kontextu), a proto čtvrtý a pátý př́ıklad za výroky nepovažujeme. Posledńı př́ıklad již zase
výrokem je, nebot’ obor hodnot x je jednoznačně vymezen tzv. kvantifikaćı.

Z v́ıce jednoduchých výrok̊u vytvář́ıme výroky složitěǰśı pomoćı tzv. logických spojek.

Komentář: Následuje několik daľśıch př́ıklad̊u.

∗ Množina {a, b} má v́ıce než jeden prvek a neńı nekonečná.

∗ Jestliže má Karel přes 90 kg váhy, nejedu s ńım výtahem.

∗ Jestliže má tato kráva 10 nohou, pak maj́ı všechny domy modrou střechu.

Zastavme se na chv́ıli nad posledńım výrokem. Co nám ř́ıká? Je pravdivý? Skutečně maj́ı
všechny domy modrou střechu a před námi stoj́ı kráva s 10 nohama? (Ano, výrok je pravdivý,
viz definice či pravdivostńı tabulka implikace.)

Schopnost porozumět podobným větám je součást lidského zp̊usobu uvažováńı a
z tohoto hlediska nemá př́ımou souvislost s matematikou (je to

”
přirozená logika“).

Formálńı (matematická) logika pak v podobném duchu definuje jazyk matematiky a
přitom odstraňuje nejednoznačnosti přirozeného jazyka.

Ukázka formálńı práce s výroky

Pro př́ıklad d̊uležitosti matematické formalizace slovńıch výrok̊u si rozebereme následuj́ıćı
logickou

”
hádanku“, navazuj́ıćı na téma Př́ıkladu 1.5.

Př́ıklad 1.10. Mějme trojici student̊u X, Y, Z sed́ıćıch v posluchárně na přednášce
IB000 takových, že pro ně plat́ı:

a) X sed́ı v prvńı řadě,

b) Y sed́ı v řadě hned za X ,

c) Z sed́ı ve stejné řadě jako Y ,

d) Z sed́ı ve druhé řadě.

Věta. Jestliže zároveň plat́ı (a),(b),(c),(d), pak student Z sed́ı ve druhé řadě.

Tvrzeńı je samozřejmě triviálńı d́ıky předpokladu (d), avšak úkolem je zjistit, jaké
všechny minimálńı výběry z předpoklad̊u (a),(b),(c),(d) ještě zajist́ı platnost uve-
deného tvrzeńı.

Pro začátek osvětĺıme (bĺıže viz Odd́ıl 5.4) význam slova minimálńı, kdy je myšlen
výběr předpoklad̊u takový, že odebráńım libovolného z nich již platnost uvedeného tvrzeńı

”
Z sed́ı ve druhé řadě“ bude porušena.

Okamžitou odpověd́ı je samotný předpoklad (d), který je zřejmě minimálńı (bez
předpoklad̊u si může Z sednout i do prvńı řady) a dostačuj́ıćı. Je to však úplná odpověd’,
nebo lze vybrat i jiné minimálńı předpoklady? Ano, ještě lze vyb́ırat jinak – po vynecháńı
(d) stále postačuje kombinace předpoklad̊u (a),(b),(c) k vysloveńı závěru

”
Z sed́ı ve

druhé řadě“ (je to jasné?). Na druhou stranu, pokud kterýkoliv z (a),(b),(c) vynecháme,
rozebráńım těchto tř́ı možnost́ı najdeme platná rozesazeńı, při kterých Z v druhé řadě
nebude, takže se opět jedná o výběr minimálńı. Např́ıklad pokud vynecháme (b), může
Y sedět v prvńı řadě spolu s X a stejně tak Z. Dořešte si sami zbylé dvě možnosti.
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Pozor, ještě k úplnému vyřešeńı úlohy zbývá posledńı d̊uležitý krok – zd̊uvodnit,
proč žádný jiný minimálńı výběr předpoklad̊u úloze nevyhovuje. Zde je třeba rozebrat
možnosti: Pokud náš hypotetický jiný výběr předpoklad̊u obsahuje (d), pak nebude
minimálńı, nebot’ lze odebrat cokoliv jiného, pokud (d) z̊ustane. Naopak výběr neob-
sahuj́ıćı (d) muśı podle výše uvedeného obsahovat všechny (a),(b),(c), nebot’ jinak neńı
dostačuj́ıćı. A t́ım jsme hotovi; všechny minimálńı výběry řeš́ıč́ı úlohu jsou dva, (a),(b),(c)
a samotné (d). ✷

1.5 Stř́ıpky matematické logiky

Všimněte si, že podle Definice 1.9 každému výroku běžné mluvy prostě můžeme přǐradit
logickou hodnotu 0 (false) nebo 1 (true) a dále se nestarat o jazykový význam. . .
Proto (jazykové) výroky v matematice vyjádř́ıme výrokovými proměnnými, které znač́ıme
velkými ṕısmeny A,B,C, . . . a přǐrad́ıme jim hodnotu 0 nebo 1.

Definice: Výroková formule (znač́ıme ϕ, σ, ψ, . . . ) vzniká z výrokových proměnných po-
moćı závorek a logických spojek ¬ negace a ⇒ implikace. Zároveň použ́ıváme v zápise
následuj́ıćıch zkratek

∗ ϕ ∨ ψ (disjunkce /
”
nebo“) je jiný zápis formule ¬ϕ⇒ ψ,

∗ ϕ ∧ ψ (konjunkce /
”
a“) je jiný zápis formule ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ),

∗ ϕ⇔ ψ (ekvivalence) je jiný zápis formule (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ).

Poznámka : Uvedená definice je instanćı tzv. induktivńı definice, j́ıž se budeme bĺıže věnovat v
Odd́ıle 6.3, a proto ji zde uvád́ıme jen v hodně zjednodušené podobě.

Komentář: Při zápise výrokových formuĺı je potřeba dávat pozor na správné závorkováńı,
aby formule měla jednoznačný význam. Na intuitivńı úrovni to ilustrujeme takto:

Správně A, (A)⇒ (B), A⇒ B, ¬A⇒ B, A ∨B ∨ ¬C
a nesprávně A⇒ B ⇒ C — znamená to (A⇒ B)⇒ C nebo A⇒ (B ⇒ C)?

Matematický význam logickým formuĺım pak dodává následuj́ıćı definice.

Definice 1.11. Sémantika (význam) výrokové logiky.
Necht’ valuace (ohodnoceńı) je funkce ν : Prom → {0, 1} na všech (dotčených)
výrokových proměnných. Pro každou valuaci ν definujeme funkci Sν(σ), vyhodnoceńı for-
mule σ, induktivně (tj. po kroćıch) takto:

∗ Sν(A) = ν(A) pro každé A ∈ Prom.

∗ Sν(¬ϕ) =
{

1 jestliže Sν(ϕ) = 0;
0 jinak.

∗ Sν(ϕ⇒ ψ) =

{
0 jestliže Sν(ϕ) = 1 a Sν(ψ) = 0;
1 jinak.

Poznámka : Tento předpis podává nejen definici funkce Sν , ale také návod na to, jak ji pro daný
argument vypoč́ıtat.

Pro odvozené logické spojky disjunkce, konjunkce a ekvivalence pak dostaneme
následuj́ıćı zcela přirozený výsledek (který tak potvrzuje, že jsme definici sémantiky zvolili
správně).
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Tvrzeńı 1.12. D̊usledkem Definice 1.11 je následovné:

∗ Sν(ϕ ∨ ψ) = 1 právě když Sν(ϕ) = 1 nebo Sν(ψ) = 1.

∗ Sν(ϕ ∧ ψ) = 1 právě když Sν(ϕ) = 1 a současně Sν(ψ) = 1.

∗ Sν(ϕ⇔ ψ) = 1 právě když plat́ı jedna z následuj́ıćıch podmı́nek

– Sν(ϕ) = 1 a současně Sν(ψ) = 1,

– Sν(ϕ) = 0 a současně Sν(ψ) = 0.

Pravdivostńı tabulky

V praxi často vyhodnoceńı Sν logické výrokové formule zapisujeme do tzv. pravdivostńı
tabulky. Tato tabulka typicky má sloupce pro jednotlivé proměnné, př́ıpadné

”
mezifor-

mule“ (pomůcka pro snažš́ı vyplněńı) a výslednou formuli. Řádk̊u je 2p (počet valuaćı),
kde p je počet použitých proměnných.

Pro naše účely postač́ı uvést pravdivostńı tabulku instruktážńım př́ıkladem. Čtenáři
necht’ si vyplńı podle Definice 1.11 vlastńı pravdivostńı tabulky daľśıch výrokových for-
muĺı, viz také př́ıslušné cvič́ıćı odpovědńıky v IS MU.

Př́ıklad 1.13. Jaká je pravdivostńı tabulka pro formuli (A⇒ B) ∨B ∨ C?

A B C A ⇒ B (A⇒ B) ∨B ∨ C
0 0 0 1 1
0 1 0 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 1

✷

Splnitelnost formuĺı a tautologie

Definice: Formule ϕ ∈ Φ je splnitelná, pokud pro některou valuaci ν plat́ı, že Sν(ϕ) = 1.
Formule ϕ ∈ Φ je vždy pravdivá, neboli výroková tautologie, psáno |= ϕ, pokud pro
každou valuaci ν plat́ı, že Sν(ϕ) = 1.

Řekneme, že dvě formule ϕ, ψ ∈ Φ jsou ekvivalentńı, právě když |= ϕ⇔ ψ.

Tvrzeńı 1.14. Následuj́ıćı formule jsou tautologiemi:

∗ |= A ∨ ¬A
∗ |= ¬¬A⇔ A

∗ |= (A ∧ (A⇒ B))⇒ B

∗ |= (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B)

∗ |= (¬A⇒ (B ∧ ¬B))⇒ A

Komentář: Jak poznáme tautologii v pravdivostńı tabulce?

8



Kvantifikace a predikátová logika

Výše popsaná výroková logika je velmi omezená faktem, že každý výrok muśı být (
”
abso-

lutně“) vyhodnocen jako pravda nebo nepravda. Co když však chceme zpracovat tvrzeńı
typu

”
den D v Brně pršelo“? Jeho pravdivostńı hodnota přece záviśı na tom, co dosad́ıme

za den D, a tud́ıž jej nelze považovat za výrok výrokové logiky.

• Predikátová logika pracuje s predikáty. Predikáty jsou
”
parametrizované výroky“,

které jsou bud’ pravdivé nebo nepravdivé pro každou konkrétńı volbu parametr̊u.
Výrokové proměnné lze chápat jako predikáty bez parametr̊u.

• Predikátová logika je tak obecněǰśı než logika výroková; každá formule výrokové logiky
je i formuĺı predikátové logiky, ale ne obráceně.

Komentář: Pro neformálńı přibĺıžeńı si uvedeme několik ukázek predikát̊u:

∗ x > 3 (parameterem je zde x ∈ R),

∗ č́ısla x a y jsou nesoudělná (parametry x, y ∈ N),

∗ obecně jsou predikáty psány P (x, y), kde x, y jsou libovolné parametry.

Definice: Z predikát̊u lze vytvářet predikátové formule pomoćı už známých (viz
Definice 1.11) výrokových spojek a následuj́ıćıch tzv. kvantifikátor̊u:

• ∀x . ϕ
”
pro každou volbu parametru x plat́ı formule ϕ“,

• ∃x . ϕ
”
existuje alespoň jedna volba parametru x, pro kterou plat́ı ϕ“.

Komentář: Pozorného čtenáře napadne, ze které množiny že
”
voĺıme parametr x“? To je v

matematické logice obvykle implicitńı (řečeno mimo samotnou formuli) a plat́ı pro všechny
kvantifikátory formule stejně. Může to být sice trochu v rozporu s t́ım, co jste se možná
učili dř́ıve, ale má to dobré formálńı d̊uvody.

Čtenář by měl v tomto mı́stě vźıt na vědomı́, že naše definice vztahuj́ıćı se k
predikátové logice jsou velmi zjednodušené a nenahrazuj́ı kurz matematické logiky! Přesto
poskytnou alespoň základńı povědomı́ o této problematice (a hlavně o použit́ı kvantifikace
v tvrzeńıch) pro potřeby matematické formalizace v našem kurzu.

Fakt: Je-li každá proměnná – parametr predikátu – v dané formuli kvantifikovaná (tj.
formule je uzavřená), pak je celá formule bud’ pravdivá nebo nepravdivá.

Př́ıklad 1.15. Ukažme si vyjádřeńı následuj́ıćıch slovńıch výrok̊u v predikátové logice:

• Každé prvoč́ıslo větš́ı než 2 je liché;

∀n ∈ N .
[
(Pr(n) ∧ n>2) ⇒ Li(n)

]
,

přičemž lze rozepsat Li(n) ≡ ∃k ∈ N . n = 2k + 1.

• Každé č́ıslo n > 1, které neńı prvoč́ıslem, je dělitelné nějakým č́ıslem y kde n 6= y a
y > 1;

∀n ∈ N .
(
n > 1 ∧ ¬Pr(n)

)
⇒ ∃y

(
y| n ∧ n6=y ∧ y>1

)
.

✷

Poznámka : Pozor, v tomto předmětu poč́ıtáme 0 za přirozené č́ıslo!
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Př́ıklad 1.16. Dále si ukažme, že na pořad́ı kvantifikátor̊u velmi zálež́ı:

• Pro každého studenta A v posluchárně plat́ı, že existuje student B v posluchárně
takový, že A je kamarád B.

• Existuje student B v posluchárně, že pro každého studenta A v posluchárně plat́ı, že
A je kamarád B.

Vid́ıte propastný rozd́ıl ve významech uvedených dvou uzavřených predikátových for-
muĺı? ✷

Mechanický postup negace výrok̊u

Závěrem lekce se dostáváme k jednomu specifickému úskaĺı lidského chápáńı, totiž
že přesný význam formuĺı se zanořenými negacemi je někdy skutečně obt́ıžné zjistit
(podobně jako v běžné řeči).

”
Neńı pravda, že nemohu neř́ıct, že neńı pravda, že tě nemám nerad.“

Výrokové formule se proto obvykle prezentuj́ı v tzv. normálńım tvaru, kde se negace
vyskytuj́ı pouze u výrokových proměnných, formálně:

Definice: Formule ϕ ∈ Φ je v normálńım tvaru, pokud se v ńı operátor negace aplikuje
pouze na výrokové proměnné.

Komentář: Např́ıklad, pokud přijmeme pravidlo
”
dvoj́ı negace“ ( |= ¬¬A ⇔ A), tak výše

napsanou větu si převedeme na lépe srozumitelný tvar:

”
Nemuśım ř́ıct, že tě mám nerad.“

Tvrzeńı 1.17. Každou výrokou formuli lze převést do normálńıho tvaru, pokud k ⇒
povoĺıme i už́ıváńı odvozených spojek ∧ a ∨.

Komentář: Pro ilustraci k ¬(A ⇒ B) je ekvivalentńı A ∧ ¬B, k ¬
(
C ∧ (¬A ⇒ B)

)
je

ekvivalentńı ¬C ∨ (¬A ∧ ¬B) a k ¬
(
(A⇒ B)⇒ C

)
je ekvivalentńı (A⇒ B) ∧ ¬C).

Metoda 1.18. Převod formule ϕ do normálńıho tvaru F(ϕ).
Pro převod použijeme funktory F a G s neformálńım významem F(X) jako

”
je pravda,

že X“ a G(X) jako
”
neńı pravda, že X“. Tyto funktory definujeme induktivńımi předpisy

následovně:

F(A) = A G(A) = ¬A
F(¬ϕ) = G(ϕ) G(¬ϕ) = F(ϕ)
F(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ)⇒ F(ψ) G(ϕ⇒ ψ) = F(ϕ) ∧ G(ψ)
F(ϕ ∧ ψ) = F(ϕ) ∧ F(ψ) G(ϕ ∧ ψ) = G(ϕ) ∨ G(ψ)
F(ϕ ∨ ψ) = F(ϕ) ∨ F(ψ) G(ϕ ∨ ψ) = G(ϕ) ∧ G(ψ)
F(ϕ⇔ ψ) = F(ϕ)⇔ F(ψ) G(ϕ⇔ ψ) = (F(ϕ) ∧ G(ψ)) ∨ (G(ϕ) ∧ F(ψ))

Pro predikátové formule toto rozš́ıř́ıme ještě o pravidla:

F(∀x . ϕ) = ∀x . F(ϕ) G(∀x . ϕ) = ∃x . G(ϕ)
F(∃x . ϕ) = ∃x . F(ϕ) G(∃x . ϕ) = ∀x . G(ϕ)
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Komentář: Uvažme formuli ¬(A ⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))). Užit́ım uvedeného postupu 1.18
źıskáme:

F(¬(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)))) = G(A⇒ ¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) =

F(A) ∧ G(¬(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ F(B ∨ ¬(C ⇒ ¬A)) =

A ∧ (F(B) ∨ F(¬(C ⇒ ¬A))) = A ∧ (B ∨ G(C ⇒ ¬A)) =

A ∧ (B ∨ (F(C) ∧ G(¬A))) = A ∧ (B ∨ (C ∧ F(A))) =

A ∧ (B ∨ (C ∧A))

Formuli A ∧ (B ∨ (C ∧ A)) lze dále zjednodušit na (ekvivalentńı) formuli A ∧ (B ∨ C). To
ale je již z našeho pohledu matematicky neformálńı (heuristický) postup.

Uvedené formálńı předpisy takto vyjadřuj́ı intuitivńı postup převodu F(ϕ) do
”
lidsky

čitelného tvaru“.

Navazuj́ıćı studium

Látka této úvodńı lekce má velmi široký záběr. S potřebou formálńıho zápisu tvrzeńı a
d̊ukaz̊u se setkáte nejen v tomto, ale i ve všech daľśıch matematických předmětech, které
zároveň studujete či budete studovat, a principy budou stále stejné. Proto se je snažte
pochopit a zaž́ıt už na zde uvedených jednoduchých př́ıkladech a vše si procvičte. A pokud
vám stále

”
jde hlava kolem“ z logického matematického vyjadřováńı, m̊užete se také zkusit

pod́ıvat na hezkou úvodńı (středoškolskou) kńıžku Antońına Sochora – Logika pro všechny
ochotné myslet, Karolinum 2011.

Na druhou stranu je matematická logika v této lekci uvedena jen velmi omezeně na ne-
jlehč́ı akceptovatelné intuitivńı úrovni a jej́ı daľśı rozvoj je ponechán samostatným kurz̊um.
Na FI MU to bude navazuj́ıćı předmět IB101 Úvod do logiky. Zájemce o studium matem-
atických hlubin logiky a třeba slavných Gödelových poznatk̊u m̊užeme později odkázat na
předmět MA007 Matematická logika.
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2 Důkazové techniky, Indukce

Úvod
Náš hlubš́ı úvod do matematických formalism̊u pro informatiku pokračujeme základńım

přehledem technik matematických d̊ukaz̊u. Třebaže matematické dokazováńı a př́ıslušné
techniky mohou někomu připadat nepr̊uhledné (a možná zbytečné), jejich pochopeńı
a zvládnut́ı neńı samoúčelné, nebot’ nám pomáhá si mnoho uvědomit o studovaných
problémech samotných. Konečně, jak si m̊užeme být jisti svými poznatky, když bychom
pro ně nebyli schopni poskytnout d̊ukazy?

Během studia tohoto předmětu poznáte (a ti méně št’astńı až s překvapeńım u zkoušek),
že podstata toho, k čemu naš́ım výkladem směřujeme, se dá neformálně shrnout slovy

”
naučit se přesně vyjadřovat a být si svými tvrzeńımi naprosto jisti“ a analogicky později

”
naučit se navrhovat správné algoritmy a být si i svými programy naprosto jisti“.

Z d̊ukazových postup̊u je pro informatiky asi nejd̊uležitěǰśı technika d̊ukaz̊u matemat-

ickou indukćı, která je svou podstatou velmi bĺızká poč́ıtačovým program̊um (coby iterace
cykl̊u). V daľśım výkladu budeme indukci hojně využ́ıvat, předevš́ım v Lekćıch 10 a 11.

Cı́le
Cı́lem této lekce je popsat základńı techniky matematických d̊ukaz̊u, z nichž největš́ı

d̊uraz klademe na matematickou indukci. Každý student by se měl alespoň naučit formálně
psané d̊ukazy č́ıst a pochopit. (Pro vysvětleńı, z Lekce 1 v́ıme, že matematický d̊ukaz má

”
jednotnou formu“ Definice 1.1, ale nyńı se věnujeme takř́ıkaj́ıc šablonám, podle nichž

takový korektńı d̊ukaz sestav́ıme.)

2.1 Přehled základńıch d̊ukazových technik

V matematice je často použ́ıvaných několik následuj́ıćıch zp̊usob̊u – technik, jak k danému
tvrzeńı nalézt korektńı formálńı d̊ukaz. (Uvědomme si, že jedno tvrzeńı mı́vá mnoho
r̊uzných, stejně korektńıch, d̊ukaz̊u; ty se však mohou výrazně ĺı̌sit svou složitost́ı.) Tyto
techniky si v bodech shrneme zde:

• Př́ımé odvozeńı. To je zp̊usob, o kterém jsme se dosud bavili.
Postupujeme př́ımo od předpoklad̊u k závěru, ale sami poznáte, že taková

”
př́ımá“

cesta je obt́ıžně k nalezeńı.

• Kontrapozice (také obráceńım či nepř́ımý d̊ukaz). Mı́sto věty

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr.“

budeme dokazovat ekvivalentńı větu

”
Jestliže neplat́ı závěr, pak neplat́ı alespoň jeden z předpoklad̊u.“

• D̊ukaz sporem. Mı́sto věty

”
Jestliže plat́ı předpoklady, pak plat́ı závěr.“

budeme dokazovat větu

”
Jestliže plat́ı předpoklady a plat́ı opak závěru, pak plat́ı opak jednoho
z předpoklad̊u (nebo plat́ı jiné zjevně nepravdivé tvrzeńı).“

• Matematická indukce. Pokročilá technika, kterou zde poṕı̌seme později. . .
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Tyto techniky jsou asi nejlépe ilustrovány následovnými př́ıklady d̊ukaz̊u.

Př́ıklad d̊ukazu kontrapozićı

Definice: Prvoč́ıslo je celé č́ıslo p > 1 a nemá jiné dělitele než 1 a p.

Př́ıklad 2.1. Na d̊ukaz kontrapozićı (obráceńım).

Věta. Jestliže p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, pak p je liché.

Důkaz: Obráceného tvrzeńı – budeme tedy dokazovat, že

je-li p sudé, pak p bud’ neńı větš́ı než 2, nebo p neńı prvoč́ıslo.

Připomı́náme, že podle definice je p sudé, právě když lze psát p = 2 · k, kde k je celé.
Jsou dvě možnosti:

• k ≤ 1. Pak p = 2k neńı větš́ı než 2.

• k > 1. Pak p = 2 · k neńı prvoč́ıslo podle definice.
✷

Poznámka : Důkazy kontrapozićı pracuj́ı s negaćı (opakem) předpoklad̊u a závěru. Je-li např.
závěrem komplikované tvrzeńı tvaru

”
z toho, že z A a B plyne C, vyplývá, že z A nebo C plyne A a B“,

neńı pouhou intuićı snadné zjistit, co je vlastně jeho negaćı. Proto se nebojte využ́ıvat snadného
mechanického postupu Metody 1.18 ke správnému

”
znegováńı“ do normálńıho tvaru.

Př́ıklady d̊ukazu sporem

Př́ıklad 2.2. Jiný př́ıstup k D̊ukazu 2.1.

Věta. Jestliže p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, pak p je liché.

Důkaz sporem: Necht’ tedy p je prvoč́ıslo větš́ı než 2, které je sudé. Pak p = 2 · k pro
nějaké k > 1, tedy p neńı prvoč́ıslo, spor (s předpokladem, že p je prvoč́ıslo).

✷

Důkaz sporem je natolik specifický a d̊uležitý v matematice, že si zaslouž́ı širš́ı
vysvětleńı. Co je vlastně jeho podstatou? Je to (zcela přirozený) předpoklad, že v konzis-
tentńı teorii nelze zároveň odvodit tvrzeńı i jeho negaci. Jestliže tedy ve schématu

”
Jestliže plat́ı předpoklady a plat́ı opak závěru, pak plat́ı opak jednoho
z předpoklad̊u, nebo plat́ı jiné zjevně nepravdivé tvrzeńı.“

odvod́ıme k některému předpokladu jeho spor, nebo př́ıpadně jiné tvrzeńı, které odporuje
všeobecně přijatým fakt̊um (přesněji axiomům, např́ıklad 0 = 1), pak něco muśı být

”
špatně“. Co však v našem tvrzeńı může (nezapomeňte předpoklad konzistence) být
chybné? Původńı předpoklady byly dány, takže zbývá jedině náš dodatečný předpoklad,
že plat́ı opak závěru. Tud́ıž opak závěru nemůže nikdy platit a dvoj́ı negaćı odvod́ıme,
že plat́ı p̊uvodńı závěr.

Př́ıklad 2.3. Opět sporem.

Věta. Č́ıslo
√
2 neńı racionálńı.

Důkaz sporem: Necht’ tedy
√
2 je racionálńı, tj. necht’ existuj́ı nesoudělná celá kladná

č́ısla r, s taková, že
√
2 = r/s.
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– Pak 2 = r2/s2, tedy r2 = 2 · s2, proto r2 je dělitelné dvěma. Z toho plyne, že i r je
dělitelné dvěma (proč? opět na to můžete j́ıt sporem. . . ).

– Jelikož r je dělitelné dvěma, je r2 dělitelné dokonce čtyřmi, tedy r2 = 4 ·m pro nějaké
m. Pak ale také 4 ·m = 2 · s2, tedy 2 ·m = s2 a proto s2 je dělitelné dvěma.

– Z toho plyne, že s je také dělitelné dvěma. Celkem dostáváme, že r i s jsou dělitelné
dvěma, jsou tedy soudělná a to je spor (s definićı racionálńıho č́ısla). ✷

Komentář:
”
Nev́ıte-li, jak nějakou větu dokázat, zkuste d̊ukaz sporem. . .“

2.2 Věty typu
”
tehdy a jen tehdy“

Uvažujme nyńı (v matematice poměrně hojné) věty tvaru

”
Necht’ plat́ı předpoklady P. Pak tvrzeńı A plat́ı tehdy a jen tehdy, plat́ı-li
tvrzeńı B.“

Př́ıklady jiných jazykových formulaćı téže věty jsou:

∗ Za předpoklad̊u P je tvrzeńı B nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro platnost tvrzeńı A.

∗ Za předpoklad̊u P je tvrzeńı A nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro platnost tvrzeńı B.

∗ Necht’ plat́ı předpoklady P. Pak tvrzeńı A plat́ı právě tehdy když plat́ı tvrzeńı B.

Fakt: D̊ukaz vět tohoto tvaru má vždy dvě části(!). Je třeba dokázat:

∗ Jestliže plat́ı předpoklady P a tvrzeńı A, pak plat́ı tvrzeńı B.

∗ Jestliže plat́ı předpoklady P a tvrzeńı B, pak plat́ı tvrzeńı A.

Př́ıklad 2.4. Na d̊ukaz typu
”
tehdy a jen tehdy“.

Věta. Dokažte, že pro každá dvě celá č́ısla a, b plat́ı, že a < b právě tehdy, když
2a < 2b.

Důkaz: Nezapomı́náme, že našim úkolem je dokázat oba směry tvrzeńı (implikace zleva
doprava a zprava doleva). Začneme s prvńım: Předpoklad a < b je definičně ekvivalentńı
tomu, že b = a + k pro nějaké přirozené k > 0. Potom 2b = 2a+k = 2a · 2k = ℓ · 2a pro
nějaké přirozené ℓ = 2k ≥ 2, a tud́ıž 2b − 2a = (ℓ− 1) · 2a ≥ 1 · 2a > 0 . T́ım je prvńı část
d̊ukazu hotova.

V opačném směru postupujeme z předpokladu 2a < 2b. Vyděleńım obou stran
nerovnosti kladným č́ıslem 2a źıskáme 2b/2a = 2b−a > 1 . Dále postupujeme sporem.
Necht’ tedy a ≥ b, neboli a− b = m ≥ 0. Potom máme 2a−b = 2 · . . . 2

︸ ︷︷ ︸

m×

≥ 1. Avšak celkově

1 = 20 = 2a−b · 2b−a > 1 · 1 = 1 je sporné. Proto zbývá požadovaný závěr a < b. ✷

Komentář: Je možno se někdy oddělenému zpracováńı obou směr̊u takového tvrzeńı vy-
hnout? Ano, stač́ı dělat pouze tzv. ekvivalentńı úpravy, ale je to velmi nebezpečné. Co
např́ıklad tvrzeńı

”
a = b právě když ax = bx“? To přece dokážeme vynásobeńım obou stran

rovnosti stejným č́ıslem x. . .
Je to sice téměř pravda, ale(!) muśıme si všimnout, že násobeńı obou stran rovnosti je

ekvivalentńı úpravou jen pro x 6= 0; jinak nazpět děĺıme nulou (což na světě dokáže pouze
Chuck Norris). Zapamatujte si, že nejlepš́ı cestou, jak se takovým chybám a problémům
vyhnout, je skutečně poctivě dokazovat každý směr ekvivalence zvlášt’.
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2.3 Matematická indukce

Pokud se souhrnně pod́ıváme na d̊ukazové techniky v matematice, všimneme si, že
matematická indukce je skoro

”
dvorńı“ d̊ukazovou technikou diskrétńı matematiky. To

proto, že umožňuje pohodlně dokazovat i složitá tvrzeńı po jednotlivých (diskrétńıch)
kroćıch od počátečńıho.

Uvažme tedy větu ve tvaru:

”
Pro každé přirozené (celé) n ≥ k0 plat́ı T (n).“

Zde k0 je nějaké pevné přir. č́ıslo a T (n) je tvrzeńı parametrizované č́ıs. n. Př́ıkladem je
třeba tvrzeńı:

Pro každé n ≥ 0 plat́ı, že n př́ımek děĺı rovinu nejvýše na 1
2
n(n + 1) + 1 oblast́ı.

Definice 2.5. Princip matematické indukce ř́ıká, že k d̊ukazu věty

”
Pro každé přirozené (celé) n ≥ k0 plat́ı T (n).“

stač́ı ověřit platnost těchto dvou tvrzeńı:

• T (k0) (tzv. báze neboli základ indukce)

• Pro každé n ≥ k0; jestliže plat́ı T (n), (indukčńı předpoklad)

pak plat́ı také T (n+ 1). (indukčńı krok)

Formálně řečeno, matematická indukce je axiomem aritmetiky přirozených č́ısel.

Opět jako v předešlém si tuto techniku ilustrujeme množstv́ım názorných př́ıklad̊u.

Př́ıklady d̊ukaz̊u indukćı

Př́ıklad 2.6. Velmi jednoduchá a př́ımočará indukce.

Věta. Pro každé přirozené. n ≥ 1 je stejná pravděpodobnost, že při současném
hodu n kostkami bude výsledný součet sudý, jako, že bude lichý.

Důkaz: Základ indukce je zde zřejmý: Na jedné kostce (poctivé!) jsou tři lichá a tři
sudá č́ısla, takže obě skupiny padaj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı.

Indukčńı krok pro n ≥ 1: Necht’ psn pravděpodobnost, že při hodu n kostkami bude
výsledný součet sudý, a pln je pravděpodobnost lichého. Podle indukčńıho předpokladu
je psn = pln = 1

2
. Hod’me nav́ıc (n+1)-ńı kostkou. Podle toho, zda na ńı padne liché nebo

sudé č́ıslo, je pravděpodobnost celkového sudého součtu rovna

3

6
pln +

3

6
psn =

1

2

a stejně pro pravděpodobnost celkového lichého součtu. ✷

Př́ıklad 2.7. Ukázka skutečné d̊ukazové
”
śıly“ principu matematické indukce.

Věta. Pro každé n ≥ 0 plat́ı, že n př́ımek děĺı rovinu nejvýše na

1

2
n(n+ 1) + 1

oblast́ı.
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Důkaz: Pro bázi indukce stač́ı, že 0 př́ımek děĺı rovinu na jednu část. (Všimněte si
také, že 1 př́ımka děĺı rovinu na dvě části, jen pro lepš́ı pochopeńı d̊ukazu.)

Mějme nyńı rovinu rozdělenou n př́ımkami na nejvýše 1
2
n(n+1)+1 část́ı. Daľśı, (n+1)-

ńı př́ımka je rozdělena pr̊useč́ıky s předchoźımi př́ımkami na nejvýše n+1 úsek̊u a každý
z nich odděĺı novou část roviny. Celkem tedy bude rovina rozdělena našimi př́ımkami na
nejvýše tento počet oblast́ı:

1

2
n(n+ 1) + 1 + (n + 1) =

1

2
n(n + 1) +

1

2
· 2(n+ 1) + 1 =

1

2
(n + 1)(n+ 2) + 1

✷

Př́ıklad 2.8. Daľśı indukčńı d̊ukaz rozepsaný v podrobných kroćıch.

Věta. Pro každé n ≥ 0 plat́ı
∑n

j=0 j =
n(n+1)

2
.

Důkaz indukćı vzhledem k n.

• Báze: Muśıme dokázat tvrzeńı T (0), což je v tomto př́ıpadě rovnost
∑0

j=0 j =
0(0+1)

2
.

Tato rovnost (zjevně) plat́ı.

• Indukčńı krok: Muśıme dokázat následuj́ıćı tvrzeńı pro n ≥ 0:

Jestliže plat́ı
∑n

j=0 j =
n(n+1)

2
, pak plat́ı

∑q
j=0 j =

q(q+1)
2

, kde q = n+ 1.

Předpokládejme tedy, že
∑n

j=0 j =
n(n+1)

2
a pokusme se dokázat, že pak také

q
∑

j=0

j =
q(q + 1)

2
=

(n + 1)(n+ 2)

2
.

To už plyne úpravou:

q
∑

j=0

j =

n∑

j=0

j + (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

n(n+ 1) + 2(n + 1)

2
=

(n+ 1)(n + 2)

2

Podle principu matematické indukce je celý d̊ukaz hotov. ✷

Poznámka : Výsledek Př́ıkladu 2.8 je ukázkou tzv. sumačńıho vzorce pro posloupnost přirozených
č́ısel. Jinou ukázkou je třeba vztah

1 + 3 + · · ·+ (2n− 3) + (2n − 1) = 1 + (2n − 1) + 3 + (2n− 3) + · · · = 2n · n
2
= n2,

nebo 12+22+ · · ·+n2 = 1
6n(n+1)(2n+1) a 13+23+ · · ·+n3 = (1+2+ · · ·+n)2 = 1

4n
2(n+1)2.

Odvozováńı a práce s jednoduchými sumačńımi vzorci by také měla náležet do výbavy schopného
informatika, princip matematické indukce je zde kĺıčový.
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2.4 Komentáře k matematické indukci

Pro správné a úspěšné použit́ı indukce v dokazováńı je vhodné si zapamatovat několik
cenných rad:

∗ Základńı trik všech d̊ukaz̊u matematickou indukćı je vhodná reformulace tvrzeńı
T (n+ 1) tak, aby se

”
odvolávalo“ na tvrzeńı T (n).

– Dobře se vždy pod́ıvejte, v čem se lǐśı tvrzeńı T (n + 1) od tvrzeńı T (n). Tento

”
rozd́ıl“ budete muset v d̊ukaze zd̊uvodnit.

∗ Pozor, občas je potřeba
”
ześılit“ tvrzeńı T (n), aby indukčńı krok správně

”
fungoval“.

– Velkým problémem bohužel je, že neńı možno podat návod, jak vhodné
”
ześıleńı“

nalézt (ani kdy jej v̊ubec hledat). Jedná se vlastně o pokusy a
”
hádáńı z křǐst’álové

koule“.

∗ Často se chybuje v d̊ukazu indukčńıho kroku, nebot’ ten bývá většinou výrazně
obt́ıžněǰśı než báze, ale o to zrádněǰśı jsou chyby v samotné zdánlivě snadné bázi!

– Dejte si dobrý pozor, od které hodnoty n ≥ k0 je indukčńı krok univerzálně
platný a jestli př́ıpadně báze nezahrnuje v́ıce než jednu hodnotu. . .

Ześıleńı indukčńıho kroku

Př́ıklad 2.9. Když je nutno indukčńı krok ześılit. . .

Věta. Pro každé n ≥ 1 plat́ı

s(n) =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n + 1)
< 1 .

Důkaz: Báze indukce je zřejmá, nebot’ 1
1·2

< 1.

Co však indukčńı krok? Předpoklad s(n) < 1 je sám o sobě
”
př́ılǐs slabý“ na to, aby bylo

možno tvrdit s(n + 1) = s(n) + 1
(n+1)(n+2)

< 1.

Neznamená to ještě, že by tvrzeńı nebylo platné, jen je potřeba náš indukčńı
předpoklad ześılit. Budeme dokazovat

Tvrzeńı. Pro každé přirozené n ≥ 1 plat́ı s(n) ≤ 1− 1
n+1

< 1 .

To plat́ı pro n = 1 (nezapomeňte ověřit!) a dále už úpravou jen dokonč́ıme ześılený
indukčńı krok:

s(n+ 1) = s(n) +
1

(n + 1)(n+ 2)
≤ 1− 1

n+ 1
+

1

(n + 1)(n+ 2)
=

= 1 +
−(n + 2) + 1

(n+ 1)(n+ 2)
= 1− 1

n+ 2 ✷

Rozš́ı̌reńı báze a předpokladu

Mimo zesilováńı tvrzeńı indukčńıho kroku jsme někdy okolnostmi nuceni i k rozšiřováńı
samotné báze indukce a s ńı indukčńıho předpokladu na v́ıce než jednu hodnotu
parametru n.
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– Můžeme např́ıklad předpokládat platnost (parametrizovaných) tvrzeńı T (n) i T (n+1)
zároveň, a pak odvozovat platnost T (n+2). Toto lze samozřejmě zobecnit na jakýkoliv
počet předpokládaných parametr̊u.

– Můžeme dokonce předpokládat platnost tvrzeńı T (j) pro všechna j = k0, k0+1, . . . , n
najednou a dokazovat T (n + 1). Toto typicky využijeme v př́ıpadech, kdy indukčńı
krok

”
rozděĺı“ problém T (n+ 1) na dvě menš́ı části a z nich pak odvod́ı platnost

T (n+ 1).

Fakt: Obě prezentovaná
”
rozš́ı̌reńı“ jsou v konečném d̊usledku jen speciálńımi instancemi

základńı matematické indukce; použité rozš́ı̌rené možnosti pouze zjednodušuj́ı formálńı
zápis d̊ukazu.

Př́ıklad 2.10. Když je nutno rozš́ı̌rit bázi a indukčńı předpoklad. . .

Věta. Necht’ funkce f pro každé n ≥ 0 splňuje vztah f(n+2) = 2f(n+ 1)− f(n).
Pokud plat́ı f(0) = 1 a zároveň f(1) = 2, tak plat́ı f(n) = n + 1 pro všechna
přirozená n ≥ 0.

Důkaz: Už samotný pohled na daný vztah f(n+2) = 2f(n+ 1)− f(n) naznačuje, že
bychom měli rozš́ı̌rit indukčńı předpoklad (a krok) zhruba takto:

Pro každé n ≥ 0; jestliže plat́ı T (n); neboli f(n) = n+1, a zároveň plat́ı T (n+1);
f(n+ 1) = n+ 2, pak plat́ı také T (n+ 2); f(n+ 2) = n+ 3.

Báze indukce – pozor, zde už muśıme ověřit dvě hodnoty

f(0) = 0 + 1 = 1, f(1) = 1 + 1 = 2 .

Náš indukčńı krok tak nyńı může využ́ıt celého rozš́ı̌reného předpokladu, znalosti hodnot
f(n) i f(n+ 1), pro ověřeńı

f(n+ 2) = 2f(n+ 1)− f(n) = 2 · (n + 1 + 1)− (n+ 1) = n + 3 = n+ 2 + 1 .
✷

Komentář: Jak by tento d̊ukaz měl být formulován v
”
tradičńı“ indukci? (

”
Substitućı“

nového tvrzeńı.)

Závěrem malý
”
problém“

Př́ıklad 2.11. Aneb jak snadno lze v matematické indukci udělat chybu.

Věta. (
”
nevěta“)

V každém stádu o n ≥ 1 końıch maj́ı všichni koně stejnou barvu.

Důkaz indukćı vzhledem k n.
Báze: Ve stádu o jednom koni maj́ı všichni koně stejnou barvu.
Indukčńı krok: Necht’ S = {K1, . . . , Kn+1} je stádo o n+ 1 końıch. Dokážeme, že všichni
koně maj́ı stejnou barvu. Uvažme dvě menš́ı stáda:

– S ′ = {K1, K2, . . . , Kn}
– S ′′ = {K2, . . . , Kn, Kn+1}
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Podle indukčńıho předpokladu maj́ı všichni koně ve stádu S ′ stejnou barvu B′. Podobně
všichni koně ve stádu S ′′ maj́ı podle indukčńıho předpokladu stejnou barvu B′′.
Dokážeme, že B′ = B′′, tedy že všichni koně ve stádu S maj́ı stejnou barvu. To ale
plyne z toho, že koně K2, . . . , Kn patř́ı jak do stáda S ′, tak i do stáda S ′′. ✷

Komentář: Ale to už je podvod! Vid́ıte, kde?

Navazuj́ıćı studium

Jak jsme již řekli, matematické d̊ukazy a jejich chápáńı jsou nezbytné ke studiu
vysokoškolských matematických předmět̊u. Bez schopnosti přesného vyjadřováńı a chápáńı
definic a vět se informatik neobejde, ani pokud se zaměřuje čistě aplikovaným směrem; viz
třeba správné pochopeńı r̊uzných norem a specifikaćı.

Na druhou stranu uměńı “tvořit” nové matematické d̊ukazy je dosti obt́ıžné a nedá
se jemu jen tak snadno naučit – vyžaduje to mnoho pokročilé praxe. Jelikož je schopnost
formálńıho matematického dokazováńı nezbytná (převážně jen) v teoretických informat-
ických discipĺınách, neńı tato část kritická v celém předmětu (a u zkoušek se objev́ı s menš́ım
d̊urazem), ale to neznamená, že byste se j́ı mohli zcela vyhýbat. Obzvláště techniku matem-
atické indukce by měl každý informatik aspoň trochu ovládat, nebot’ s jej́ım použit́ım se
zajisté ještě mnohokráte setkáte v budoućım studiu.
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3 Množiny, množinové operace

Úvod
V přehledu matematických formalism̊u informatiky se v této a př́ı̌st́ı lekci zaměř́ıme

na základńı datové typy matematiky, tj. na množiny, relace a funkce. Netradičńı souslov́ı

”
datové typy“ matematiky zde voĺıme záměrně, abychom zd̊uraznili jejich fundamentálnost

pro výstavbu navazuj́ıćı teorie v analogii k programováńı.
O množinách jste sice zajisté slyšeli už na základńı škole, ale podstatou našeho předmětu

je uvést povětšinou neformálně známé pojmy na patřičnou formálńı úroveň nutnou pro
teoretické základy informatiky. V př́ıpadě konečné teorie množin si zde vystač́ıme s tzv.

”
naivńım“ pohledem, který dostatečně matematicky přesně vystihuje všechny jejich konečné

aspekty (o komplikaćıch nekonečných množin se krátce zmı́ńıme až v Lekci 12).

Cı́le
V této lekci si ukážeme prvńı krok k seriózně vybudované matematické teorii množin –

tzv. naivńı teorii množin, která nám velmi dobře poslouž́ı ve všech konečných př́ıpadech.
Na to navážeme zavedeńım základńıho množinového kalkulu a shrnut́ım běžných vlastnost́ı
množin. Závěrem si uvedeme př́ıklady rekurzivně definovaných posloupnost́ı.

3.1 Pojem množiny

Položme si hned na úvod tu nejd̊uležitěǰśı otázku: Co je vlastně množina?
Na tuto otázku bohužel neńı zcela jednoduchá odpověd’. . . Abychom se v̊ubec někam v
našem úvodu dostali, spokoj́ıme se zat́ım jen s přirozeným

”
naivńım pohledem“.

Definice naivńı teorie množin:
”
Množina je soubor prvk̊u a je svými prvky plně určena.“

Komentář: Př́ıklady zápisu množin výčtem prvk̊u
∅, {a, b}, {b, a}, {a, b, a}, {{a, b}}, {∅, {∅}, {{∅}}}, {x | x je liché přirozené č́ıslo}.

Co je ale pak prvek? Tady pozor, pojem prvku sám o sobě nemá matematický
význam, svého významu totiž nabývá pouze ve spojeńı

”
být prvkem množiny“. Prvky

množiny tak může být cokoliv, mimo jiné i daľśım množiny.

Komentář: Relativitu významu vztahu
”
prvek–množina“ si můžeme přibĺıžit třeba na vz-

tahu
”
podř́ızený–nadř́ızený“ z běžného pracovńıho života. Tam také nemá smysl jen ř́ıkat,

že je někdo podř́ızeným, aniž řekneme také jeho nadř́ızeného. Přitom i vedoućı je někomu
ještě podř́ızený a naopak i ten posledńı podř́ızený pracovńık může být pánem třeba svého
psa. Podobně je tomu s množinou jako

”
nadř́ızenou“ svých prvk̊u.

Ale přece jenom. . . v dobře definovaném kontextu lze (omezeně) mluvit o prvćıch jako
samostatných entitách. Formálně se např́ıklad jedná o prvky pevně dané nosné množiny.

Značenı́ množin a jejich prvk̊u:

• x ∈ M
”
x je prvkem množiny M“,

• ∅ je prázdná množina {}.
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Komentář: Některé vlastnosti vztahu
”
být prvkem“ jsou

∗ a ∈ {a, b}, a 6∈ {{a, b}}, {a, b} ∈ {{a, b}}, a 6∈ ∅, ∅ ∈ {∅}, ∅ 6∈ ∅,
∗ rovnost množin dle svých prvk̊u {a, b} = {b, a} = {a, b, a}, {a, b} 6= {{a, b}}.

Značenı́: Počet prvk̊u (mohutnost) množiny A zapisujeme |A|.

Komentář: |∅| = 0, |{∅}| = 1, |{a, b, c}| = 3, |{{a, b}, c}| = 2.

Jednoduché srovnáńı množin

Vztah
”
být prvkem množiny“ přirozeně nám podává i zp̊usob porovnáváńı množin mezi

sebou. Jedná se o kĺıčovou část teorie množin.

Definice: Množina A je podmnožinou množiny B, právě když každý prvek A je
prvkem B. Ṕı̌seme A ⊆ B nebo obráceně B ⊇ A. Řı́káme také, že se jedná o inkluzi.

∗ Plat́ı {a} ⊆ {a} ⊆ {a, b} 6⊆ {{a, b}}, ∅ ⊆ {∅},
∗ A ( B právě když A ⊆ B a A 6= B (A je vlastńı podmnožinou B).

Z naivńı definice množiny pak př́ımo vyplývá následuj́ıćı:

Definice: Dvě množiny jsou si rovny A = B právě když A ⊆ B a B ⊆ A.

∗ Podle naivńı definice jsou totiž množiny A a B stejné, maj́ı-li stejné prvky.

∗ Důkaz rovnosti množin A = B má obvykle dvě části: Odděleně se dokáž́ı inkluze
A ⊆ B a B ⊆ A.

Ukázky nekonečných množin

Značenı́: Běžné č́ıselné množiny v matematice jsou následuj́ıćı

∗ N = {0, 1, 2, 3, . . .} je množina přirozených č́ısel,

∗ Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} je množina celých č́ısel,

∗ Z+ = {1, 2, 3, . . .} je množina celých kladných č́ısel,

∗ Q je množina racionálńıch č́ısel (zlomk̊u).

∗ R je množina reálných č́ısel.

Komentář: Tyto uvedené č́ıselné množiny jsou vesměs nekonečné, na rozd́ıl od konečných
množin uvažovaných v předchoźım

”
naivńım“ pohledu. Pojem nekonečné množiny se

př́ımo v matematice objevil až teprve v 19. stolet́ı a bylo s ńım spojeno několik paradox̊u
ukazuj́ıćıch, že naivńı pohled na teorii množin pro nekonečné množiny nedostačuje. My se k
problematice nekonečných množin, Kantorově větě a Russelově paradoxu vrát́ıme v závěru
našeho předmětu v Lekci 12.

3.2 Množinové operace

Začněme se základńımi operacemi množinového kalkulu, které zajisté na intuitivńı úrovni
již ovládáte ze školy. Pro formálńı úplnost podáme jejich přesné definice, na které se
můžete odvolávat v d̊ukazech.
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Základńı operace

Definice 3.1. Sjednoceńı ∪ a pr̊unik ∩ dvou množin A,B definujeme

A ∪B = {x | x ∈ A nebo x ∈ B} ,
A ∩B = {x | x ∈ A a současně x ∈ B} .

A ∪B A ∩ B

∗ Př́ıklady {a, b, c} ∪ {a, d} = {a, b, c, d}, {a, b, c} ∩ {a, d} = {a}.
∗ Vždy plat́ı

”
distributivita“ A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) a A ∪ (B ∩ C) =

(A ∪ B) ∩ (A ∪ C)
∗ a také

”
asociativita“ A∩(B∩C) = (A∩B)∩C (stejně pro ∪) a

”
komutativita“ A∩B =

B ∩ A (stejně pro ∪).
Komentář: Asociativita a komutativita operaćı sjednoceńı a pr̊uniku je na jednu stranu
zcela přirozená, na druhou stranu však velmi d̊uležitá např́ıklad pro platnost následuj́ıćı
definice.

Definice: Pro libovolný počet množin indexovaných pomoćı I rozš́ı̌reně definujeme

⋃

i∈I
Ai = {x | x ∈ Ai pro nějaké i ∈ I} ,

⋂

i∈I
Ai = {x | x ∈ Ai pro každé i ∈ I} .

Komentář: Necht’ Ai = {2 · i} pro každé i ∈ N. Pak
⋃

i∈NAi je množina všech sudých
přirozených č́ısel. Necht’ Bi = {x | x ∈ N, x ≥ i} pro každé i ∈ N. Pak

⋂

i∈NBi = ∅.

Množinový rozd́ıl

Definice 3.2. Rozd́ıl \ a symetrický rozd́ıl ∆ dvou množin A,B definujeme

A \B = {x | x ∈ A a současně x 6∈ B} ,
A∆B =

(
A \B

)
∪
(
B \ A

)
.

A \B A∆B

∗ Př́ıklady {a, b, c} \ {a, b, d} = {c}, {a, b, c}∆{a, b, d} = {c, d}.
∗ Vždy plat́ı např́ıklad A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) apod.

Definice: Pro libovolný počet množin indexovaných pomoćı konečné I rozš́ı̌reně defin-
ujeme

∆i∈I Ai = {x | x ∈ Ai pro lichý počet i ∈ I} .
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Komentář: Povšimněte si, že operace rozd́ılu neńı asociativńı ani komutativńı (ostatně
stejně je tomu u aritmetického rozd́ılu). Symetrický rozd́ıl už asociativńı i komutativńı
je, neńı to však na prvńı pohled vidět. Uměli byste toto dokázat?

Definice: Necht’ A ⊆ M . Doplněk A vzhledem k M je množina A =M \ A.
Komentář: Jedná se o poněkud specifickou operaci, která muśı být vztažena vzhledem k
nosné množině M ! Je-li M = {a, b, c}, pak {a, b} = {c}. Je-li M = {a, b}, pak {a, b} = ∅.

∗ Vždy pro A ⊆M plat́ı A = A (
”
dvoj́ı“ doplněk).

∗ Vždy pro A,B ⊆M plat́ı A ∪ B = A∩B a A ∩ B = A∪B. (Viz Vennovy diagramy.)

Uspořádané dvojice a kartézský součin

Zat́ımco prvky v množinách jsou zcela neuspořádané, jsou mnohé situace, kdy muśıme
pracovat se

”
seřazenými“ výčty prvk̊u. V teorii množin lze takovéto seřazeńı definovat

oklikou následovně:

Definice: Uspořádaná dvojice (a, b) je zadána množinou {{a}, {a, b}}.
Fakt: Plat́ı (a, b) = (c, d) právě když a = c a současně b = d. Uměli byste toto sami
dokázat př́ımo z podané definice?

∗ Co je podle definice (a, a)? Je to (a, a) = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Definice 3.3. Kartézský součin dvou množin A,B definujeme jako
množinu všech uspořádaných dvojic ze složek z A a B

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .

∗ Př́ıklady {a, b} × {a} = {(a, a), (b, a)}, {c, d} × {a, b} = {(c, a), (c, b), (d, a), (d, b)}.
∗ Plat́ı ∅ ×X = ∅ = X × ∅ pro každou množinu X .

∗ Jednoduchá mnemotechnická pomůcka ř́ıká |A×B| = |A| · |B| .
Definice: Pro každé k ∈ N, k > 0 definujeme uspořádanou k-tici (a1, · · · , ak) induktivně
– (a1) = a1,

– (a1, · · · , ai, ai+1) = ((a1, · · · , ai), ai+1).

Všimněte si, že definice použ́ıvá tzv. rekurentńı vztah, bĺıže viz Odd́ıl 3.4.

Fakt: Plat́ı (a1, · · · , ak) = (b1, · · · , bk) právě když ai = bi pro každé i ∈ N kde 1 ≤ i ≤ k.

Definice kartézského součinu v́ıce množin: Pro každé k ∈ N definujeme

A1 × · · · × Ak = {(a1, · · · , ak) | ai ∈ Ai pro každé 1 ≤ i ≤ k} .

∗ Např́ıklad Z3 = Z× Z× Z = {(i, j, k) | i, j, k ∈ Z}.
∗ Co je A0? {∅}, nebot’ jediná uspořádaná 0-tice je právě prázdná ∅.
Poznámka : Podle uvedené definice neńı součin asociativńı, tj. obecně nemuśı platit, že
A× (B × C) = (A×B)× C. V matematické praxi je někdy výhodněǰśı uvažovat upravenou
definici, podle ńıž součin asociativńı je. Pro účely této přednášky neńı podstatné, k jaké definici
se přiklońıme. Prezentované definice a věty

”
funguj́ı“ pro obě varianty.
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Potenčńı množina

Definice 3.4. Potenčńı množina množiny A,
neboli množina všech podmnožin, je definovaná vztahem

2A = {B | B ⊆ A} .
∗ Plat́ı např́ıklad 2{a,b} = {∅, {a}, {b}, {a, b}},
∗ 2∅ = {∅}, 2{∅,{∅}} = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}},
∗ 2{a}×{a,b} = {∅, {(a, a)}, {(a, b)}, {(a, a), (a, b)}}.
Věta 3.5. Počet prvk̊u potenčńı množiny splňuje |2A| = 2|A|.

Důkaz: Stručně indukćı podle |A|: Pro A = ∅ plat́ı |2A| = |{∅}| = 1. Pro každý daľśı
prvek b 6∈ A rozděĺıme všechny podmnožiny A ∪ {b}

”
napolovic“ na ty neobsahuj́ıćı b a

na ty obsahuj́ıćı b, tud́ıž
∣
∣2A∪{b}

∣
∣ = 2 ·

∣
∣2A
∣
∣ = 2|A|+1 = 2|A∪{b}| . ✷

3.3 Porovnáváńı a určeńı množin

Pro obecnou ilustraci formálńıho množinového kalkulu si ukažme dva d̊ukazy rovnost́ı
mezi množinovými výrazy. Podobně lze (rozepsáńım př́ıslušných definic) rutinně dokazo-
vat daľśı množinové vztahy.

Věta 3.6. Pro každé dvě množiny A,B ⊆M plat́ı A ∪ B = A ∩B.

Důkaz v obou směrech rovnosti.

• A ∪ B ⊆ A ∩ B: Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A ∪ B, právě když x 6∈ A ∪B, neboli když
zároveň x 6∈ A a x 6∈ B. To znamená x ∈ A a zároveň x ∈ B, z čehož vyplývá
požadované x ∈ A ∩ B.

• A ∪ B ⊇ A ∩ B: Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A ∩ B, právě když x ∈ A a zároveň
x ∈ B, neboli když zároveň x 6∈ A a x 6∈ B. To znamená x 6∈ A ∪ B, z čehož vyplývá
požadované x ∈ A ∪ B.

✷

Věta 3.7. Pro každé tři množiny A,B,C plat́ı

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) .

Důkaz (viz ilustračńı obrázek).

• A \ (B ∩ C) ⊆ (A \ B) ∪ (A \ C): Je-li x ∈ A \ (B ∩ C), pak x ∈ A a zároveň
x 6∈ (B ∩ C), neboli x 6∈ B nebo x 6∈ C. Pro prvńı možnost máme x ∈ (A \ B), pro
druhou x ∈ (A \ C).

• Naopak A \ (B ∩ C) ⊇ (A \ B) ∪ (A \ C): Je-li x ∈ (A \ B) ∪ (A \ C), pak
x ∈ (A \ B) nebo x ∈ (A \ C). Pro prvńı možnost máme x ∈ A a zároveň x 6∈ B, z
čehož plyne x ∈ A a zároveň x 6∈ (B ∩C), a tud́ıž x ∈ A \ (B ∩C). Druhá možnost je
analogická.

✷
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Charakteristický vektor (pod)množiny

V př́ıpadech, kdy všechny uvažované množiny jsou podmnožinami nějaké konečné nosné
množiny X , což neńı neobvyklé v programátorských aplikaćıch, s výhodou využijeme
následuj́ıćı reprezentaci množin.

Definice: Mějme nosnou množinu X = {x1, x2, . . . , xn}. Pro A ⊆ X definujeme charak-
teristický vektor χA jako

χA = (c1, c2, . . . , cn), kde ci = 1 pro xi ∈ A a ci = 0 jinak.

Užitečnost této reprezentace je ilustrována také následovnými fakty.

• Plat́ı A = B právě když χA = χB.

• Množinové operace jsou realizovány
”
bitovými funkcemi“

sjednoceńı ∼ OR, pr̊unik ∼ AND, symetrický rozd́ıl ∼ XOR.

Princip inkluze a exkluze

Tento d̊uležitý a zaj́ımavý kombinatorický princip je někdy také nazýván
”
princip zapo-

jeńı a vypojeńı“. Použ́ıvá se ke zjǐst’ováńı počt̊u prvk̊u množin s neprázdnými pr̊uniky.

Věta 3.8. Počet prvk̊u ve sjednoceńı dvou či tř́ı množin spoč́ıtáme:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

A
1× 2× 1×

B
A

C

B

Důkaz: Uvedeme si podrobný d̊ukaz prvńıho vztahu |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|,
přičemž druhá část je analogická (viz obrázková ilustrace). Necht’ x ∈ A ∪ B. Pokud
x 6∈ B, tak je x ∈ A a prvek x je započ́ıtán na pravé straně |A| + |B| − |A ∩ B| právě
jednou v |A|. Obdobně je to v př́ıpadě x 6∈ A. Nakonec pro x ∈ A ∩ B je ve vztahu
|A|+ |B| − |A ∩ B| tento prvek x započ́ıtán také 1 + 1− 1 = 1 krát. ✷

Komentář: Všimněte si, že Větu 3.8 lze stejně tak využ́ıt k výpočtu počtu prvk̊u v pr̊uniku
množin. . .

Př́ıklad 3.9. Z 1000 televiźı jich při prvńı kontrole na výrobńı lince má 5 vadnou
obrazovku, 10 je poškrábaných a 12 má jinou vadu. Přitom 3 televize maj́ı současně
všechny tři vady a 4 jiné jsou poškrábané a maj́ı jinou vadu. Kolik televiźı je celkem
vadných?

Řešeńı: Dosazeńım |A| = 5, |B| = 10, |C| = 12, |A ∩ B ∩ C| = 3, (zde pozor)
|A ∩ B| = 3 + 0, |A ∩ C| = 3 + 0, |B ∩ C| = 3 + 4 do Věty 3.8 zjist́ıme výsledek 17. ✷
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Poznámka . Jen stručně, bez d̊ukazu a bližš́ıho vysvětleńı, si uvedeme obecnou formu principu
inkluze a exkluze: ∣

∣
∣
∣
∣
∣

n⋃

j=1

Aj

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∑

∅6=I⊆{1,...,n}

(−1)|I|−1 ·
∣
∣
∣
∣
∣

⋂

i∈I

Ai

∣
∣
∣
∣
∣

(Jeho znalost nebude v předmětu vyžadována.)

3.4 Posloupnosti a rekurentńı vztahy

Uspořádané k-tice (Odd́ıl 3.2) jsou také nazývány konečnými posloupnostmi délky k,
neboli seřazeńımi prvk̊u z dané neprázdné množiny hodnot (opakováńı prvk̊u je povoleno).
Tento pohled lze přirozeně zobecnit na nekonečné posloupnosti, avšak muśıme sáhnout k
trochu složitěǰśım pojmům:

Definice: Nekonečná posloupnost p je zobrazeńım z N do svého oboru hodnot H ,
neboli p : N→ H (viz také Odd́ıl 4.1 o funkćıch). Mimo

”
funkčńıho“ zápisu p(n) často

použ́ıváme
”
indexovou“ formu zápisu funkčńı hodnoty jako pn.

Poznámka : Oborem hodnot posloupnosti obvykle bývá nějaká č́ıselná množina, ale může to být
i jakákoliv jiná množina. Také definičńı obor posloupnosti (tj. indexy) může zač́ınat od nuly
nebo i od jedničky, jak je v aplikaćıch potřeba.

• Př́ıklady posloupnost́ı:

∗ p0 = 0, p1 = 2, . . . , pi = 2i, . . . je posloupnost sudých nezáporných č́ısel.

∗ 3, 3.1, 3.14, 3.141, . . . je posloupnost postupných dekadických rozvoj̊u π.

∗ 1, −1, 1, −1, . . . je posloupnost určená vztahem pi = (−1)i, i ≥ 0.

∗ Pokud chceme stejnou posloupnost 1, −1, 1, −1, . . . zadat jako qi, i ≥ 1, tak ji
urč́ıme vzorcem qi = (−1)i−1.

• Posloupnost je rostoućı (či klesaj́ıćı), pokud pn+1 > pn ( pn+1 < pn ) pro všechna n.

Rekurentńı definice posloupnosti

Slovem rekurentńı označujeme takové definice (či popisy), které se v jistých bodech
odvolávaj́ı samy na sebe. (Už jste se setkali s

”
rekurźı“ při programováńı? A v́ıte, co

znamená?) Mı́sto nepřehledných formálńıch definic si rekurentńı vztahy uvedeme několika
názornými ukázkami.

• Zadáme-li posloupnost pn vztahy p0 = 1 a pn = 2pn−1 pro n > 0, pak plat́ı pn = 2n

pro všechna n.

• Obdobně můžeme zadat posloupnost qn vztahy q1 = 1 a qn = qn−1 + n pro n > 1.
Potom plat́ı qn = 1

2
n(n + 1) pro všechna n. Uměli byste toto dokázat indukćı? Viz

Př́ıklad 2.8.

• Známá Fibonacciho posloupnost je zadaná vztahy f1 = f2 = 1 a fn = fn−1 + fn−2 pro
n > 2.

Př́ıklad 3.10. Posloupnost f je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1
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pro všechna přirozená n. Určete hodnotu f(n) explicitńım vzorcem v závislosti na n.

Řešeńı: V prvńı fázi řešeńı takového př́ıkladu muśıme nějak
”
uhodnout“ hledaný

vzorec pro f(n). Jak? Zkuśıme vypoč́ıtat několik prvńıch hodnot a uvid́ıme. . .

f(1) = 2 · f(0) + 1 = 2 · 3 + 1 = 7

f(2) = 2 · f(1) + 1 = 2 · 7 + 1 = 15

f(3) = 2 · f(2) + 1 = 2 · 15 + 1 = 31

f(4) = 2 · f(3) + 1 = 2 · 31 + 1 = 63

Nepřipomı́naj́ı nám tato č́ısla něco? Co třeba posloupnost 8−1, 16−1, 32−1, 64−1. . . ?
Bystrému čtenáři se již asi podařilo uhodnout, že p̊ujde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2 − 1 (proč je exponent n+ 2 ? inu proto, aby správně vyšlo f(0)).

Ve druhé nesmı́me ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe

matematickou indukćı podle n.

• Báze: f(0) = 20+2 − 1 = 4− 1 = 3 plat́ı.

• Indukčńı krok: za využit́ı indukčńıho předpokladu

f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1 = 2 · (2n+2 − 1) + 1 = 2 · 2n+2 − 2 + 1 = 2(n+1)+2 − 1,

což také plat́ı.

Podle principu matematické indukce je nyńı dokázáno, že pro zadanou rekurentńı
posloupnost f plat́ı f(n) = 2n+2 − 1 pro všechna přirozená n. ✷

Navazuj́ıćı studium

I když jste se s “množinami” setkávali už od základńı školy, do matematické teorie
množin asi nahlédnete na VŠ poprvé. Nezalekněte se na úvod formality vyjadřováńı, která
je bohužel nezbytná, a naučte se s množinami a relacemi dobře pracovat aspoň na zde
ukázané naivńı úrovni konečné teorie množin. (Lehký náhled na obecně nekonečné množiny
a jejich zdánlivé paradoxy i informatické aplikace si ukážeme později v Lekci 12. . . )

Dále si srovnejte pojem posloupnosti s pojmem funkce v Odd́ılu 4.1 a také si později
povšimněte bĺızké koncepčńı podobnosti rekurentńıch definic s induktivńımi definicemi
množin a funkćı v Odd́ıle 6.3.
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4 Relace a jejich použit́ı

Úvod
V návaznosti na předchoźı lekci si podrobně rozebereme matematické formalismy relaćı

a funkćı coby jejich speciálńıho př́ıpadu. Na rozd́ıl od množin, které se v jisté velmi naivńı
formě objevuj́ı už na základńı škole, se relaćım v jejich abstraktńı podobě mnoho pozornosti
ve výuce nevěnuje. Stejně tak s pojmem funkce jste se již setkali na nižš́ıch stupńıch škol,
ale povětšinou jen ve spojeńı s aritmetickými a analytickými funkcemi tvaru x+ 1, x2 − y,
či sinx, 1 + cos x2, atd.

Jak uvid́ıte nyńı, pojmy relace i funkce jsou zcela abstraktńı a neváže se ně žádný
analytický vzorec výpočtu či podobné. Přitom na pojem (zcela obecné) relace velmi brzo
naraźı každý informatik při studiu dat a databáźı, které nad těmito pojmy stav́ı. Neńı to
však jen oblast relačńıch databáźı, ale i jiná mı́sta informatiky, kde se obecné funkce a
relace skrývaj́ı či př́ımo explicitně objevuj́ı. Nejčastěji se tak setkáte s binárńımi relacemi
nad množinami, na něž se v textu dále zaměř́ıme.

Cı́le
Úkolem této lekce je vybudovat matematický aparát (konečných) relaćı, s primárńım

zaměřeńım na funkce a binárńı relace typu ekvivalence a uspořádáńı nad množinou. Ve vz-
tahu k binárńım relaćım je zavedeno množstv́ı pojm̊u, které jsou později užitečné v r̊uzných
oblastech matematiky i informatiky. V obecnosti jsou také vysvětleny inverze relaćı a jejich
skládáńı. Látka pak plynule pokračuje Lekćı 5.

4.1 Relace a funkce nad množinami

Vedle množin daľśım d̊uležitým základńım
”
datovým typem“ matematiky jsou relace,

kterým vzhledem k jejich mnohotvárnému použit́ı v informatice věnujeme významnou
pozornost v této i dvou př́ı̌st́ıch lekćıch.

Definice 4.1. Relace mezi množinami A1, · · · , Ak, pro k ∈ N,
je libovolná podmnožina kartézského součinu

R ⊆ A1 × · · · × Ak .

Pokud A1 = · · · = Ak = A, hovoř́ıme o k-árńı relaci R na A. Speciálně tak mluv́ıme
třeba o binárńı (k = 2), ternárńı (k = 3) nebo unárńı (k = 1) relaci.

Komentář: Př́ıklady relaćı.

∗ {(1, a), (2, a), (2, b)} je relace mezi {1, 2, 3} a {a, b}.

∗ {(i, 2 · i) | i ∈ N} je binárńı relace na N.

∗ {(i, j, i + j) | i, j ∈ N} je ternárńı relace na N.

∗ {3 · i | i ∈ N} je unárńı relace na N.

∗ Jaký význam vlastně maj́ı unárńı a nulárńı relace na A?

Uvědomme si, jak obecně je relace definována – jej́ı definice umožňuje podchytit skutečně
libovolné

”
vztahy“ mezi prvky téže i r̊uzných množin. V praxi se relace velmi široce využ́ıvaj́ı

třeba v relačńıch databáźıch. . .
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Funkce mezi množinami

Za prvńı setkáńı s instancemi relaćı se většinou dá považovat pojem funkce. Přitom
tradičńı

”
školńı“ pojet́ı funkce ji obvykle identifikuje s nějakým výpočetńım (analytickým)

předpisem či vzorcem. Pojem funkce je však daleko obecněǰśı a zcela abstraktńı, což si v
této části textu bohatě ilustrujeme i pro lepš́ı pochopeńı obecněǰśıho pojmu relace.

Definice 4.2. (Totálńı) funkce z množiny A do množiny B
je relace f mezi A a B taková, že pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ B takové, že
(x, y) ∈ f . Množina A se nazývá definičńı obor a množina B obor hodnot funkce f .

Komentář: Neformálně řečeno, ve funkci f je každé
”
vstupńı“ hodnotě x přǐrazena jed-

noznačně
”
výstupńı“ hodnota y. (V obecné relaci počty

”
přǐrazených“ dvojic neomezu-

jeme. . . )

Na druhou stranu si všimněte, že definičńı obor i obor hodnot jsou součást́ı definice konkrétńı
funkce, neboli např́ıklad v ukázce je oborem hodnot B = {a, b, c, d}, přestože samotné c neńı
hodnotou pro žádný vstup.

Značenı́: Mı́sto (x, y) ∈ f ṕı̌seme obvykle f(x) = y. Zápis f : A → B ř́ıká, že f je
funkce s definičńım oborem A a oborem hodnot B. Funkćım se také ř́ıká zobrazeńı.

Komentář: Př́ıklady funkćı jsou třeba následuj́ıćı.

∗ Definujeme funkci f : N→ N předpisem f(x) = x+ 8. Pak f = {(x, x+ 8) | x ∈ N}.
∗ Definujeme funkci plus : N×N→ N předpisem plus(i, j) = i+ j.

Pak plus = {(i, j, i + j) | i, j ∈ N}.

Definice: Pokud naši Definici 4.2 uprav́ıme tak, že požadujeme pro každé x ∈ A nejvýše
jedno y ∈ B takové, že (x, y) ∈ f , obdrž́ıme definici parciálńı funkce z A do B.

Komentář:

V parciálńı funkci f nemuśı být pro některé
”
vstupńı“ hodnoty x funkčńı hodnota definována

(viz např́ıklad f(2) v uvedeném obrázku).

Pro nedefinovanou hodnotu použ́ıváme znak ⊥.
Komentář: Následuje několik př́ıklad̊u parciálńıch funkćı.
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∗ Definujeme parciálńı funkci f : Z→ N předpisem

f(x) =

{
3 + x jestliže x ≥ 0,
⊥ jinak.

Tj. f = {(x, 3 + x) | x ∈ N}.
∗ Také funkce f : R→ R daná běžným analytickým předpisem f(x) = log x je jen parci-

álńı – neńı definována pro x ≤ 0.

∗ Co je relace, přǐrazuj́ıćı lidem v ČR jejich (česká) rodná č́ısla?

4.2 Reprezentace konečných relaćı

Oblast́ı, kde informatici nejčastěji potkaj́ı obecné relace, je bezesporu ukládáńı dat. To
proto, že shromažd’ovaná data, stejně jako relace, předevš́ım sleduj́ı vztahy mezi objekty.
Na druhou stranu je relačńı databáze zcela obecnou ukázkou reprezentace jakékoliv relace,
kterou si ilustrujeme př́ıkladem.

Př́ıklad 4.3. Tabulka relačńı databáze prezentuje obecnou relaci.

Definujme následuj́ıćı množiny (
”
elementárńı typy“)

∗ ZNAK = {a, · · · , z, A, · · · , Z,mezera},
∗ CISLICE = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Dále definujeme tyto množiny (

”
odvozené typy“)

∗ JMENO = ZNAK15, PRIJMENI = ZNAK20, VEK = CISLICE3,

∗ ZAMESTNANEC
”
∈“ JMENO× PRIJMENI ×VEK.

Relaci
”
typu“ ZAMESTNANEC pak lze reprezentovat tabulkou:

JMENO PRIJMENI VEK
Jan Novák 42
Petr Vichr 28
Pavel Źıma 26
Stanislav Novotný 52

✷

Reprezentace binárńıch relaćı na množině

Jistě čtenáři uznaj́ı, že zadáńı relace výčtem jej́ıch složek neńı pro člověka (na rozd́ıl od
poč́ıtače) t́ım nejpř́ıjemněǰśım zp̊usobem. Je tedy přirozené se ptát, jak co nejnázorněji
takovou relaci, alespoň v jej́ı nejčastěǰśı binárńı podobě, ukázat.

Značenı́: Binárńı relaci R ⊆ M ×M lze jednoznačně znázornit jej́ım grafem:

• Prvky M znázorńıme jako body v rovině.

• Prvek (a, b) ∈ R znázorńıme jako orientovanou hranu (
”
šipku“) z a do b. Je-li a = b,

pak je touto hranou
”
smyčka“ na a.
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Komentář: Např́ıklad mějme M = {a, b, c, d, e, f} a R = {(a, a), (a, b), (b, c), (b, d),
(b, e), (b, f), (d, c), (e, c), (f, c), (e, d), (e, f), (f, b)}, pak:

s s

s

s

ss

a
b

c

d

e
f

Pozor, nejedná se o
”
grafy funkćı“ známé třeba z matematické analýzy.

V př́ıpadě, že M je nekonečná nebo
”
velká“, může být reprezentace R jej́ım grafem

nepraktická (zálež́ı také na mı́̌re
”
pravidelnosti“ R).

Značenı́: Binárńı relaci R ⊆ M ×M lze jednoznačně zapsat také pomoćı matice relace
– matice A typu M ×M s hodnotami z {0, 1}, kde ai,j = 1 právě když (i, j) ∈ R.

Komentář:

s s

s

s

ss

a
b

c

d

e
f

→

a
b
c
d
e
f











1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0











= A

4.3 Vlastnosti binárńıch relaćı

Pro začátek daľśıho matematického výkladu relaćı si výčtem a doprovodnými schemat-
ickými obrázky uvedeme pět základńıch vlastnost́ı binárńıch relaćı na stejné množině,
které nás typicky v matematické teorii zaj́ımaj́ı. Je třeba si uvědomit, že se budeme
zabývat velmi speciálńım př́ıpadem, nebot’ uvedené vlastnosti dávaj́ı dobrý smysl pouze
pro uspořádané dvojice na téže množině, ale na druhou stranu se jedná o užitečný
speciálńı př́ıpad.

Definice 4.4. Necht’ R ⊆M ×M . Binárńı relace R je

• reflexivńı, právě když pro každé a ∈M plat́ı (a, a) ∈ R;

s s

• ireflexivńı, právě když pro každé a ∈M plat́ı (a, a) 6∈ R;

s sX X

• symetrická, právě když pro každé a, b ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b) ∈ R, pak také
(b, a) ∈ R;

s sa b
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• antisymetrická, právě když pro každé a, b ∈M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, a) ∈ R, pak
a = b;

s s
X

a b

• tranzitivńı, právě když pro každé a, b, c ∈ M plat́ı, že jestliže (a, b), (b, c) ∈ R, pak
také (a, c) ∈ R.

s s s
a b c

Následuj́ı dva základńı typy binárńıch relaćı; kde R je

• relace ekvivalence, právě když je R reflexivńı, symetrická a tranzitivńı;

• částečné uspořádáńı, právě když je R reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı (často
ř́ıkáme jen uspořádáńı).

Komentář: Pozor, může být relace symetrická i antisymetrická zároveň? Ano!
Vezměte si relaci R = {(x, x) | x ∈ M}, která obě jmenované vlastnosti splňuje. Proto

pokud jste třeba dotázáni, zda relace je symetrická, nestač́ı se v odpovědi odvolávat na fakt,
že je antisymetrická(!), nebot’ tyto vlastnosti se nevylučuj́ı.

s s s

Př́ıklad 4.5. Několik př́ıklad̊u relaćı definovaných v přirozeném jazyce.

Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně relace R ⊆
M ×M definované takto

∗ (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo;

∗ (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y (dejme tomu na celé mm);

∗ (x, y) ∈ R právě když výška x a y se nelǐśı v́ıce jak o 2 mm;

∗ (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;

∗ (x, y) ∈ R právě když x má jinou výšku než y (dejme tomu na celé mm);

∗ (x, y) ∈ R právě když x je zamilován(a) do y.

Zamyslete se podrobně, které z definovaných vlastnost́ı tyto jednotlivé relace maj́ı. Které
z nich tedy jsou ekvivalenćı nebo uspořádáńım? ✷

Př́ıklad 4.6. Jaké vlastnosti maj́ı následuj́ıćı relace?

∗ Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x děĺı y. (Částečné uspořádáńı,
ale ne každá dvě č́ısla jsou porovnatelná.)

∗ Bud’ R ⊆ N×N definovaná takto (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejný zbytek po
děleńı č́ıslem 5. (Ekvivalence.)

∗ Necht’ F = {f | f : N → N} je množina funkćı. Bud’ R ⊆ F × F definovaná
takto (f, g) ∈ R právě když f(x) < g(x) pro všechna x. (Ireflexivńı, antisymetrická a
tranzitivńı, ale ne reflexivńı – striktně řečeno neńı uspořádáńım.) ✷

32



Komentář: Co v př́ıpadě, že naše relace některou z poptávaných vlastnost́ı nemá, ale nám
by se ta vlastnost hodila? To řeš́ı tzv. uzávěry relaćı:

• Reflexivńı uzávěr jednoduše přidá do relace všechny dvojice (x, x) nad nosnou množinou.

• Symetrický uzávěr zahrne do relace všechny obrácené dvojice k existuj́ıćım dvojićım,
neboli všechna chyb́ıćı (x, y) pokud (y, x) ∈ R.

• Tranzitivńı uzávěr nelze popsat až tak jednoduše, ale stručně řečeno přidává do relace
všechny ty dvojice (x, y), pro které se lze (v grafu relace) dostat z x do y

”
po šipečkách“.

Formálně se této problematice uzávěr̊u relaćı bude věnovat Odd́ıl 6.4.

4.4 Inverzńı relace a skládáńı relaćı

Ve výkladu se nyńı vrát́ıme k obecnému pojet́ı relaćı mezi (třeba r̊uznými) množinami.
K použitelné práci s relacemi v aplikaćıch se dostaneme, pokud budeme umět relace
správně

”
převracet“ a

”
skládat“. To nám umožńı následuj́ıćı definice.

Definice: Necht’ R ⊆ A× B je binárńı relace mezi A a B. Inverzńı relace k relaci R se
znač́ı R−1 a je definována takto:

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}

R:
s

s

s

s

s
A B

R−1:
s

s

s

s

s
A B

R−1 je tedy relace mezi B a A.

Následuje kĺıčová definice, pro jejiž bližš́ı ilustraci odkazujeme také na Př́ıklad 4.8.

Definice 4.7. Složeńı (kompozice) relaćı R a S.
Necht’ R ⊆ A×B a S ⊆ B×C jsou binárńı relace. Složeńı relaćı R a S (v tomto pořad́ı!)
je relace S ◦R ⊆ A× C definovaná takto:

S ◦R = {(a, c) | existuje b ∈ B takové, že (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}

R:
s

s

s

s

s

s

s

s

s

A B C

:S S ◦R:
s

s

s

s

s

s
A C

Složeńı relaćı čteme
”
R složeno s S“ nebo (pozor na pořad́ı!)

”
S po R“.

Komentář: Několik matematických př́ıklad̊u skládáńı relaćı následuje zde.

∗ Je-li
– A = {a, b}, B = {1, 2}, C = {X,Y },
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– R = {(a, 1), (b, 1), (b, 2)}, S = {(1,X)},
pak složeńım vznikne relace

– S ◦R = {(a,X), (b,X)}.
∗ Složeńım funkćı h(x) = x2 a f(x) = x+ 1 na R vznikne funkce

(f ◦ h) (x) = f(h(x)) = x2 + 1.

∗ Složeńım těchže funkćı
”
naopak“ ale vznikne funkce (h ◦ f) (x) = h(f(x)) = (x+ 1)2.

Poznámka : Nepř́ıjemné je, že v některých oblastech matematiky (např́ıklad v algebře při skládáńı
zobrazeńı) se setkáme s právě opačným zápisem skládáńı, kdy se mı́sto S ◦ R ṕı̌se R · S nebo
jen RS. Proto je si vždy dobré slovně ujasnit, které pořad́ı skládaných relaćı máme na mysli.
My zde zásadně budeme použ́ıvat pořad́ı S ◦R.

4.5 Skládáńı relaćı
”
v praxi“

Pod́ıvejme se nyńı, jak se skládáńı relaćı přirozeně objevuje v práci s relačńımi
databázemi. (Dá se zjednodušeně ř́ıci, že právě v operátoru skládáńı tabulkových relaćı
tkv́ı hlavńı smysl relačńıch databáźı. . . )

Př́ıklad 4.8. Skládáńı v relačńı databázi student̊u, jejich předmět̊u a fakult.

Mějme dvě binárńı relace – jednu R přǐrazuj́ıćı student̊um MU kódy jejich zapsaných
předmět̊u, druhou S přǐrazuj́ıćı kódy předmět̊u jejich mateřským fakultám. Malý výsek
z těchto relaćı může v tabulkové reprezentaci vypadat třeba následovně.

R :

student (učo) předmět (kód)
121334 MA010
133935 M4135
133935 IA102
155878 M1050
155878 IB000

S :

předmět (kód) fakulta MU
MA010 FI
IB000 FI
IA102 FI
M1050 PřF
M4135 PřF

Jak z těchto
”
tabulkových“ relaćı zjist́ıme, kteř́ı studenti maj́ı zapsané předměty na

kterých fakultách (třeba na FI)?
Jedná se jednoduše o složeńı relaćı S ◦ R. V našem př́ıkladě tabulkové reprezentace

vyjde výsledek:

S ◦R :

student (učo) fakulta MU
121334 FI
133935 FI
133935 PřF
155878 FI
155878 PřF

✷
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Zobecněné skládáńı relaćı

V praktických použit́ıch relačńıch tabulek povětšinou nevystač́ıme jen s binárńımi
relacemi, takže je přirozené se ptát, jestli lze podobně skládat i v́ıce-árńı relace. Odpověd’

je snadná – lze to a ani nepotřebujeme novou definici, vystač́ıme s tou, kterou už máme
výše uvedenou.

Definice: (skládáńı relaćı vyšš́ı arity):

Mějme relace T ⊆ K1 × K2 × · · · × Kk a U ⊆ L1 × L2 × · · · × Lℓ, přičemž pro nějaké
m < min(k, ℓ) plat́ı L1 = Kk−m+1, L2 = Kk−m+2, . . . , Lm = Kk. Pak relaci T lze složit s
relaćı U na zvolených m složkách L1, . . . , Lm (

”
překryt́ı“) s použit́ım Definice 4.7 takto:

∗ Položme A = K1 × · · · ×Kk−m, B = L1 × · · · × Lm a C = Lm+1 × · · · × Lℓ.

∗ Př́ıslušné relace pak jsou R = {(~a,~b) ∈ A × B | (a1, . . . ak−m, b1, . . . bm) ∈ T} a

S = {(~b,~c) ∈ B × C | (b1, . . . bm, cm+1, . . . cℓ) ∈ U}.
∗ Nakonec přirozeně položme U ◦m T ≃ S ◦R, takže vyjde

U◦mT =
{
(~a,~c) | ex. ~b ∈ B, že (a1, . . . ak−m, b1, . . . bm) ∈ T a (b1, . . . bm, cm+1, . . . cℓ) ∈ U

}
.

Schematicky pro snažš́ı orientaci ve složkách našich relaćı:

T ⊆ K1 × · · · ×Kk−m× Kk−m+1 × · · · ×Kk

U ⊆ L1 × · · · × Lm ×Lm+1 × · · · × Lℓ

U ◦m T ⊆ K1 × · · · ×Kk−m
︸ ︷︷ ︸

A

×
︸ ︷︷ ︸

B

×Lm+1 × · · · × Lℓ
︸ ︷︷ ︸

C

Opět je nejjednodušš́ı si koncept skládáńı v́ıcečetných relaćı ilustrovat př́ıkladem.

Př́ıklad 4.9. Skládáńı v relačńı databázi pasažér̊u a let̊u u leteckých společnost́ı.

Pod́ıvejme se na př́ıklad hypotetické rezervace let̊u pro cestuj́ıćı, relace T . Jak známo
(tzv. codeshare), letecké společnosti si mezi sebou

”
děĺı“ mı́sta v letadlech, takže r̊uzné

lety (podle kód̊u) jsou ve skutečnosti realizovány stejným letadlem jedné ze společnost́ı.
To zase ukazuje relace U .

T :

pasažér datum let
Petr 5.11. OK535
Pavel 6.11. OK535
Jan 5.11. AF2378
Josef 5.11. DL5457
Alena 6.11. AF2378

U :

datum let letadlo

5.11. OK535 ČSA
5.11. AF2378 ČSA
5.11. DL5457 ČSA
6.11. OK535 AirFrance
6.11. AF2378 AirFrance

Ptáme-li se nyńı, setkaj́ı se Petr a Josef na palubě stejného letadla? Př́ıpadně, č́ı letadlo
to bude? Odpovědi nám dá složeńı relaćı U ◦2 T , jak je posáno výše.

U ◦2 T :

pasažér letadlo

Petr ČSA
Josef ČSA
Pavel AirFrance
. . . . . .
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Zkuste se zamyslet, lze tyto dvě relace skládat ještě jinak? Co by pak bylo významem?
✷

Navazuj́ıćı studium

Mějte na paměti, že na pojmech množin, relaćı a funkćı jsou vystavěny prakticky všechny
skutečné datové struktury použ́ıvané v dnešńı informatice. Explicitně toto m̊užete vidět na
relačńıch databáźıch, ale i na mnoha jiných implicitńıch výskytech. Mnohem v́ıce si nejprve
o relaćıch a poté speciálně o funkćıch vysvětĺıme v daľśıch dvou lekćıch. Daľśım d̊uležitým
matematickým datovým typem odvozeným z binárńıch relaćı jsou pak grafy prob́ırané od
Lekce 7.
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5 Ekvivalence, Uspořádané množiny

Úvod
V této lekci pokračujeme rozeb́ıráńım relaćı na množinách jako nástroj̊u vyjadřuj́ıćıch

vztahy mezi objekty. Zaměř́ıme se přitom pouze na relace binárńı, které nějakým zp̊usobem
srovnávaj́ı objekty podle jejich vlastnost́ı (obvykle ve smyslu

”
stejný jako“ nebo

”
lepš́ı/větš́ı

než“). Takto vágně opsané binárńı relace mı́vaj́ı jasné společné znaky, které se pak objevuj́ı
ve zde uvedených formálńıch definićıch relace ekvivalence a uspořádáńı.

Co se týče ekvivalenćı, lze si je neformálně představit jako rozděleńı prvk̊u nosné množiny
na

”
hromádky“, přičemž prvky každé jednotlivé hromádky jsou si navzájem v jistém smyslu

stejné. Naopak uspořádáńı nám již podle svého názvu udává srovnáńı prvk̊u nosné množiny,
neboli které prvky si

”
stoj́ı lépe“ než jiné.

Cı́le
Definujeme relace ekvivalence a uspořádáńı a mnohé daľśı pojmy k nim se vztahuj́ıćı,

např́ıklad rozklady a Hasseovy diagramy. Studuj́ıćı by měli porozumět matematické prob-
lematice rozklad̊u množin a uspořádaných množin a naučit se je správně použ́ıvat.

5.1 Relace ekvivalence

Nyńı se hlouběji pod́ıvejme na prvńı specifický typ binárńı relace zmı́něný výše: Podle
Definice 4.4 je relace R ⊆ M ×M ekvivalence právě když R je reflexivńı, symetrická a
tranzitivńı. Tyto tři vlastnosti tedy muśı být splněny a ověřeny k d̊ukazu toho, že daná
relace R je ekvivalence.

Komentář: Jak vypadá graf relace ekvivalence? Poměrně př́ıznačně, jak nám ukazuje
následuj́ıćı obrázek (všimněte si absence šipek, která je dána symetríı relace).

Neformálně řečeno; ekvivalence je relace R ⊆M ×M , taková, že (x, y) ∈ R právě když x a
y jsou v nějakém smyslu

”
stejné“.

Značenı́. V př́ıpadě relace ekvivalence se někdy lze setkat s pojmenováńım jako ∼ či ≈
mı́sto R. Mı́sto (x, y) ∈ R se pak ṕı̌se x ≈ y.

Př́ıklad 5.1. Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně
relace R ⊆M ×M definované následovně a zkoumejme, zda se jedná o ekvivalence:

∗ (x, y) ∈ R právě když x má stejnou výšku jako y;

∗ (x, y) ∈ R právě když x má stejnou barvu vlas̊u jako y;

∗ (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku a stejnou barvu vlas̊u;

∗ (x, y) ∈ R právě když x, y maj́ı stejnou výšku nebo stejnou barvu vlas̊u.
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U kterého body se nejedná o relaci ekvivalence a proč? Je to posledńı př́ıpad, kdy neńı
splněna tranzitivita. ✷

Uvedený př́ıklad ukazuje na náaleduj́ıćı univerzálńı poznatek, který může platit
(a taky plat́ı) pouze pro pr̊unik a nikoliv pro sjednoceńı.

Tvrzeńı 5.2. Necht’ R, S jsou dvě relace ekvivalence na stejné množině M . Pak jejich
pr̊unik R ∩ S je opět relaćı ekvivalence.

Důkaz (náznak): Jelikož reflexivita a symetrie je zřejmá, stač́ı snadno ověřit platnost
tranzitivity na R∩S. Necht’ (a, b), (b, c) ∈ R∩S, pak podle tranzitivity každé samostatné
z R, S plyne (a, c) ∈ R a zároveň (a, c) ∈ S. ✷

Př́ıklad 5.3. Necht’ R ⊆ N×N je binárńı relace definovaná takto: (x, y) ∈ R právě
když |x− y| je dělitelné třemi.

V jakém smyslu jsou zde x a y
”
stejné“? Dávaj́ı stejný zbytek po děleńı třemi. ✷

Př́ıklad 5.4. Bud’ R binárńı relace mezi všemi studenty na přednášce FI: IB000
definovaná takto: (x, y) ∈ R právě když x i y sed́ı v prvńı lavici.

Už na prvńı pohled jde o relaci symetrickou a tranzitivńı. Proč se v tomto př́ıpadě nejedná
o relaci ekvivalence? Protože neńı reflexivńı pro studenty sed́ıćı v daľśıch lavićıch. (Takže
si dávejte dobrý pozor na správné pochopeńı definic.) ✷

5.2 Rozklady a jejich vztah k ekvivalenćım

Náplńı následuj́ıćı části výkladu je ukázat jiný přirozený pohled na ekvivalence. Tento
nový pohled nám matematicky formalizuje představu ekvivalence jako rozděleńı prvk̊u
nosné množiny M na

”
hromádky“, přičemž prvky každé jednotlivé hromádky jsou si

navzájem v jistém smyslu
”
stejné“.

Definice 5.5. Rozklad množiny. Necht’ M je množina.
Rozklad (na) M je množina podmnožin N ⊆ 2M splňuj́ıćı následuj́ıćı tři podmı́nky:

– ∅ 6∈ N (tj. každý prvek N je neprázdná podmnožina M);

– pokud A,B ∈ N , pak bud’ A = B nebo A ∩ B = ∅;
–
⋃

A∈N A =M .

Prvk̊um N se také ř́ıká tř́ıdy rozkladu.

Komentář:

∗ Bud’ M = {a, b, c, d}. Pak N = {{a}, {b, c}, {d}} je rozklad na M .

∗ Necht’ A0 = {k ∈ N | k mod 3 = 0}, A1 = {k ∈ N | k mod 3 = 1}, A2 = {k ∈
N | k mod 3 = 2}. Pak N = {A0, A1, A2} je rozklad všech přirozených č́ısel N podle
zbytkových tř́ıd.

Každý rozklad N na M jednoznačně určuje jistou ekvivalenci RN na M :

Věta 5.6. Necht’ M je množina a N rozklad na M . Necht’ RN ⊆ M ×M je relace na
M definovaná takto

(x, y) ∈ RN právě když existuje A ∈ N taková, že x, y ∈ A.
Pak RN je ekvivalence na M .
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Důkaz: Dokážeme, že RN je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı (Definice 4.4).

• Reflexivita: Bud’ x ∈M libovolné. Jelikož N je rozklad na M , muśı existovat A ∈ N
takové, že x ∈ A (jinak spor se třet́ı podmı́nkou z Definice 5.5). Proto (x, x) ∈ RN ,
tedy RN je reflexivńı.

• Symetrie: Necht’ (x, y) ∈ RN . Podle definice RN pak existuje A ∈ N taková, že x, y ∈
A. To ale znamená, že také (y, x) ∈ RN podle definice RN , tedy RN je symetrická.

• Tranzitivita: Necht’ (x, y), (y, z) ∈ RN . Podle definice RN existuj́ı A,B ∈ N takové,
že x, y ∈ A a y, z ∈ B. Jelikož A ∩ B 6= ∅, podle druhé podmı́nky z Definice 5.5 plat́ı
A = B. Tedy x, z ∈ A = B, proto (x, z) ∈ RN podle definice RN . ✷

Každá ekvivalence R na M naopak jednoznačně určuje jistý rozklad M/R na M :

Věta 5.7. Necht’ M je množina a R ekvivalence na M . Pro každé x ∈ M definujeme
množinu

[x] = {y ∈M | (x, y) ∈ R} .
Pak {[x] | x ∈M} je rozklad na M , který znač́ıme M/R a čteme

”
rozklad M podle R“.

M
[a]

[c] [d]

[b] [e]
[f ]

[h]

[g]

Důkaz: Dokážeme, že M/R splňuje podmı́nky Definice 5.5.

• Pro každé [x] ∈M/R plat́ı [x] 6= ∅, nebot’ x ∈ [x].

• Necht’ [x], [y] ∈M/R. Ukážeme, že pokud [x] ∩ [y] 6= ∅, pak [x] = [y].

Jestliže [x]∩ [y] 6= ∅, existuje z ∈M takové, že z ∈ [x] a z ∈ [y]. Podle definice [x] a [y]
to znamená, že (x, z), (y, z) ∈ R. Jelikož R je symetrická a (y, z) ∈ R, plat́ı (z, y) ∈ R.
Jelikož (x, z), (z, y) ∈ R a R je tranzitivńı, plat́ı (x, y) ∈ R. Proto také (y, x) ∈ R
(opět ze symetrie R). Nyńı dokážeme, že [y] = [x]:

∗
”
[x] ⊆ [y]“: Necht’ v ∈ [x]. Pak (x, v) ∈ R podle definice [x]. Dále (y, x) ∈ R (viz výše),
tedy (y, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [y] znamená, že v ∈ [y].

∗
”
[y] ⊆ [x]“: Necht’ v ∈ [y]. Pak (y, v) ∈ R podle definice [y]. Dále (x, y) ∈ R (viz výše),
tedy (x, v) ∈ R nebot’ R je tranzitivńı. To podle definice [x] znamená, že v ∈ [x].

• Plat́ı
⋃

[x]∈M/R[x] =M , nebot’ x ∈ [x] pro každé x ∈ M . ✷

5.3 Uspořádáńı a uspořádané množiny

Přirozený vágńı pojem porovnáńı/uspořádáńı objekt̊u má také svou přesnou matemat-
ickou definici: Podle Definice 4.4 je relace R ⊆M×M (částečné) uspořádáńı právě když
R je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı. Tyto tři vlastnosti tedy muśı být splněny a
ověřeny k d̊ukazu toho, že daná relace R je uspořádáńım.
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Komentář: Neformálně řečeno: uspořádáńı je taková relace R ⊆ M ×M , kde (x, y) ∈ R
právě když x je v nějakém smyslu

”
menš́ı nebo rovno“ než y. Mohou ovšem existovat taková

x, y ∈M , kde neplat́ı (x, y) ∈ R ani (y, x) ∈ R. (Pak ř́ıkáme, že x a y jsou nesrovnatelné.)
Jak názorně zobrazit (částečné) uspořádáńı? Př́ıklad zjednodušeného zakresleńı (jsou

vynechány šipky vyplývaj́ıćı z reflexivity a tranzitivity, viz Odd́ıl 5.4) je zde:

Všimněte si, že je někdy zvykem
”
větš́ı“ prvky kreslit nad ty

”
menš́ı“.

Značenı́. Pro větš́ı přehlednost se relace uspořádáńı často znač́ı symboly jako ⊑ či �
mı́sto prostého R. I my tak často budeme psát třeba x � y mı́sto (x, y) ∈ R.
Poznámka : Zajisté jste se již neformálně setkali s

”
neostrým“ uspořádáńım č́ısel ≤ a

”
ostrým“

uspořádáńım < . Všimněte si dobře, že námi definované uspořádáńı je vždy
”
neostré“. Pokud

byste naopak chtěli definovat
”
ostré“ uspořádáńı, mělo by vlastnosti ireflexivńı, antisymetrické a

tranzitivńı. (Př́ılǐs se však tato varianta nepouž́ıvá.) Nadále budeme pracovat pouze s neostrým
uspořádáńım, ale smyčky vyplývaj́ıćı z reflexivity a př́ıpadně i tranzitivity budeme pro větš́ı
přehlednost v obrázćıch vynechávat.

Uspořádaná množina

Matematicky d̊uležitěǰśım pojmem než samotná relace uspořádáńı je uspořádaná
množina, neboli soubor prvk̊u s pevně zvoleným uspořádáńım na nich.

Definice 5.8. Uspořádaná množina je dvojice (M,�),
kde M je množina a � je (částečné) uspořádáńı na M .

Definice: Uspořádáńı � na M je lineárńı (nebo také úplné), pokud každé dva prvky M
jsou v � srovnatelné.

Př́ıklady uspořádaných množin

Př́ıklad 5.9. Necht’ M je množina všech student̊u 1. ročńıku FI. Uvažme postupně
relace uspořádáńı R ⊆ M ×M definované následovně (jedná se vždy o uspořádáńı?):

∗ (x, y) ∈ R právě když x má alespoň takovou výšku jako y;

∗ (x, y) ∈ R právě když y má alespoň takovou výšku jako x;

∗ (x, y) ∈ R právě když x a y maj́ı stejné rodné č́ıslo.

Ano, i v posledńım bodě se jedná o uspořádáńı! (Dobře si promyslete, proč. Které dvojice
jsou v̊ubec porovnatelné?) ✷

Př́ıklad 5.10. Daľśı ukázky uspořádaných množin následuj́ı zde:
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∗ (N,≤) je lineárně uspořádaná množina, kde ≤ má
”
obvyklý“ význam.

∗ (N, | ), kde a|b je relace dělitelnosti
”
a děĺı b“ na přirozených č́ıslech, je uspořádaná

množina. Toto uspořádáńı neńı lineárńı.

∗ Bud’ M množina. Pak (2M ,⊆) je uspořádaná množina (ř́ıkáme inkluźı). Které dvojice
jsou v uspořádáńı inkluźı nesrovnatelné?

✷

Komentář: Zamyslete se také, jak vypadá relace dělitelnosti na celých (tj. i záporných)
č́ıslech. Proč se už nejedná o uspořádáńı? Bĺıže viz konec Odd́ılu 5.4.

Užitečnou dovednost́ı je umět popsat uspořádáńı
”
větš́ı množiny“ pomoćı

”
malých“

složek. Neformálně lze toto uvést následuj́ıćımi př́ıklady:

Př́ıklad 5.11. Uspořádáńı
”
po složkách“.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspořádané množiny. Definujme binárńı relaci ⊑ na
A×B předpisem

(a, b) ⊑ (a′, b′) právě když a ≤A a
′ a b ≤B b′.

Pak (A× B,⊑) je uspořádaná množina. Toto uspořádáńı se nazývá
”
po složkách“. ✷

Př́ıklad 5.12. Lexikografické uspořádáńı.

Necht’ (A,≤A) a (B,≤B) jsou uspořádané množiny. Definujme binárńı relaci � na
A×B předpisem

(a, b) � (a′, b′) právě když bud’ a ≤A a
′ a a 6= a′, nebo a = a′ a b ≤B b′.

Pak (A×B,�) je uspořádaná množina. Nav́ıc pokud ≤A i ≤B jsou lineárńı, je i � lineárńı.
Toto uspořádáńı se nazývá lexikografické. ✷

Fakt: Jsou-li (A1,≤1), · · · , (An,≤n) uspořádané množiny, kde n ≥ 2, pak množinu
A1 × · · · × An lze uspořádat třeba po složkách nebo lexikograficky.

Všimněte si, že lexikograficky se např́ıklad řad́ı slova ve slovńıku. . .

5.4 Daľśı pojmy uspořádaných množin

K tématu uspořádaných množin se vztahuje množstv́ı drobných pojmů, které potkáte v
r̊uzných oblastech matematiky i informatiky.

Definice 5.13. Necht’ (M,�) je uspořádaná množina.

• x ∈ M je minimálńı právě když pro každé y ∈M plat́ı, že jestliže y � x, pak x � y.
(Tj. x je minimálńı právě když neexistuje žádný prvek ostře menš́ı než x.)

s

sX

x
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• x ∈ M je maximálńı právě když pro každé y ∈M plat́ı, že jestliže x � y, pak y � x.
(Tj. x je maximálńı právě když neexistuje žádný prvek ostře větš́ı než x.)

• x ∈ M je nejmenš́ı právě když pro každé y ∈M plat́ı, že x � y.

s s s

s

x

• x ∈ M je nejvěťśı právě když pro každé y ∈M plat́ı, že y � x.

• x ∈ M pokrývá y ∈M právě když x 6= y, y � x a neexistuje žádné z ∈M takové, že
x 6= z 6= y a y � z � x.

s

s

s
x

y

X

• x ∈ M je dolńı závora (mez) množiny A ⊆M právě když x � y pro každé y ∈ A.

s

x

y ∈ A

• x ∈ M je horńı závora (mez) množiny A ⊆M právě když y � x pro každé y ∈ A.
• x ∈ M je infimum množiny A ⊆ M právě když x je největš́ı dolńı závora množiny A.

s

A

• x ∈ M je supremum množiny A ⊆ M , právě když x je nejmenš́ı horńı závora
množiny A.

• A ⊆M je řetězec v uspořádáńı � právě když (A,�) je lineárně uspořádaná množina.

s

s

s

s

Komentář: Tuto dlouhou definici se sluš́ı poněkud neformálně okomentovat. Za prvé, s
pojmy nejmenš́ıho a největš́ıho prvku jste se už intuitivně setkali mnohokrát, ale (matem-
aticky slabš́ı) pojmy minimálńıho a maximálńıho p̊usob́ı někdy problémy. Zapamatujte si
proto dobře, že minimálńıch prvk̊u může mı́t množina několik, jsou to prostě všechny ty
“vespod”, ale nejmenš́ı prvek existuje nejvýše jeden a je to pouze ten unikátńı minimálńı
prvek množiny. Stejně pro maximálńı. . .

Daľśı poznámka se vztahuje k infimu a supremu množiny. Jak jsme napsali (a asi totéž
znáte z matematické analýzy), množina nemuśı mı́t nejmenš́ı ani největš́ı prvek, ale v mnoha
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př́ıpadech je lze “nahradit” po řadě infimem a supremem, které hraj́ı v jistých ohledech
podobnou roli. Avšak ani supremum a infimum nemuśı vždy existovat.

Dejte si pozor; některé uvedené definice maj́ı dosti
”
netriviálńı chováńı“ na nekonečných

množinách. Proto je budeme obvykle uvažovat jen nad konečnými množinami.

Př́ıklad 5.14. Proč má každá uspořádaná množina nejvýše jeden největš́ı prvek?

Tvrzeńı dokážeme sporem: Necht’ m i n jsou největš́ı prvky uspořádané množiny
(M,�). Pak podle Definice 5.13 plat́ı n � m i m � n zároveň. Ovšem jelikož uspořádáńı
muśı být antisymetrické, pak plat́ı m = n a největš́ı prvek je jen jeden. ✷

Hasseovské diagramy

Motivaćı zavedeńı tzv. Hasseovských diagramů uspořádaných množin jsou přehledněǰśı

”
obrázky“ než u graf̊u relaćı. Např́ıklad si srovnejte následuj́ıćı ukázky:

Zjednodušeńı a konvence přinesené následuj́ıćı definićı jsme ostatně měli možnost vidět
už na některých z předchoźıch ilustračńıch obrázk̊u uspořádáńı.

Definice: Hasseovský diagram konečné uspořádané množiny (M,�) je jeho (jed-
noznačné) grafické znázorněńı źıskané takto:

∗ Do prvńı
”
horizontálńı vrstvy“ zakresĺıme body odpov́ıdaj́ıćı mininálńım prvk̊um

(M,�). (Tj. které nepokrývaj́ı nic. Pojem pokrýváńı prvku najdete v Definici 5.13.)

∗ Máme-li již zakreslenu vrstvu i, pak do vrstvy i + 1 (která je
”
nad“ vrstvou i) za-

kresĺıme všechny nezakreslené prvky, které pokrývaj́ı pouze prvky vrstev ≤ i. Pokud
prvek x vrstvy i+1 pokrývá prvek y vrstvy ≤ i, spoj́ıme x a y neorientovanou hranou
(tj.

”
čárou“).

Př́ıklad 5.15. Relaci inkluze na čtyřprvkové množině {a, b, c, d} zakresĺıme Has-
seovským diagramem takto:

✷

Komentář: Jak vid́ıme, v Hasseovském diagramu
”
vynecháváme“ ty hrany relace �, které

vyplývaj́ı z reflexivity či tranzitivity. To celý obrázek výrazně zpřehledńı, a přitom nedocháźı
ke ztrátě informace. Lze vynechat i šipky na hranách, nebot’ dle definice všechny mı́̌ŕı

”
vzh̊uru“. Také pojem

”
vrstvy“ v definici je jen velmi neformálńı, d̊uležité je, že větš́ı

(pokrývaj́ıćı) prvky jsou nad menš́ımi (pokrývanými).
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5.5 Relace předuspořádáńı

Mimo uspořádáńı chápaných striktně antisymetricky se v praxi často setkáme s
”
sko-

rouspořádáńımi“, ve kterých některé očividně r̊uzné prvky stoj́ı na stejné úrovni naš́ı pref-
erence. Jak třeba uspořádáte r̊uzné poč́ıtače podle výkonu nebo studenty podle známek
A–E? To matematicky podchyt́ı následuj́ıćı pojem.

Definice: Relace R ⊆ M × M je předuspořádáńı (také kvaziuspořádáńı, nebo
polouspořádáńı) právě když R je reflexivńı a tranzitivńı.

Komentář: Rozd́ıl mezi uspořádáńım a předuspořádáńım je (neformálně řečeno!) v tom, že
u předuspořádáńı srovnáváme prvky podle kritéria, které neńı pro daný prvek jedinečné.
V předuspořádáńı takto mohou vznikat

”
baĺıky“ (tř́ıdy) se stejnou hodnotou kritéria, což

schematicky ilustrujeme na následuj́ıćım obrázku.

s

s

s

s

s

s s

s s

s

Důležitým poznatkem je, že předuspořádáńı se
”
až tak moc“ nelǐśı od dř́ıvěǰśıho

uspořádáńı – přirozeně totiž odvod́ıme následuj́ıćı:

Věta 5.16. Je-li ⊑ předuspořádáńı na M , m̊užeme definovat relaci ∼ na M předpisem

x ∼ y právě když x ⊑ y a y ⊑ x.

Pak ∼ je ekvivalence na M , která se nazývá jádro předuspořádáńı ⊑.
Na rozkladu M/ ∼ pak lze zavést relaci � definovanou takto

[x] � [y] právě když x ⊑ y.

Pak (M/ ∼, �) je uspořádaná množina indukovaná ⊑.
Komentář: Pro ukázku si vezměme relaci dělitelnosti na Z. Pak třeba −2 ∼ 2. Jádrem zde
jsou dvojice č́ısel stejné absolutńı hodnoty.

Důkaz (náznak): Tranzitivita a reflexivita relace ∼ vyplývá z tranzitivity a reflexivity
relace ⊑. Symetrie ∼ pak je př́ımým d̊usledkem jej́ı definice. Tud́ıž ∼ skutečně je relaćı
ekvivalence a M/ ∼ je platný rozklad nosné množiny.

Tranzitivita a reflexivita relace � se opět děd́ı z relace ⊑. Jej́ı antisymetrie vyplývá
následuj́ıćı úvahou: Pokud [x] � [y] a [y] � [x], pak podle naš́ı definice x ⊑ y a y ⊑ x,
neboli x ∼ y a [x] = [y] podle definice tř́ıd rozkladu. Pozor, nejd̊uležitěǰśı část́ı této větve
d̊ukazu je však ještě zd̊uvodněńı, že naše podaná definice vztahu [x] � [y] je korektńı,
což znamená, že jej́ı platnost nezáviśı na konkrétńı volbě reprezentant̊u x z [x] a y z [y].

Posledńı zmı́něné tvrzeńı dokážeme sporem: Necht’ x, x′ ∈ [x] a y, y′ ∈ [y] jsou (možná
r̊uzńı) reprezentanti dvou zkoumaných tř́ıd rozkladu M/ ∼, pro které však plat́ı x ⊑ y
a x′ ⊒ y′. Podle definice tř́ıdy rozkladu je x ∼ y a x′ ∼ y′ a z tranzitivity x ⊑ y ⊑ y′ ⊑
x′ ⊑ x a tud́ıž [x] = [y] a na volbě reprezentanta skutečně nezálež́ı. ✷
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Rozšǐruj́ıćı studium

S relacemi ekvivalence i jimi implicitně definovanými rozklady množin se lze setkat
tam, kde nějaké objekty “rozdělujeme do přihrádek” podle nějakých sd́ılených znak̊u nebo
jiných kritéríı. Principy takových rozklad̊u vám zajisté byly intuitivně známy ještě dř́ıve,
než jste v̊ubec slyšeli o matematickém pojmu ekvivalence, v této lekci jsme si je jen uvedli na
formálńıch základech. Toto formálńı pojet́ı relaćı ekvivalence a rozklad̊u budete potřebovat
v r̊uzných navazuj́ıćıch předmětech, např́ıklad u teorie automat̊u.

I v druhé části lekce se pojednává o látce, kterou určitě čtenáři na inuitivńı úrovni
znaj́ı (vždy uměńı si věci

”
uspořádat“ je jednou ze základńıch lidských dovednost́ı). Přesto

správné matematické uchopeńı podstaty uspořádáńı vyžaduje se prokousat několika nes-
nadnými formálńımi definicemi. Všimněte si, že hlavńı těžkosti pojmu uspořádané množiny
se vztahuj́ı k částečným, tedy ne-lineárńım, uspořádáńım, kdy běžnému lidskému uvažováńı
neńı zcela intuitivně jasné nakládáńı s nesrovnatelnými dvojicemi. Ostatně to dobře znáte ze
života, kdy seřazujete objekty (výrobky, apod) podle v́ıce kritéríı a přirozeně tak vyvstávaj́ı
nesrovnatelné dvojice.
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6 Funkce a skládáńı, Induktivńı definice

Úvod
Vrat’me se nyńı k látce Lekce 4 z pohledu funkćı, které jsou nakonec jen specifickým

př́ıpadem relaćı. Abstraktńı práci s funkcemi si osvětĺıme na př́ıkladu permutaćı a jejich
skládáńı. Kde jste se již intuitivně se skládáńım funkćı setkali – jak např́ıklad spoč́ıtáte na
kalkulačce výsledek složitěǰśıho vzorce?

Mimo to se ještě zobecněně vrát́ıme k problematice
”
postupných“ (induktivńıch a

rekurentńıch) definic a vztah̊u. Jedná se vlastně o matematické analogie rekurzivńıch pro-
gram̊u a jejich správné formálńı pochopeńı oceńıme třeba i při programováńı samotném.

Cı́le
V této lekci definujeme základńı vlastnosti funkćı a předevš́ım poṕı̌seme a podrobně

rozebereme skládáńı relaćı a návazně skládáńı funkćı jako relaćı (jako model nám poslouž́ı
permutace). Na závěr se stručně pod́ıváme na problematiku induktivńıch definic funkćı,
coby na rozš́ı̌reńı rekurentńıch vztah̊u z Odd́ılu 3.4.

6.1 Vlastnosti funkćı

Funkce je podle Definice 4.2 speciálńım př́ıpadem (obvykle binárńı) relace, maj́ıćım pro
každou hodnotu levé strany jedinou (funkčńı) hodnotu pravé strany. V této lekci si
řekneme o vlastnostech specifických pro funkce, jako je třeba následuj́ıćı definice.

Definice 6.1. Funkce (př́ıpadně parciálńı funkce) f : A→ B je

∗ injektivńı (nebo také prostá) právě když pro každé x, y ∈ A, x 6= y plat́ı f(x) 6= f(y);

s

s

s

s

X

∗ surjektivńı (nebo také
”
na“) právě když pro každé y ∈ B existuje x ∈ A takové, že

f(x) = y;

s

s

s

s

X

∗ bijektivńı (vzáj. jednoznačná) právě když je injektivńı a současně surjektivńı.

s s

s

s

s

s

Komentář: Následuj́ı jiné ukázky vlastnost́ı funkćı.

∗ Funkce plus : N×N→ N je surjektivńı, ale neńı prostá.

∗ Funkce g : Z→ N daná předpisem

g(x) =

{
−2x− 1 jestliže x < 0,
2x jinak

je bijektivńı.
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∗ Funkce ∅ : ∅ → ∅ je bijektivńı.

∗ Funkce ∅ : ∅ → {a, b} je injektivńı, ale neńı surjektivńı.

∗ Dokázali byste nalézt bijektivńı funkci N×N→ N?

Inverze funkce

Komentář: Př́ıklady inverźı pro relace–funkce (viz Odd́ıl 4.4).

∗ Inverźı bijektivńı funkce f(x) = x+ 1 na Z je funkce f−1(x) = x− 1.

∗ Inverźı prosté funkce f(x) = ex na R je parciálńı funkce f−1(x) = lnx.

∗ Funkce g(x) = x mod 3 neńı prostá naN, a proto jej́ı inverźı je
”
jen“ relace g−1 = {(a, b) |

a = b mod 3}. Konkr. g−1 = {(0, 0), (0, 3), (0, 6), . . . , (1, 1), (1, 4), . . . , (2, 2), (2, 5), . . . }.

Tvrzeńı 6.2. Mějme funkci f : A→ B. Pak jej́ı inverzńı relace f−1 je

a) parciálńı funkce právě když f je prostá,

b) funkce právě když f je bijektivńı.

Důkaz vyplývá př́ımo z definic funkce a inverze relace. ✷

6.2 Skládáńı funkćı, permutace

Soustřed’me se nyńı na tuto daľśı oblast, kde běžně a přirozeně použ́ıváme skládáńı relaćı,
aniž si to uvědomujeme.

Fakt: Mějme zobrazeńı (funkce) f : A→ B a g : B → C. Pak jejich složeńım coby relaćı
v tomto pořad́ı vznikne zobrazeńı (g ◦ f) : A→ C definované

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) .

Komentář:

∗ Jak např́ıklad na běžné kalkulačce vypočteme hodnotu funkce sin2 x ? Slož́ıme (v tomto
pořad́ı)

”
elementárńı“ funkce f(x) = sinx a g(x) = x2.

∗ Jak bychom na
”
elementárńı“ funkce rozložili aritmetický výraz 2 log(x2 + 1) ? Ve

správném pořad́ı slož́ıme funkce f1(x) = x2, f2(x) = x+1, f3(x) = log x a f4(x) = 2x.

∗ A jak bychom obdobně vyjádřili složeńım funkćı aritmetický výraz sinx+ cos x ? Opět
je odpověd’ př́ımočará, vezmeme

”
elementárńı“ funkce g1(x) = sinx a g2(x) = cos x, a

pak je
”
slož́ıme“ daľśı funkćı h(x, y) = x+ y. Vid́ıme však, že takto pojaté

”
skládáńı“

už nezapadá hladce do našeho zjednodušeného formalismu skládáńı relaćı.

Pro nedostatek prostoru si skládáńı funkćı s v́ıce parametry nedefinujeme, ale sami vid́ıte,
že obdobné skládáńı se v programátorské praxi vyskytuje doslova

”
na každém rohu“ a

ani se nad t́ım nepozastavujeme.

Skládáńı permutaćı

Po zbytek tohoto odd́ılu se zaměř́ıme na permutace coby speciálńı př́ıpad (bijektivńıch)
zobrazeńı.

47



Definice: Necht’ permutace π množiny {1, 2, . . . , n} je určena seřazeńım jej́ıch prvk̊u
(p1, . . . , pn). Pak π je zároveň bijektivńım zobrazeńım {1, . . . , n} → {1, . . . , n} defino-
vaným předpisem π(i) = pi. Tud́ıž lze permutace skládat jako relace podle Definice 4.7.

Poznámka : Všechny permutace množiny {1, 2, . . . , n} spolu s operaćı skládáńı tvoř́ı grupu,
zvanou symetrická grupa Sn. Permutačńı grupy (podgrupy symetrické grupy) jsou velice
d̊uležité v algebře, nebot’ každá grupa je vlastně isomorfńı některé permutačńı grupě.

Komentář: Př́ıkladem permutace vyskytuj́ıćım se v programátorské praxi je třeba zo-
brazeńı i 7→ (i + 1) mod n (“inkrement”). Často se třeba lze setkat (aniž si to mnohdy
uvědomujeme) s permutacemi při indexaci prvk̊u poĺı.

V kontextu pohledu na funkce a jejich skládáńı coby relaćı si zavedeme jiný, názorněǰśı,
zp̊usob zápisu permutaćı – pomoćı jejich cykl̊u.

Definice: Necht’ π je permutace na množině A. Cyklem v π rozumı́me posloupnost
〈a1, a2, . . . , ak〉 r̊uzných prvk̊u A takovou, že π(ai) = ai+1 pro i = 1, 2, . . . , k − 1
a π(ak) = a1.

Jak název napov́ıdá, v zápise cyklu 〈a1, a2, . . . , ak〉 neńı d̊uležité, kterým prvkem začneme,
ale jen dodržeńı cyklického pořad́ı. Cyklus v permutaci může mı́t i jen jeden prvek (zo-
brazený na sebe).

Komentář: Nakreslete si (vámi zvolenou) permutaci π obrázkem, ve kterém vedete šipku
vždy od prvku i k prvku π(i). Pak uvid́ıte, že cykly dle naš́ı definice jsou právě cykly tvořené
šipkami ve vašem obrázku. S t́ımto grafickým zobrazeńım pro vás nebude problém pochopit
následuj́ıćı látku.

Např́ıklad permutaci (5, 3, 4, 8, 6, 1, 7, 2) si lze obrázkem nakreslit takto:

s s

s

s s

ss

s

.

.

1 5

6

2 3
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Reprezentace permutaćı jejich cykly

Věta 6.3. Každou permutaci π na konečné množině A lze zapsat jako složeńı cykl̊u na
disjunktńıch podmnožinách (rozkladu) A.

Důkaz: Vezmeme libovolný prvek a1 ∈ A a iterujeme zobrazeńı a2 = π(a1), a3 = π(a2),
atd., až se dostaneme

”
zpět“ k ak+1 = π(ak) = a1. Proč tento proces skonč́ı? Protože A

je konečná a tud́ıž ke zopakováńı některého prvku ak+1 muśı doj́ıt. Nadto je π prostá, a
proto nemůže nastat π(ak) = aj pro j > 1. Takto źıskáme prvńı cyklus 〈a1, . . . , ak〉.

Induktivně pokračujeme s hledáńım daľśıch cykl̊u ve zbylé množině A′ = A \
{a1, . . . , ak}, dokud nez̊ustane prázdná. V tomto indukčńım kroku si muśıme uvědomit,
že π omezené na nosnou množinu A′ je stále permutaćı podle definice (neboli žádná prvek
z A′ se nezobraźı do {a1, . . . , ak}). ✷

Značenı́ permutace jej́ımi cykly: Necht’ se permutace π podle Věty 6.3 skládá z cykl̊u
〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bl〉 až třeba 〈z1, . . . , zm〉. Pak zaṕı̌seme

π = ( 〈a1, . . . , ak〉 〈b1, . . . , bl〉 . . . 〈z1, . . . , zm〉 ) .
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Komentář: Primitivńı pseudonáhodné generátory v poč́ıtač́ıch iteruj́ı z náhodného počátku
permutaci danou vztahem i 7→ (i + p) mod q. Je pochopitelné, že tato permutace nesmı́
obsahovat krátké cykly, lépe řečeno, měla by se skládat z jediného (dlouhého) cyklu. (Pro
úplnost, jedná se o permutaci množiny {0, 1, . . . , q − 1}).

Př́ıklad 6.4. Ukázka skládáńı permutaćı daných svými cykly.

Vezměme 7-prvkovou permutaci π = (3, 4, 5, 6, 7, 1, 2). Ta se skládá z jediného cyklu
〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉. Jiná permutace σ = (5, 3, 4, 2, 6, 1, 7) se rozkládá na tři cykly 〈1, 5, 6〉,
〈2, 3, 4〉 a 〈7〉. Nyńı urč́ıme složeńı σ ◦π těchto dvou permutaćı (už př́ımo v zápisu cykly):

(〈1, 5, 6〉〈2, 3, 4〉〈7〉) ◦ (〈1, 3, 5, 7, 2, 4, 6〉) = (〈1, 4〉〈2〉〈3, 6, 5, 7〉)
(Nezapomı́nejme, že prvńı se ve složeńı aplikuje pravá permutace!)
Postup skládáńı jsme použili následovný: 1 se zobraźı v permutaci vpravo na 3 a pak
vlevo na 4. Následně 4 se zobraźı na 6 a pak na 1. T́ım

”
uzavřeme“ prvńı cyklus 〈1, 4〉.

Dále se 2 zobraźı na 4 a pak hned zpět na 2, tj. má samostatný cyklus. Zbylý cyklus
〈3, 6, 5, 7〉 urč́ıme analogicky. ✷

6.3 Induktivńı definice množin a funkćı

Daľśım výkladem se vraćıme k podstatě množin a funkćı a k jejich popisu. Vzpomeňme
si na definici posloupnosti rekurentńım vztahem z Odd́ılu 3.4. Př́ımým zobecněńım
dř́ıvěǰśıch rekurentńıch definic je následuj́ıćı koncept.

Definice 6.5. Induktivńı definice množiny.
Jedná se obecně o popis (nějaké) množiny M v následuj́ıćım tvaru:

• Je dáno několik pevných (bázických) prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈M .

• Je dán soubor induktivńıch pravidel typu

Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také y ∈M.

V tomto př́ıpadě je y typicky funkćı y = fi(x1, . . . , xℓ).

Pak naše induktivně definovaná množina M je určena jako nejmenš́ı (inkluźı) množina
vyhovuj́ıćı těmto pravidl̊um.

Komentář: Několik ukázek. . .

• Pro nejbližš́ı př́ıklad induktivńı definice se obrát́ıme na množinu všech přirozených č́ısel,
která je formálně zavedena následovně.

– 0 ∈ N
– Je-li i ∈ N, pak také i+ 1 ∈ N.

. . .0 1 2 3 4

• Pro každé y ∈ N můžeme definovat jinou množinu My ⊆ N induktivně takto:

– y ∈My

– Jestliže x ∈My a x+ 1 je liché, pak x+ 2 ∈My.

Pak např́ıklad M3 = {3}, nebo M4 = {4 + 2i | i ∈ N}.
• Daľśım př́ıkladem induktivńı definice je už známé zavedeńı výrokových formuĺı z
Odd́ılu 1.5. Uměli byste ted’ přesně ř́ıci, co tam byly bázické prvky a jaká byla in-
duktivńı pravidla? A jaká byla v definici formuĺı role př́ıtomných závorek? K tomu se
bĺıže vyjádř́ıme v Definici 6.6.
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Jednoznačnost induktivńıch definic

Definice: Řekneme, že daná induktivńı definice množiny M je jednoznačná, právě když
každý prvekM lze odvodit z bázických prvk̊u pomoćı induktivńıch pravidel právě jedńım
zp̊usobem.

Komentář: Definujme např́ıklad množinu M ⊆ N induktivně takto:

– 2, 3 ∈M

– Jestliže x, y ∈M a x ≤ y, pak také x2 + y2 a x · y jsou prvky M .

Proč tato induktivńı definice neńı jednoznačná? Např́ıklad č́ıslo 8 ∈M lze odvodit zp̊usobem
8 = 2 · (2 · 2), ale zároveň zcela jinak 8 = 22 + 22.

V čem tedy spoč́ıvá d̊uležitost jednoznačných induktivńıch definic množin? Je to
předevš́ım v daľśım možném využit́ı induktivńı definice množiny jako

”
základny“ pro

odvozené vyšš́ı definice, viz následuj́ıćı Definice 6.6 a třeba doplňková Věta 6.9. Stručně a
neformálně řečeno, hlavńı role jednoznačnosti induktivńı definice je v možnosti pak přǐradit
prvk̊um této induktivńı množiny nějaký

”
jednoznačný význam“.

Induktivně definovaná množina povětšinou nemá význam sama o sobě, avšak posky-
tuje definičńı obor pro následnou induktivně definovanou funkci:

Definice 6.6. Induktivńı definice funkce z induktivńı množiny.
Necht’ množina M je dána jednoznačnou induktivńı definićı. Pak ř́ıkáme, že funkce F :
M → X je definována induktivně (vzhledem k induktivńı definici M), pokud je řečeno:

• Pro každý z bázických prvk̊u a1, a2, . . . , ak ∈ M je určeno F(ai) = ci, kde ci je
konstanta.

• Pro každé induktivńı pravidlo typu

“Jsou-li (libovolné prvky) x1, . . . , xℓ ∈M , pak také f(x1, . . . , xℓ) ∈M”

je definováno
F
(
f(x1, . . . , xℓ)

)
na základě hodnot F(x1), . . . ,F(xℓ).

Komentář: Ilustrujme si induktivńı definici funkce dětskou hrou na
”
tichou poštu“.

Definičńım oborem je řada sed́ıćıch hráč̊u, kde ten prvńı je bázickým prvkem a každý
následuj́ıćı (mimo posledńıho) odvozuje hráče sed́ıćıho hned za ńım jako daľśı prvek hry.
Hodnotou bázického prvku je prvńı (vymyšlené) pośılané slovo. Induktivńı pravidlo pak
následuj́ıćımu hráči přǐrazuje slovo, které je odvozeno ze (

”
zkomoleńım“) slova předchoźıho

hráče. Výsledkem hry pak je hodnota–slovo posledńıho hráče.

Pro daľśı př́ıklad se pod́ıvejme třeba do manuálových stránek unixového př́ıkazu test
EXPRESSION:

EXPRESSION is true or false and sets exit status. It is one of:

( EXPRESSION ) EXPRESSION is true

! EXPRESSION EXPRESSION is false

EXPRESSION1 -a EXPRESSION2 both EXPRESSION1 and EXPRESSION2 are true

EXPRESSION1 -o EXPRESSION2 either EXPRESSION1 or EXPRESSION2 is true

[-n] STRING the length of STRING is nonzero

STRING1 = STRING2 the strings are equal

......

Vid́ıte, jak tato ukázka koresponduje s Definićı 6.6 ? No, ne úplně, poněkud problemat-
ická je otázka jednoznačnosti této definice – jednoznačnost neńı vynucena (jen umožněna)
syntaktickými pravidly, jinak je pak dána nepsanými konvencemi implementace př́ıkazu. To
je pochopitelně z matematického hlediska velmi špatně, ale přesto jde o pěknou ukázku z
praktického života informatika.
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Induktivńı definice se
”
strukturálńı“ indukćı

Závěrem ještě doplňkově zařazujeme malou ukázku, kterak přirozeně zkombinovat induk-
tivńı definice s

”
pokročilou formou matematické indukce“ v dokazováńı, s tzv. strukturálńı

indukćı.

Př́ıklad 6.7. Jednoduché aritmetické výrazy a jejich význam.

Necht’ je dána abeceda Σ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,⊙,⊕, (, )}. Definujme množinu
jednoduchých výraz̊u SExp ⊆ Σ∗ induktivně takto:

– Dekadický zápis každého přirozeného č́ısla n je prvek SExp.

– Jestliže x, y ∈ SExp, pak také (x)⊙ (y) a (x)⊕ (y) jsou prvky SExp. (Jak vid́ıme, d́ıky
nucenému závorkováńı je tato induktivńı definice jednoznačná.)

T́ımto jsme aritmetickým výraz̊um přǐradili jejich
”
formu“, tedy syntaxi.

Pro přǐrazeńı
”
významu“, tj. sémantiky aritmetického výrazu, následně definujme

funkci Val : SExp → N induktivně takto:

– Bázické prvky: Val(n) = n, kde n je dekadický zápis přirozeného č́ısla n.

– Prvńı induktivńı pravidlo: Val((x)⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

– Druhé induktivńı pravidlo: Val((x)⊙ (y)) = Val(x) ·Val(y).
Co je tedy správným významem uvedených aritmetických výraz̊u? (Př́ıklad 6.8) ✷

Př́ıklad 6.8. D̊ukaz správnosti přǐrazeného
”
významu“ Val : SExp → N.

Věta. Pro každý výraz s ∈ SExp je hodnota Val(s) z Př́ıkladu 6.7 č́ıselně rovna
výsledku vyhodnoceńı výrazu s podle běžných zvyklost́ı aritmetiky.

Jelikož pojednáváme o induktivně definované funkci Val, je přirozené pro d̊ukaz jej́ıch
vlastnost́ı aplikovat matematickou indukci. Na rozd́ıl od dř́ıve prob́ıraných př́ıklad̊u zde
nevid́ıme žádný celoč́ıselný

”
parametr n“, a proto si jej budeme muset nejprve definovat.

Naši indukci tedy povedeme podle
”
délky ℓ odvozeńı výrazu s“ definované jako počet

aplikaćı induktivńıch pravidel potřebných k odvozeńı s ∈ SExp.

Důkaz: V bázi indukce ověř́ıme vyhodnoceńı bázických prvk̊u, kteréžto jsou zde
dekadické zápisy přirozených č́ısel. Plat́ı Val(n) = n, což skutečně odpov́ıdá zvyklostem
aritmetiky.

V indukčńım kroku se pod́ıváme na vyhodnoceńı Val((x) ⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).
Podle běžných zvyklost́ı aritmetiky by hodnota Val((x) ⊕ (y)) měla být rovna součtu
vyhodnoceńı výrazu x, což je podle indukčńıho předpokladu rovno Val(x) (x má zřejmě
kratš́ı délku odvozeńı), a vyhodnoceńı výrazu y, což je podle indukčńıho předpokladu
rovno Val(y). Takže skutečně Val((x)⊕ (y)) = Val(x) + Val(y).

Druhé pravidlo Val((x)⊙ (y)) se dořeš́ı analogicky. ✷

Dodatek: d̊ukaz pro normálńı tvar formule

V Odd́ıle 1.5 jsme stručně zavedli výrokovou matematickou logiku a výrokové formule.
Nyńı si snadno můžeme všimnout, že jak definice syntaxe, tak i definice sémantiky
výrokové logiky jsou induktivńı ve smyslu (po řadě) Definic 6.5 a 6.6. Také Metoda 1.18
pro převod formule do normálńıho tvaru je induktivńı, a proto je na mı́stě následuj́ıćı
ilustrativńı ukázka d̊ukazu strukturálńı indukćı:
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Věta 6.9. Pro libovolnou výrokovou formuli ϕ plat́ı (viz Metoda 1.18), že

a) F(ϕ) je ekvivalentńı formule k ϕ v normálńım tvaru

b) a G(ϕ) je formule v normálńım tvaru ekvivalentńı negaci ¬ϕ.
Důkaz povedeme indukćı ke struktuře formule, neboli indukci povedeme podle

”
délky“

ℓ – počtu aplikaćı induktivńıch pravidel při sestavováńı formule ϕ.

• Báze indukce (ℓ = 0): Pro všechny atomy, tj. výrokové proměnné, zřejmě plat́ı, že
F(A) = A je ekvivalentńı A a G(A) = ¬A je ekvivalentńı ¬A.

• V indukčńım kroku předpokládejme, že a) i b) plat́ı pro všechny formule ϕ délky
nejvýše ℓ. Vezmeme si formuli ψ délky ℓ+ 1, která je utvořená jedńım z následuj́ıćıch
zp̊usob̊u:

∗ ψ ≡ ¬ϕ (≡ je
”
definičńı rovńıtko“ pro formule). Podle výše uvedeného induk-

tivńıho předpisu je F(ψ) = F(¬ϕ) = G(ϕ). Podle indukčńıho předpokladu pak
je G(ϕ) formule v normálńım tvaru ekvivalentńı ¬ϕ = ψ. Obdobně pro funktor G
vyjádř́ıme G(ψ) = G(¬ϕ) = F(ϕ). Podle indukčńıho předpokladu pak je F(ϕ)
formule v normálńım tvaru ekvivalentńı ϕ a to je dále ekvivalentńı ¬¬ϕ = ¬ψ
podle Tvrzeńı 1.14.

∗ ψ ≡ (ϕ1 ⇒ ϕ2). Podle výše uvedeného induktivńıho předpisu je F(ψ) = F(ϕ1 ⇒
ϕ2) = F(ϕ1) ⇒ F(ϕ2). Podle indukčńıho předpokladu jsou F(ϕ1) i F(ϕ2) for-
mule v normálńım tvaru ekvivalentńı ϕ1 a ϕ2. Potom i F(ϕ1) ⇒ F(ϕ2) je v
normálńım tvaru dle definice a podle sémantiky ⇒ je ta ekvivalentńı formuli
(ϕ1 ⇒ ϕ2) = ψ.

Obdobně rozeṕı̌seme G(ψ) = G(ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(ϕ1) ∧ G(ϕ2). Jelikož ∧ je pro
nás jen zkratka, výraz dále rozeṕı̌seme G(ψ) = ¬(F(ϕ1) ⇒ ¬G(ϕ2)). Podle in-
dukčńıho předpokladu (a dvoj́ı negace) jsou F(ϕ1) a ¬G(ϕ2) po řadě ekvivalentńı
formuĺım ϕ1 a ϕ2. Tud́ıž nakonec odvod́ıme, že G(ψ) je ekvivalentńı negaci for-
mule ϕ1 ⇒ ϕ2, což jsme zde měli dokázat.

∗ ψ ≡ (ϕ1∨ϕ2). Zde si muśıme opět uvědomit, že spojka ∨ je pro nás jen zkratka, a
přepsat ψ ≡ (¬ϕ1 ⇒ ϕ2). Potom podle předchoźıch dokázaných př́ıpad̊u v́ıme, že
F(ψ) = F(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1)⇒ F(ϕ2) je ekvivalentńı formuli (¬ϕ1 ⇒ ϕ2) =
ψ, což bylo třeba dokázat. Stejně tak G(ψ) = G(¬ϕ1 ⇒ ϕ2) = F(¬ϕ1) ∧ G(ϕ2)
je podle předchoźıch př́ıpad̊u d̊ukazu ekvivalentńı (¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2) = ¬ψ.

∗ ψ ≡ (ϕ1 ∧ ϕ2) a ψ ≡ (ϕ1 ⇔ ϕ2) už dokonč́ıme analogicky.
✷

6.4 Uzávěry relaćı

Posledńım bodem našeho výkladu je postup, jak danou relaci můžeme
”
obohatit“ o zv-

olenou vlastnost (např́ıklad proto, že naše data o relaci jsou neúplná a vlastnost je tak
poškozena). Toto se pochopitelně týká pouze vlastnost́ı, které lze nějak ustanovit prostým
přidáńım dvojic do existuj́ıćı relace, jak ř́ıká následuj́ıćı definice.

Definice: Bud’ V (nějaká) vlastnost binárńıch relaćı. Řekneme, že V je uzav́ıratelná,
pokud splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

∗ Pro každou množinu M a každou relaci R ⊆ M ×M existuje alespoň jedna relace
S ⊆ M ×M , která má vlastnost V a pro kterou plat́ı R ⊆ S.
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∗ Necht’ I je množina a necht’ Ri ⊆M×M je relace maj́ıćı vlastnost V pro každé i ∈ I.
Pak relace

⋂

i∈I Ri má vlastnost V .

Fakt: Libovolná kombinace vlastnost́ı reflexivita, symetrie, tranzitivita je uzav́ıratelná
vlastnost. Ireflexivita a antisymetrie nejsou uzav́ıratelné vlastnosti.

Věta 6.10. Necht’ V je uzav́ıratelná vlastnost binárńıch relaćı. Bud’ M množina a R
libovolná binárńı relace na M . Pak pro množinu všech relaćı S ⊇ R na M maj́ıćıch vlast-
nost V existuje infimum RV (vzhledem k množinové inkluzi), které samo má vlastnost V .

Definice: Tuto
”
nejmenš́ı“ relaci RV s vlastnost́ı V nazýváme V -uzávěr relace R.

Zmı́něný V -uzávěr relace je vlastně daný induktivńı definićı (viz Definice 6.5), kde
báze je p̊uvodńı relace a induktivńı pravidla odpov́ıdaj́ı vlastnosti V .

Tvrzeńı 6.11. Necht’ R je binárńı relace na M . Pak plat́ı následuj́ıćı poznatky.

∗ Reflexivńı uzávěr R je přesně relace R ∪ {(x, x) | x ∈M}.

∗ Symetrický uzávěr R je přesně relace
↔

R= {(x, y) | (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R}.
∗ Tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R+ =

⋃∞
i=1 T i(R), kde T je funkce, která pro

každou binárńı relaci S vrát́ı relaci

T (S) = S ∪ {(x, z) | existuje y takové, že (x, y), (y, z) ∈ S}

a T i = T ◦ · · · ◦ T
︸ ︷︷ ︸

i

je i-krát iterovaná aplikace funkce T .

∗ Reflexivńı a tranzitivńı uzávěr R je přesně relace R∗ = Q+, kde Q je reflexivńı
uzávěr R.

∗ Reflexivńı, symetrický a tranzitivńı uzávěr R (tj. nejmenš́ı ekvivalence obsahuj́ıćı R)

je přesně relace (
↔

Q)+, kde Q je reflexivńı uzávěr R.

∗ Na pořad́ı aplikováńı uzávěr̊u vlastnost́ı zálež́ı! (Zhruba řečeno, tranzitivńı uzávěr
aplikujeme coby posledńı.)

Komentář: Význam reflexivńıch a symetrických uzávěr̊u je z předchoźıho docela zřejmý.
Význam tranzitivńıho uzávěru R+ je následovný: Do R+ přidáme všechny ty dvojice (x, z)
takové, že v R se lze

”
dostat po šipkách“ z x do z. Nakreslete si to na paṕır pro nějakou

jednoduchou relaci, abyste význam tranzitivńıho uzávěru lépe pochopili.

s s s s s s s s

A jak bylo dř́ıve řečeno, antisymetrický uzávěr relace prostě nemá smysl. Např́ıklad bud’

R ⊆ N×N definovaná takto: R = {(i, i+1) | i ∈ N}. Pak R∗ je běžné lineárńı uspořádáńı ≤
přirozených č́ısel.

Př́ıklad 6.12. Proč při výpočtu tranzitivńıho uzávěru relace na konečné množině
podle vzorce R+ =

⋃∞
i=1 T i(R) vždy stač́ı uvažovat konečně mnoho člen̊u tohoto

sjednoceńı?

53



Pro odpověd’ si uvědomme zásadńı fakt — pokud T i+1 = T i, tak už plat́ı T i+k = T i

pro všechna přirozená k. Neboli je potřeba sjednotit jen tolik prvńıch člen̊u, dokud se
ony

”
zvětšuj́ı“, což může nastat jen konečně krát nad konečnou množinou. Mimo jiné tak

vid́ıme, že uvedený popis tranzitivńıho uzávěru je konstruktivńı. ✷

Rozšǐruj́ıćı studium

S formalizaćı pojmu funkce a jej́ımi vlastnostmi se setkáváte předevš́ım v matematice,
avšak např́ıklad na bijektivńı funkce naraźıte při ukládáńı dat při volbě kĺıče apod. Našim
ćılem bylo ukázat práci s funkcemi v jejich abstraktńı podobě, tj. bez vazby na nějaký
konkrétńı analytické vzoreček.

Posledńı část́ı látky o množinách a relaćıch je problematika induktivńıch definic, které
ač ve formálńım podáńı mohou nejprve vypadat nepochopitelně, jsou ve skutečnosti zcela
přirozenou popisnou metodou v mnoha aplikačńıch sférách informatiky a jejich alespoň
intuitivńı chápáńı pro vás bude v daľśım studiu nezbytné. Schválně, zkuste se pod́ıvat zrovna
do vaš́ı obĺıbené oblasti informatiky, kde všude induktivńı definice, tj. ty odvolávaj́ıćı se
rekurzivně samy na sebe pro

”
menš́ı př́ıpady“, najdete (třeba nepř́ımo).
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7 Pojem grafu, ve zkratce

Úvod
Třebaže grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v matematice a vlastně pouze speciálńım

př́ıpadem binárńıch relaćı, vydobyly si svou užitečnost́ı a názornost́ı d̊uležité mı́sto na slunci.
Dá se bez nadsázky ř́ıci, že teorie graf̊u je asi nejvýznamněǰśı součást́ı soudobé diskrétńı
matematiky, a proto se j́ı budeme věnovat po tři následuj́ıćı lekce. Avšak pozor, neplet’me
si graf s grafem funkce!

Neformálně řečeno, graf se skládá z vrchol̊u (představme si je jako nakreslené
”
punt́ıky“)

a z hran, které spojuj́ı dvojice vrchol̊u mezi sebou. Své d̊uležité mı́sto v informatice si grafy
źıskaly dobře vyváženou kombinaćı svých vlastnost́ı – snadno pochopitelným názorným
nakresleńım a zároveň jednoduchým zpracováńım na poč́ıtač́ıch. Dı́ky těmto vlastnostem
se grafy prosadily jako vhodný matematický model pro popis r̊uzných vztah̊u mezi daty a
objekty.

Cı́le
Definujeme, co je graf a jaké jsou nejzákladněǰśı grafové pojmy (třeba hrany a stupně,

podgrafy, souvislost). Klademe d̊uraz na to, aby se čtenář naučil grafy
”
uchopit“ a pra-

covat s nima, také aby správně viděl
”
stejnost“ (isomorfismus) graf̊u. Poté se věnujeme

nejjednodušš́ımu druhu graf̊u, totiž strom̊um. Jedná se vesměs o pojmy, které se hojně
vyskytuj́ı v obvyklých informatických aplikaćıch graf̊u.

7.1 Definice grafu

Hned na úvod přistouṕıme k formálńı definici grafu. Bude se jednat o definici tzv.
jednoduchého neorientovaného grafu, který budeme považovat za základńı, pokud
neřekneme jinak. Svým zp̊usobem navazujeme na reprezentace relaćı v Odd́ıle 4.2.

Definice 7.1. Graf je uspořádaná dvojice G = (V,E),
kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran – množina vybraných dvouprvkových
podmnožin množiny vrchol̊u; tj. E ⊆

(
V
2

)
.

Značenı́: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv. Vrcholy spojené
hranou jsou sousedńı a hrana uv vycháźı z vrchol̊u u a v. Na množinu vrchol̊u známého
grafu G odkazujeme jako na V (G), na množinu hran E(G).

Komentář: Grafy se často zadávaj́ı př́ımo názorným obrázkem, jinak je lze formálně zadat
výčtem vrchol̊u a výčtem hran. Např́ıklad:

1

2 3 4

V = {1, 2, 3, 4}, E =
{

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}
}

Na graf se lze d́ıvat také jako na symetrickou ireflexivńı relaci, kde hrany tvoř́ı právě dvojice
prvk̊u z této relace.
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Stupně vrchol̊u v grafu

Máme-li graf, často nás zaj́ımá, kolik z kterého vrcholu vycháźı hran-spojnic, neboli kolik
má vrchol

”
soused̊u“. Proto jedńım z prvńıch definovaným pojmů bude stupeň vrcholu

v grafu.

Definice 7.2. Stupněm vrcholu v v grafu G
rozumı́me počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň v v grafu G znač́ıme dG(v).

Komentář: Slovo
”
vycházej́ıćı“ zde nenaznačuje žádný směr; je totiž obecnou konvenćı u

neorientovaných graf̊u ř́ıkat, že hrana vycháźı z obou svých konc̊u zároveň.

s s

s s

s s

3 3

2 2

2 2

stupně

s s

s s

s s

4 3

2 5

3 3

Např́ıklad v nakreslené ukázce jsou stupně př́ımo zapsány u vrchol̊u.

Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značenı́: Nejvyšš́ı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnǐzš́ı δ(G).

Věta 7.3. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý, roven dvojnásobku počtu hran.

Důkaz. Při sč́ıtáńı stupň̊u vrchol̊u v grafu započ́ıtáme každou hranu dvakrát – jednou
za každý jej́ı konec. Proto výsledek vyjde sudý. ✷

Př́ıklad 7.4. Zodpovězte si sami následuj́ıćı otázky:

∗ Kolik hran má graf se 17 vrcholy stupň̊u 4?

∗ Existuj́ı dva
”
r̊uzné“ grafy se 6 vrcholy stupň̊u 2? ✷

Běžné typy graf̊u

Pro snadněǰśı vyjadřováńı je zvykem některé běžné typy graf̊u nazývat popisnými jmény.
Jde čistě o věc konvence a autoři se mohou v některých názvech ĺı̌sit (i přicházet s novými
názvy), avšak následuj́ıćıch pět názv̊u patř́ı k všeobecným základ̊um teorie graf̊u.

Kružnice délky n má n ≥ 3 r̊uzných vrchol̊u spojených
”
do jednoho cyklu“ n hranami:

Cn
s

s

s

s

s

s s

. . .

1

2

3

4

5

6 n

Cesta délky n ≥ 0 má n+ 1 r̊uzných vrchol̊u spojených
”
za sebou“ n hranami:

Pn
s s s s s s

. . .1 2 3 4 n n+1
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Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n r̊uzných vrchol̊u spojených po všech dvojićıch (tj.
celkem

(
n
2

)
hran):

Kn
s

s

s

s

s

s s

. . .

1

2

3

4

5

6 n

Úplný bipartitńı graf nam ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech mám+n vrchol̊u ve dvou skupinách
(partitách), přičemž hranami jsou spojeny všechny m · n dvojice z r̊uzných skupin:

Km,n

s s s s s

s s s s

. . .

. . .

1 2 3 4 m

1′ 2′ 3′ n′

Hvězda s n ≥ 1 rameny je zvláštńı název pro úplný bipartitńı graf K1,n:

Sn
s s

s

s

s

s

s s. . .

1

2

3

4

5

6 n

Definice: Formálně necht’ kružnice délky n ≥ 3 je graf Cn, kde V (Cn) = {1, 2, . . . , n} a
E(Cn) =

{
{i, i + 1} : 1 ≤ i ≤ n

}
∪
{
{n, 1}

}
. Necht’ cesta délky n ≥ 0 je graf Pn, kde

V (Pn) = {1, 2, . . . , n+1} a E(Pn) =
{
{i, i+1} : 1 ≤ i ≤ n+1

}
. Necht’ úplný graf na n ≥ 1

vrcholech je Kn, kde V (Kn) = {1, 2, . . . , n} a E(Kn) =
{
{i, j} : 1 ≤ i < j ≤ n

}
. Necht’

úplný bipartitńı graf nam ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech jeKm,n, kde V (Km,n) = {1, 2, . . . , m,m+
1, . . . , m+ n} a E(Km,n) =

{
{i, j} : 1 ≤ i ≤ m, m+ 1 ≤ j ≤ m+ n

}
.

Př́ıklad 7.5. Zodpovězte si sami následuj́ıćı otázky:

∗ Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň cestou?

∗ Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň kružnićı?

∗ Pro jaké hodnoty m,n > 0 je úplný bipartitńı graf Km,n zároveň kružnićı?

∗ Kolik hran muśıte přidat do kružnice délky 6, aby vznikl úplný graf na 6 vrcholech?

∗ Pro jaké hodnoty m,n > 0 úplný bipartitńı graf Km,n neobsahuje žádnou kružnici?✷

Zmı́nka o orientovaných grafech

V Lekci 9 si zavedeme také takzvané orientované grafy, které každé hraně přǐrazuj́ı jistý
směr. Formálně orientované grafy budou mı́t množinu orientovaných hran A ⊆ V (G) ×
V (G) a zobraźıme je takto. . .
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s

s

7.2 Podgrafy a Isomorfismus

Dva základńı nástroje pro práci s grafy jsou následuj́ıćı; možnost popisovat
”
část grafu“

(podobně jako podmnožinu množiny, avšak je nutno se vyvarovat nekorektńıch situaćı)
a poznávat

”
stejnost“ dvou graf̊u.

Definice: Podgrafem grafu G rozumı́me libovolný graf H na podmnožině vrchol̊u
V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G maj́ıćıch oba
vrcholy ve V (H).

Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je trochu jiný).

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme zvýrazněné podmnožiny vrchol̊u hran. Proč se
vlevo nejedná o podgraf? Obrázek vpravo už podgrafem je.

s s

s s

s s

s

s

s

s s

s s

s s

s s

s

Definice: Indukovaným podgrafem je podgraf H ⊆ G takový, který obsahuje všechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrchol̊u z V (H).

”
Stejnost“ graf̊u

Pozorný čtenář si možná již při čteńı předchoźıho odd́ılu položil otázku: Co když vezmeme
jeden graf (třeba kružnici délky 4) a nakresĺıme nebo zaṕı̌seme jej jednou tak, podruhé
zase jinak – je to stále tentýž graf nebo ne? Viz obrázky dole.

Př́ısně formálně řečeno, každé daľśı nakresleńı jistého grafu, třeba té kružnice C4, je
jiným grafem, ale přitom bychom rádi řekli, že r̊uzná nakresleńı téhož grafu jsou

”
stále

stejná“. Pro tuto stejnost graf̊u se vžil pojem isomorfńı grafy.

s s

ss

?
= s s

ss

?
= s s

ss

Definice 7.6. Isomorfismus ≃ graf̊u G a H
je bijektivńı (vzájemně jednoznačné) zobrazeńı f : V (G) → V (H), pro které plat́ı, že
každá dvojice vrchol̊u u, v ∈ V (G) je spojená hranou v G právě tehdy, když je dvojice
f(u), f(v) spojená hranou v H .
Grafy G a H jsou isomorfńı, pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Ṕı̌seme G ≃ H .
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Fakt: Mějme isomorfismus f graf̊u G a H . Pak plat́ı následuj́ıćı

∗ G a H maj́ı stejný počet hran,

∗ f zobrazuje na sebe vrcholy stejných stupň̊u, tj. dG(v) = dH(f(v)).

Komentář:

s s

ss

s s

ss

U nakreslených dvou graf̊u objev́ıme isomorfismus velmi snadno – pod́ıváme se, jak si
odpov́ıdaj́ı vrcholy stejných stupň̊u.

Př́ıklad 7.7. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme,
zda maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme,
že oba maj́ı stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Takže ani takto jsme mezi nimi
nerozlǐsili a mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny
př́ıpustné možnosti zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehčeńı všimněme, že oba vrcholy stupně tři jsou si sy-
metrické, proto si bez újmy na obecnosti můžeme vybrat, že nejlevěǰśı vrchol prvńıho
grafu, označme jej 1, se zobraźı na nejlevěǰśı vrchol 1′ v druhém grafu (taky stupně
tři). Oč́ıslujme zbylé vrcholy prvńıho grafu 2, . . . , 6 v kladném smyslu, jak je ukázáno
na následuj́ıćım obrázku. Druhý vrchol stupně tři, označený 4, se muśı zobrazit na ana-
logický vrchol druhého grafu (pravý spodńı). Pak je již jasně vidět, že daľśı sousedé 2, 6
vrcholu 1 se zobraźı na analogické sousedy 2′, 6′ vrcholu 1′ v druhém grafu, a stejně je to
i se zbylými vrcholy 3, 5. Výsledný isomorfismus vypadá v odpov́ıdaj́ıćım značeńı vrchol̊u
takto:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1’ 2’

3’ 4’

5’ 6’

✷

Abychom mohli s isomorfismem graf̊u přirozeně pracovat, je potřeba vědět následuj́ıćı
fakt:

Věta 7.8. Relace
”
být isomorfńı“ ≃ na tř́ıdě všech graf̊u je ekvivalenćı.

Důkaz. Relace ≃ je reflexivńı, protože graf je isomorfńı sám sobě identickým zo-
brazeńım. Relace je také symetrická, nebot’ bijektivńı zobrazeńı lze jednoznačně obrátit.
Tranzitivnost ≃ se snadno dokáže skládáńım zobrazeńı–isomorfismů. ✷

Důsledkem je, že všechny možné grafy se rozpadnou na tř́ıdy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluv́ıme o grafu, mysĺıme t́ım obvykle jeho celou tř́ıdu isomorfismu, tj. nezálež́ı
nám na konkrétńı prezentaci grafu.
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Komentář: Je uvedený př́ıstup, tj. zaměňováńı konkrétńıho grafu za celou jeho tř́ıdu isomor-
fismu, v matematice neobvyklý? Ne, např́ıklad už v geometrii jste ř́ıkali

”
čtverec o straně 2“

či
”
jednotkový kruh“ a podobně, aniž jste měli na mysli konkrétńı obrázek, nýbrž celou

tř́ıdu všech těchto shodných objekt̊u.

Daľśı grafové pojmy

Definice: Mějme libovolný graf G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

∗ Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme klika v G.
(Někdy se za kliku považuje pouze takový úplný podgraf, který je maximálńı vzhledem
k uspořádáńı inkluźı.)

∗ Podmnožině vrchol̊u X ⊆ V (G), mezi kterými nevedou v G v̊ubec žádné hrany,
ř́ıkáme nezávislá množina X v G.

∗ Indukovanému podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme induko-
vaná kružnice v G.

Komentář: Uvažujme následuj́ıćı ukázky graf̊u:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

Prvńı z ukázaných graf̊u např́ıklad neobsahuje žádný trojúhelńık, ale obsahuje kružnici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhý graf trojúhelńık obsahuje a kružnici délky 4 taktéž.
Prvńı graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1, 2, 3, 4, 5, ale ta neńı indukovaná. Induko-
vaná cesta délky 4 v něm je třeba 2, 3, 4, 5, 6. Druhý graf tyto cesty také obsahuje, ale
naopak žádná z nich neńı indukovaná. Prvńı graf má největš́ı kliku velikosti 2 – jedinou
hranu, kdežto druhý graf má větš́ı kliku na vrcholech 3, 4, 5. Největš́ı nezávislá množina u
obou graf̊u má 3 vrcholy 2, 4, 6.

Př́ıklad 7.9. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Postupovat budeme jako v Př́ıkladě 7.7, nejprve ověř́ıme, že oba grafy maj́ı stejně
mnoho vrchol̊u i stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Pokud se však budeme snažit
naj́ıt mezi nimi isomorfismus, něco stále nebude vycházet, že? Co nám tedy v nalezeńı
isomorfismu bráńı? Pod́ıvejme se, že v druhém grafu oba vrcholy stupně tři maj́ı svého
společného souseda, tvoř́ı s ńım trojúhelńık. V prvńım grafu tomu tak neńı, prvńı graf
dokonce nemá žádný trojúhelńık. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfńı. ✷
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Poznámka : Výše uvedené př́ıklady nám ukazuj́ı některé cesty, jak poznat (tj. naj́ıt nebo vy-
loučit) isomorfismus dvou graf̊u. Ty však ne vždy muśı fungovat. Čtenář se může ptát, kde
tedy najde nějaký univerzálńı postup pro nalezeńı isomorfismu? Bohužel vás muśıme zklamat,
žádný rozumný univerzálńı postup neńı znám a zat́ım plat́ı, že jediná vždy funguj́ıćı cesta pro
nalezeńı či nenalezeńı isomorfismu mezi dvěma grafy je ve stylu vyzkoušejte všechny možnosti
bijekćı mezi vrcholy těchto graf̊u. (Těch je, jak známo, až n!)

7.3 Souvislost graf̊u, komponenty

Důležitou globálńı vlastnost́ı graf̊u je souvislost, tedy možnost se v nich pohybovat od-
kudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestách v grafu. Tuto vlastnost si nyńı
upřesńıme.

Lema 7.10. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G takovou, že
pro dva vrcholy x ∼ y právě když existuje v G cesta zač́ınaj́ıćı v x a konč́ıćı v y. Pak ∼
je relaćı ekvivalence.

Důkaz. Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou cestou
délky 0. Symetrická je také, protože cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obrát́ıme na cestu z y do x. Pro d̊ukaz tranzitivity si označme P cestu z x do y a Q
cestu z y do z. Pak P ∪Q nemuśı být cesta; mohou se navzájem prot́ınat. Avšak pokud
označ́ıme P ′ ⊆ P část cesty z x do prvńıho vrcholu z v pr̊uniku s Q a Q′ ⊆ Q zbytek
druhé cesty od z, tak P ′ ∪Q′ už je cesta z x do z. ✷

Definice 7.11. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
tř́ıdy ekvivalence výše popsané (Lema 7.10) relace ∼ na V (G). Jinak se také komponen-
tami souvislosti mysĺı podgrafy indukované na těchto tř́ıdách ekvivalence.

Komentář: Pod́ıvejte se, kolik komponent souvislosti má tento graf:

s s

s

s

ss

s

s

s

s

s s

s

Vid́ıte v obrázku všechny tři komponenty? Jedna z nich je izolovaným vrcholem, druhá
hranou (tj. grafem isomorfńım K2) a třet́ı je to zbývaj́ıćı.

Definice 7.12. Graf G je souvislý
pokud je G tvořený nejvýše jednou komponentou souvislosti, tj. pokud každé dva vrcholy
G jsou spojené cestou.

Poznámka : Prázdný graf je souvislý a má 0 komponent.

Komentář: Který z těchto dvou graf̊u je souvislý?

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s
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Př́ıklad 7.13. Dokažme si, že každý souvislý jednoduchý 2-regulárńı graf G je
kružnićı (tj. isomorfńı některé kružnici Cn z Odd́ılu 7.1).

Necht’ e je hranou mezi vrcholy u, v grafu G a vezměme graf G′ = G − e vzniklý
odebráńım hrany e. Pokud by u a v náležely v G′ r̊uzným komponentám souvislosti, tyto
komponenty by každá měla lichý součet stupň̊u, což nelze podle Věty 7.3. Proto u a v jsou
spojeny cestou v G′, necht’ vrcholy této cesty jsou po řadě značeny u1 = u, u2, . . . , uk = v.
Toto značeńı nám nyńı udává isomorfismus zobrazuj́ıćı vrchol ui na vrchol i z definice
kružnice Ck. Nyńı už zbývá jen drobnost; dokázat, že jiné vrcholy než u1, . . . , uk v grafu
G nejsou. Pokud bychom měli daľśı vrchol x, pak x je spojen cestou Q do u a prvńı vrchol
z V (Q) ∩ {u1, . . . , uk} by měl stupeň větš́ı než 2, spor. ✷

7.4 Stromy – grafy bez kružnic

Podrobněǰśı studium některých užitečných aspekt̊u graf̊u začneme u toho nejjednodušš́ıho
typu grafu – na stromech, jež jsou mimo jiné základem mnoha datových typ̊u použ́ıvaných
v informatice.

Komentář:

s

ss

s s s

s s ss
s

s

ss

s s s

s s ss
s

Charakteristickými znaky stromů je absence kružnic a souvislost. . .

Definice 7.14. Strom je jednoduchý souvislý graf T bez kružnic.

Komentář: Obecněji les je jednoduchý graf bez kružnic (nemuśı být souvislý). Komponenty
souvislosti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prázdný graf jsou také stromy.

Grafy bez kružnic také obecně nazýváme acyklické.

Vlastnosti stromů

Přehled základńıch vlastnost́ı stromů je pro nás zároveň př́ıležitost́ı si ukázat několik
nových hezkých matematických d̊ukaz̊u a naučit se správně zd̊uvodňovat v oblasti graf̊u.

Lema 7.15. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.

Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže mı́t vrchol stupně 0. Proto
vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v. Sestroj́ıme nyńı co nejdeľśı cestu S v T
zač́ınaj́ıćı ve v: S začne libovolnou hranou vycházej́ıćı z v; v každém daľśım vrcholu u,
do kterého se dostaneme a má stupeň větš́ı než 1, lze pak pokračovat cestu S daľśı novou
hranou.

s
s

s
s

s s

s❢ ❢v
. . .

S

Pokud by se v S poprvé zopakoval některý vrchol, źıskali bychom kružnici, což ve stromě
nelze. Proto cesta S muśı jednou skončit v nějakém vrcholu stupně 1 v T . ✷
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Komentář: Zamyslete se, proč v každém stromě s v́ıce než jedńım vrcholem jsou alespoň
dva vrcholy stupně 1 (odpověd’ je skrytá už v předchoźım d̊ukaze). Zároveň si odpovězte,
jestli lze tvrdit, že každý strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje tři vrcholy stupně 1.

Věta 7.16. Strom na n vrcholech má přesně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n. Strom s jedńım vrcholem má n−1 = 0
hran. Necht’ T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 7.15 má T vrchol v stupně 1.
Označme T ′ = T − v graf vzniklý z T odebráńım vrcholu v. Pak T ′ je také souvislý bez
kružnic, tud́ıž strom na n − 1 vrcholech. Dle indukčńıho předpokladu T ′ má n − 1 − 1
hran, a proto T má n− 1− 1 + 1 = n− 1 hran. ✷

Věta 7.17. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz:

s s

s s

s

s

s

s s

s

s

su v

P1

P2

H
❢

❢

Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy u, v vede nějaká
cesta. Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom vzali jejich
symetrický rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H zřejmě má
všechny stupně sudé. Na druhou stranu se však podgraf stromu muśı opět skládat z
komponent stromů, a tud́ıž obsahovat vrchol stupně 1 podle Lematu 7.15, spor. Proto
cesta mezi u a v existuje jen jedna. ✷

Důsledek 7.18. Přidáńım jedné nové hrany do stromu vznikne právě jedna kružnice.

Důkaz: Necht’ mezi vrcholy u, v ve stromu T neńı hrana. Přidáńım hrany e = uv
vznikne právě jedna kružnice z e a jediné cesty mezi u, v v T podle Věty 7.17. ✷

Alternativńı charakterizace stromů

Z předchoźıch tvrzeńı vyplývá následuj́ıćı alternativńı charakterizace stromů, která
ukazuje d̊uležitost jich samotných i jako tzv. koster obecných graf̊u (viz Odd́ıl 8.4).

Na dané množině vrchol̊u je (vzhledem k inkluzi množin hran) strom

• minimálńı souvislý graf (plyne z Věty 7.17)

• a zároveň maximálńı acyklický graf (plyne z Důsledku 7.18).

Jen tak mimochodem, kolik dokážete nalézt neisomorfńıch stromů na 4 nebo 5 vrc-
holech? Vid́ıte, že jich neńı mnoho? Nakreslete si je všechny.

7.5 Použit́ı a implementace graf̊u

Závěrem si v našem studijńım textu nast́ıńıme některé základńı motivace pro zavedeńı a
použit́ı graf̊u při popisu a řešeńı problémů např́ıklad v informatice.

Př́ıklad 7.19. Ukázky některých problém̊u
”
ze života“ popsatelných grafy.

Podotýkáme, že tyto ukázky jsou často velmi zjednodušené (pro jejich lepš́ı
př́ıstupnost širokému okruhu čtenář̊u), ale to neub́ırá jejich motivačńımu potenciálu.
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• Vyjádřeńı mezilidských vztah̊u –
”
maj́ı se rádi“,

”
kamarád́ı se“,

”
nesnesou jeden

druhého“, apod:

Zde jednotlivé osoby tvoř́ı vrcholy grafu a vztahy jsou hranami (často neorientované,
ale i orientace je př́ıpustná). Všimněme si coby zaj́ımavosti, jak tento model přirozeně
preferuje

”
párový“ pohled na vztahy – hrany přece spojuj́ı jen dvojice vrchol̊u. Třebaže

např́ıklad vztah
”
kamarád́ı se“ může být obecně platný pro větš́ı skupinky lid́ı než

dvojice, stejně se obvykle vyjadřuje klikou v grafu (každ́ı dva v našem družstvu jsou
dobř́ı kamarádi. . . ). Tato obecně poj́ımaná tendence vyjadřovat i složitěǰśı vztahy těmi
párovými je vodou na mlýn použit́ı teorie graf̊u jako téměř univerzálńıho vyjadřovaćıho
prostředku v podobných př́ıpadech.

Na druhou stranu i teorie graf̊u disponuje pojmem tzv. hypergrafu umožňuj́ıćıho použit́ı
hran libovolné arity (počtu koncových vrchol̊u), ale rozsah výskytu hypergraf̊u v teorii
i aplikaćıch je oproti graf̊um vskutku zanedbatelný.

• Vyjádřeńı závislost́ı mezi objekty nebo procesy:

Představme si situace, ve kterých jednotlivé entity (modelované jako vrcholy) záviśı
na výstupech jiných entit a naopak poskytuj́ı výstupy daľśı entitám. Typickým
př́ıkladem mohou být závislosti jednotlivých krok̊u výrobńıho nebo rozhodovaćıho
procesu. Ty pak vedou k definici orientovaného grafu na dané množině vrchol̊u/entit,
tj. použit́ı hran

”
se šipkami“. Všimněme si, že závislosti často bývaj́ı časového charak-

teru (přičemž směr závislosti je implicitně jasný) a pak je nezbytnou doplňkovou
podmı́nkou vyloučeńı výskytu orientovaných cykl̊u v modelovém grafu. Na druhou
stranu existuj́ı i situace, kdy cyklické závislosti jsou dovoleny a maj́ı sv̊uj význam.

Pro ještě jednu ukázku závislost́ı z běžného života informatika se pod́ıváme na správu
baĺıčk̊u softwaru např́ıklad v Linuxovýxh distribućıch. V tom př́ıpadě jsou jednotlivé
baĺıčky vrcholy grafu, jejich vyžadované závislosti popisuj́ı odchoźı hrany a jejich
poskytované vlastnosti jsou př́ıchoźımi hranami grafu závislost́ı. Korektńı instalace
zvoleného baĺıčku pak řeš́ı problém zahrnut́ı všech daľśıch vrchol̊u

”
dosažitelných“ ze

zvoleného. Vše je nav́ıc komplikováno správou verźı baĺıčk̊u, ale to už je mimo rámec
našeho úvodńıho slova.

• Modelováńı technických či dopravńıch śıt́ı grafy:

V takových př́ıpadech bývaj́ı vrcholy grafu jednotlivá technická zař́ızeńı jako třeba
rozvodny, routery, křižovatky a podobně, kdežto hrany jsou tvořeny spojnicemi/ve-
deńım mezi vrcholy. Často se zde setkáváme s orientovanými grafy a obecněmultigrafy.
K této probematice se bĺıže vyjadřuje Lekce 9.

• Vizualizace vztah̊u a závislost́ı pro lidského pozorovatele:

Nejen při řešeńı cvičných př́ıklad̊u v naš́ı učebnici, ale i v mnoha reálných aplikaćıch
využ́ıvaj́ıćıch grafy jako modely, je velmi potřebné tyto grafy vizualizovat (tj. hezky
nakreslit) pro lidského pozorovatele. Jedná se obecně o poměrně obt́ıžný úkol, který
přesahuje hranice našeho textu.

✷

64



Zpracováńı grafu poč́ıtačem

Mějme jednoduchý graf G na n vrcholech a značme vrcholy jednoduše č́ısly V (G) =
{0, 1, . . . , n−1}. Pro poč́ıtačovou implementaci grafu G se nab́ızej́ı dva základńı zp̊usoby,
které budeme implicitně využ́ıvat i v některých algoritmech následuj́ıćıch lekćı.

• Implementace matićı sousednosti, tj. dvourozměrným polem g[][], ve kterém
g[i][j]=1 znamená hranu mezi vrcholy i a j.

• Implementace výčtem soused̊u, tj. zjednodušeně opět použit́ım
dvourozměrné pole h[][] a nav́ıc pole d[] stupň̊u vrchol̊u. Zde prvky
h[i][0],h[i][1],...,h[i][d[i]-1] udávaj́ı seznam soused̊u vrcholu i.

Poznámka : Dávejte si pozor na symetrii hran v implementaci! To znamená, že pokud ulož́ıte
hranu g[i][j]=1, tak muśıte zároveň uložit i hranu g[j][i]=1, jinak se dočkáte nepř́ıjemných
překvapeńı. Totéž se týká i seznamů soused̊u.

Komentář: Implementace matićı sousednosti je hezká svou jednoduchost́ı. Druhá možnost
se však mnohem lépe hod́ı pro grafy s malým počtem hran, což nastává ve většině prak-
tických aplikaćı. (Nav́ıc je implementace výčtem soused̊u vhodná i pro multigrafy.) Pocho-
pitelně je pak vhodněǰśı mı́sto poĺı použ́ıvat r̊uzné spojové seznamy. Ke graf̊um lze do
zvláštńıch poĺı přidat také ohodnoceńı vrchol̊u a hran libovolnými č́ısly či značkami. . .

Rozšǐruj́ıćı studium

Grafy m̊užeme v informatice potkat doslova na každém kroku, mimo jiné hojně už v
základńıch kurzech algoritmizace. Nejen že grafy (předevš́ım stromy) jsou základem mnoha
programátorských datových struktur, ale představuj́ı i vhodný model pro spoustu prak-
tických problém̊u. Oněch pár lekćı teorie graf̊u v našem učebńım textu je jen lehkým úvodem,
přečemž na FI MU lze pokračovat v jej́ım studiu v předmětu MA010.

Rozsáhlý matematický úvod do teorie graf̊u je zahrnut ve skvělé knize Kapitoly z
diskrétńı matematiky autor̊u Jǐŕıho Matouška a Jaroslava Nešetřila. Vřele ji doporučujeme
jako doplňkový studijńı zdroj všem, kteř́ı chtěj́ı lépe pochopit grafy z jejich matematické
stránky.
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8 Procházeńı grafu a odvozené úlohy

Úvod
Na rozd́ıl od předchoźı lekce, která se zjednodušeně řečeno zabývala grafy z pohledu

matematika, tedy podáńım definice a obrázk̊u, nyńı se hlouběji pod́ıváme na grafy z algo-
ritmické či programátorské perspektivy. Proto se v prvé řadě pod́ıváme na obecné schéma
procházeńı grafu, které je základem mnoha užitečných algoritm̊u na grafech. Poté se hlouběji
zaměř́ıme na dvě specifické grafové úlohy – hledáńı nejkraťśı cesty a minimálńı kostry, hojně
se vyskytuj́ıćı v mnoha praktických obměnách. Na základě obecného schématu si uvedeme
jejich jednoduché a velmi efektivńı algoritmy.

Cı́le
Zjednodušeně podáme obecné schéma algoritmu procházeńı grafu. Definujeme poté dvě

konkrétńı grafové úlohy, hledáńı nejkratš́ı cesty mezi dvěma vrcholy a hledáńı nejmenš́ı
kostry, oboj́ı v grafu s hranami ohodnocenými reálnými délkami. Na základě předchoźıho
pak vysvětĺıme Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkratš́ı cesty a Kruskal̊uv a Jarńık̊uv algoritmus
pro minimálńı kostru.

8.1 Jak obecně proj́ıt souvislý graf

S úlohou procházeńı grafu se svým zp̊usobem setkávaj́ı už děti, když hledaj́ı cestu z
bludǐstě (jejich naivńı postup se dá přirovnat k procházeńı

”
do hloubky“). Celý problém

má ale mnohem širš́ı záběr a s vhodnou implementaćı dodatečných lokálńıch funkćı lze
pouhým prohledáńım grafu podat odpověd’ na jiné zaj́ımavé otázky, jako naj́ıt nejkratš́ı
cestu, minimálńı kostru, komponenty vyšš́ı souvislosti, apod. Nav́ıc se procházeńı grafu
vyskytuje jako podúloha v jiných algoritmech.

Metoda 8.1. Schéma algoritmu pro procházeńı grafem
Pro vytvořeńı co nejobecněǰśıho schématu si pom̊užeme následuj́ıćımi datovými stavy a
pomocnou strukturou:

• Vrchol grafu: má stavy . . .

∗ iniciačńı – dostane na začátku,

∗ nalezený – implicitńı stav poté, co jsme jej přes některou hranu nalezli (a odložili
ke zpracováńı později),

∗ zpracovaný – poté, co jsme už probrali všechny hrany z něj vycházej́ıćı,

∗ (př́ıpadně ještě stav
”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech jeho následńık̊u).

• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina s dodatečnými atributy),

∗ udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy, spolu s dodatečnou
specifickou informaćı.

• Zp̊usob, kterým se vyb́ıraj́ı vrcholy z úschovny ke zpracováńı, určuje variantu algo-
ritmu procházeńı grafu.

• V prohledávaných vrcholech a hranách se volitelně prováděj́ı dodatečné programové
akce pro prohledáńı a zpracováńı našeho grafu.
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Samotný algoritmus pak poṕı̌seme v následuj́ıćıch obecných bodech. (V této sou-
vislosti dodáváme, že podrobněji se budeme zp̊usobu formálńıho matematického zápisu
algoritmů věnovat v Lekci 10, ale zde si vystač́ıme s běžným jazykem.)

Algoritmus 8.2. Generické procházeńı souvislé komponenty G grafu

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch hran z
každého vrcholu, plus př́ıpadné ohodnoceńı vrchol̊u a hran.

• Vybereme libovolný počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←{u}.
• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme libovolně v ∈ U ; odebereme U ← U \ {v}. (!)

∗ Pokud stav(v) = zpracovaný, jdeme zpět na start cyklu. (*)

∗ Př́ıpadně provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z v provedeme:

– Necht’ w je druhý konec hrany f = vw;
– pokud stav(w) 6=zpracovaný, odlož́ıme U ← U ∪ {w}. (**)

∗ stav(v)← zpracovaný; na start cyklu.

• Souvislý G je celý prohledaný a zpracovaný.

• Výstup: Př́ıpadné výsledky spoč́ıtané během prohledáváńı.

Pozor, všimněte se, že v bodě (**) obecně docháźı k násobnému ukládáńı odložených vr-
chol̊u, což v praktické implementaci často obejdeme pouhou změnou

”
odloženého stavu“.

Doplňkový bod (*) je nutný jen v př́ıpadě, že násobně uložené kopie stejného vrcholu v
z̊ustávaj́ı v úschovně.

Některé implementace procházeńı grafu

V Algoritmu 8.2 si dobře všimněte, jak je vlastně proveden krok (!);
”
zvoĺıme libovolně

v ∈ U“ ? Právě tato volba je kĺıčová pro výslednou podobu projit́ı grafu G:

• Procházeńı
”
do š́ıřky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta, neboli je

voleno v ∈ U od prvńıch vrchol̊u vložených do úschovny.

• Procházeńı
”
do hloubky“, DFS – úschovna U je implementovaná jako zásobńık, neboli

je voleno v ∈ U od později vložených do úschovny. (Zde je extrémně d̊uležité, že
opakované vložeńı vrcholu v do U jej posune na vršek zásobńıku.)

Dále zmı́ńıme i tyto dva konkrétńı, staré a dobře známé algoritmy př́ımo založené na
prohledáváńı grafu:

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkratš́ı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol nejbližš́ı
(dosud určenou celkovou vzálenost́ı) k počátečńımu u.

• Jarńık̊uv algoritmus pro minimálńı kostru – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol nejbližš́ı
(délkou hrany) ke kterémukoliv již zpracovanému vrcholu.

Poznámka : Jarńık̊uv algoritmus se ve světové literatuře se obvykle připisuje Američanu Primovi,
který jej však objevil a publikoval až skoro 30 let po Jarńıkovi. A co v́ıce, p̊uvod problému
minimálńı kostry je úzce svázán s Brnem, jak si řekneme za chv́ıli.
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Konkrétńı ukázky BFS a DFS

Př́ıklad 8.3. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do š́ı̌rky z vrcholu a.
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany
objevuj́ıćı nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou již zpracované vrcholy a hrany, tlustě
výsledný strom prohledáváńı.

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢❢ s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢❢ s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢

❢❢

s s

s

s

ss

s

s
s

s

a ❢ b

c

d

ef

g

h
i

j

❢

❢
❢

❢

❢ ❢

❢

❢

❢❢❢

✷

Př́ıklad 8.4. Ukázka pr̊uchodu předchoźım grafem do hloubky z vrcholu a.
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8.2 Vzdálenost v grafu

Mimo prohledáváńı celého souvislého grafu, č́ımž se zabýval předchoźı odd́ıl, je častou
úlohou se dostat z mı́sta na mı́sto nejkratš́ı cestou. Ve zjednodušeném podáńı považujeme
každou hranu grafu za jednotkově dlouhou a definujeme následuj́ıćı.

Definice 8.5. Vzdálenost dG(u, v) dvou vrchol̊u u, v v grafu G
je dána délkou nejkratš́ı cesty mezi u a v v G. Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je
vzdálenost definována dG(u, v) =∞.

Komentář: Neformálně řečeno, vzdálenost mezi u, v je rovna nejmenš́ımu počtu hran, které
muśıme překonat, pokud se chceme dostat z u do v. Speciálně dG(u, u) = 0.

s s s s

s s s s

❢ ❢
u v

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdálenost symetrická, tj. dG(u, v) = dG(v, u).

Lema 8.6. Vzdálenost v grafech splňuje trojúhelńıkovou nerovnost:

∀u, v, w ∈ V (G) : dG(u, v) + dG(v, w) ≥ dG(u, w) .

Důkaz. Postupujeme podobně jako v d̊ukaze Lematu 7.10 – pokud máme cesty P, P ′

mezi u, v a mezi v, w, tak existuje cesta Q ⊆ P ∪ P ′ mezi u, w, jež má zřejmě délku
nejvýše dG(u, v) + dG(v, w). Skutečná vzdálenost mezi u, w pak už může být jen menš́ı.

✷

BFS a zjǐstěńı vzdálenosti

Jak nejsnadněji urč́ıme vzdálenost v grafu? Stač́ı si povšimnout hezkých vlastnost́ı
procházeńı grafu do š́ı̌rky.

Věta 8.7. Algoritmus procházeńı grafu do š́ıřky lze použ́ıt pro výpočet grafové vzdálenosti
z daného vrcholu u.

Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u přǐrad́ıme vzdálenost 0,
a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v přǐrad́ıme vzdálenost o 1 větš́ı než
byla vzdálenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı tvrzeńı:
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∗ Necht’ u, v, w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, že dG(u, v) < dG(u, w). Pak
při algoritmu procházeńı grafu G do š́ı̌rky z vrcholu u je vrchol v nalezen dř́ıve než
vrchol w.

V d̊ukaze postupujeme indukćı podle vzdálenosti dG(u, v): Pro dG(u, v) = 0, tj. u = v
je tvrzeńı jasné – vrchol u jako počátek prohledáváńı byl nalezen prvńı. Proto necht’

dG(u, v) = d > 0 a označme v′ souseda vrcholu v bližš́ıho k u, tedy dG(u, v
′) = d − 1.

Obdobně uvažme libovolného souseda w′ vrcholu w. Pak

dG(u, w
′) ≥ dG(u, w)− 1 > dG(u, v)− 1 = dG(u, v

′) ,

a tud́ıž vrchol v′ byl nalezen v prohledáváńı do š́ı̌rky dř́ıve než vrchol w′ podle indukčńıho
předpokladu. To znamená, že v′ se dostal do fronty úschovny dř́ıve než w′. Proto sousedé
v′ (mezi nimiž je v, ale ne w nebot’ v′w neńı hranou) jsou při pokračuj́ıćım prohledáváńı
také nalezeni dř́ıve, než w coby soused w′. ✷

8.3 Hledáńı nejkratš́ı cesty

V daľśım textu se již budeme věnovat graf̊um s
”
obecně dlouhými“ hranami. Zároveň

předeśıláme, že přednášená látka stejně dobře může stavět na orientovaných grafech.

Definice: Vážený graf je graf G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly
w : E(G)→ R. Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.

Definice 8.8. (vážená vzdálenost) Mějme (kladně) vážený graf (G,w).
Váženou délkou cesty P je

dwG(P ) =
∑

e∈E(P )
w(e) .

Váženou vzdálenost́ı v (G,w) mezi dvěma vrcholy u, v pak je

dwG(u, v) = min{dwG(P ) : P je cesta s konci u, v} .

Lema 8.9. Vážená vzdálenost v nezáporně vážených grafech (i orientovaných grafech)
splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.

Př́ıklad 8.10. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı
jejich váhy–délky.)
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Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b? Je jejich
vzdálenost 6? Kdepak, vzdálenost a, b je 5, jej́ı cesta vede po

”
horńıch“ vrcholech, jak je

vyznačeno. Povšimněte si, že tento př́ıklad zároveň ukazuje, že postup prohledáváńım do
š́ı̌rky neńı korektńı pro hledáńı vzdálenost́ı ve váženém grafu. ✷
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Problém nejkratš́ı cesty

Problém nejkratš́ı cesty mezi dvojićı vrchol̊u prostě hledá váženou vzdálenost vrchol̊u
a př́ıslušnou cestu. Jedná se patrně o nejznáměǰśı

”
grafový“ problém v praktických ap-

likaćıch, jenž nalezneme od vyhledáváńı dopravńıch spojeńı, GPS navigaćı, plánováńı
pohyb̊u robota, až po třeba rozhodovaćı systémy.

Tento problém se nejčastěji řeš́ı implementaćı klasického Dijkstrova algoritmu, který
je vhodnou úpravou procházeńı grafu do š́ı̌rky – vyb́ırá vždy vrchol s nejmenš́ı vzdálenost́ı
mezi uschovanými vrcholy.

Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 8.11. Hledáńı nejkratš́ı cesty mezi u a v v kladně váženém grafu.
Tento algoritmus využ́ıvá proměnnou hodnotu (pole) d(x) k ukládáńı nalezených
vzdálenost́ı do každého vrcholu x, vedle samotného vrcholu, přičemž tuto hodnotu pos-
tupně

”
vylepšuje“ až do finálńıho zpracováńı vrcholu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch hran z
každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, d(x)) ∈ U takové, že d(x) je minimálńı.
Odebereme U ← U \

{
(x, d(x))

}
.

∗ Pokud x = v, algoritmus může skončit.

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy;
a necht’ d′(y) = d(x) + w(f) (nová cesta do y přes x).

– Pokud (y, d(y)) 6∈ U , nebo (y, d(y)) ∈ U pro d(y) > d′(y),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, d(y))}

)
∪
{
(y, d′(y))

}

(výměna za novou, lepš́ı dočasnou vzdálenost do y).

• Výstup: d(v) udává váženou vzdálenost z u do v.

Poznámka : V konkrétńı implementaci Dijkstrova algoritmu nejsṕı̌se využijeme nějakou datovou
strukturu podporuj́ıćı rychlé vkládáńı prvk̊u a vyb́ıráńı podle minimálńı hodnoty kĺıče – nejlépe
tedy haldu, a k tomu pole d[x] př́ımo ukládaj́ıćı pr̊uběžně aktualizovanou dočasnou váženou
vzdálenost z u do každého x.

Komentář: Kĺıčem k pochopeńı činnosti Dijkstrova algoritmu je
”
uvidět“, že v každé jeho

fázi jsou správně nalezeny všechny nejkratš́ı cesty z u vedoućı po zpracovaných vrcholech.
Postupem prohledáváńı grafu se tak jednou dostaneme až k určeńı správné vzdálenosti
ćıle v.

Př́ıklad 8.12. Ukázka běhu Dijkstrova Algoritmu 8.11 pro nalezeńı nejkratš́ı cesty
mezi vrcholy u, v v následuj́ıćım váženém grafu.

71



s s

s

s

ss

s

s

u

v

1

5
3

2

3 1

2

1

5
2

2

1

2

❢

❢

0

∞

∞

∞

∞∞

∞

∞
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✷

Důkaz správnosti

Věta 8.13. Dijkstr̊uv Algoritmus 8.11 pro kladně vážený graf (G,w) vždy správně najde
nejkraťśı cestu mezi danými vrcholy u, v.

Důkaz vede přes následuj́ıćı ześılené tvrzeńı indukćı:

• V každé iteraci Algoritmu 8.11 hodnota d(x) udává nejkratš́ı vzdálenost z vrcholu u
do x při cestě pouze po už zpracovaných vnitřńıch vrcholech.

V bázi indukce dovolujeme pouze cesty použ́ıvaj́ıćı u a x, tj. jen hrany vycházej́ıćı
z u. Ty jsou v prvńı iteraci algoritmu probrány a jejich délky uloženy do U . V každém
daľśım kroku je vybrán jako vrchol x ke zpracováńı ten, který má ze všech nezpracovaných
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vrchol̊u nejkratš́ı nalezenou vzdálenost od počátku u. V tom okamžiku je d(x) platnou
vzdálenost́ı do x, nebot’ jakákoliv cesta přes jiný nezpracovaný vrchol nemůže být kratš́ı
d́ıky nezápornosti vah w. Z toho pak vyplývá, že zpracováńı vrcholu x správně uprav́ı
dočasné vzdálenosti odložené do U . Důkaz indukćı je hotov. ✷

8.4 Problém minimálńı kostry

Na závěr této lekce se zaměř́ıme ještě na jednu tradičńı úlohu, která se koncepčně podobá
problému nejkratš́ı cesty. V tomto př́ıpadě nebudeme hledat nejkratš́ı spojeńı mezi dvojićı
vrchol̊u, ale mezi všemi vrcholy najednou – této úloze se ř́ıká minimálńı kostra neboli
MST (

”
minimum spanning tree“). V návaznosti na Odd́ıl 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf T ⊆ G souvislého grafu G se nazývá kostrou, pokud

∗ T je stromem a

∗ V (T ) = V (G), neboli T propojuje všechny vrcholy G.

Váhou (délkou) kostry T ⊆ G váženého souvislého grafu (G,w) rozumı́me

dwG(T ) =
∑

e∈E(T )
w(e) .

Definice 8.14. Problém minimálńı kostry (MST) ve váženém souv. grafu (G,w)
hledá kostru T ⊆ G s nejmenš́ı možnou vahou (přes všechny kostry grafu G).

Komentář: Problém minimálńı kostry je ve skutečnosti historicky úzce svázán s jižńı
Moravou a Brnem, konkrétně s elektrifikaćı jihomoravských vesnic ve dvacátých letech!
Právě na základě tohoto praktického optimalizačńıho problému brněnský matematik Otakar
Bor̊uvka jako prvńı v matematické literatuře zformuloval a podal řešeńı problému minimálńı
kostry v roce 1928. Prvńı ne-českou publikaćı na toto téma je až Kruskal̊uv hladový algo-
ritmus z roku 1956.

Hladové řešeńı minimálńı kostry

Následuj́ıćı postup tzv. hladového nalezeńı minimálńı kostry pocháźı od Kruskala.

Metoda 8.15. Hladový postup pro minimálńı kostru grafu (G,w).
Mějme dán souvislý vážený graf G s ohodnoceńım hran w.

• Seřad́ıme všechny hrany G jako E(G) = (e1, e2, . . . , em) tak, že w(e1) ≤ w(e2) ≤
· · · ≤ w(em).

• Inicializujeme prázdnou kostru T = (V (G), ∅).
• Po řadě pro i = 1, 2, . . . , m provedeme následuj́ıćı:

∗ Pokud T + ei nevytvář́ı kružnici, tak E(T )← E(T ) ∪ {ei}.
(Neboli pokud ei spojuje r̊uzné komponenty souvislosti dosavadńıho T .)

• Na konci T obsahuje minimálńı kostru grafu G (př́ıpadně jednu z několika takových).
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Komentář: Pro ilustraci si ukážeme postup hladového algoritmu pro vyhledáńı kostry
následuj́ıćıho grafu:
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Hrany si nejprve seřad́ıme podle jejich vah 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4.
V obrázku pr̊uběhu algoritmu použ́ıváme tlusté čáry pro vybrané hrany kostry a

tečkované čáry pro zahozené hrany. Hrany ted’ postupně přidáváme do kostry / zahazu-
jeme. . .
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Źıskáme tak minimálńı kostru velikosti 1 + 2 + 2 + 3 + 1 + 1 + 2 = 12, která je v tomto
př́ıpadě (náhodou) cestou, na posledńım obrázku vpravo.

Poznamenáváme, že při jiném seřazeńı hran stejné váhy by kostra mohla vyj́ıt jinak, ale
vždy bude mı́t stejnou velikost 12.

Věta 8.16. Hladový postup korektně spoč́ıtá minimálńı kostru váženého grafu (G,w).

Důkaz (náznak): Pro spor předpokládejme, že T1 je kostra spoč́ıtaná Metodou 8.15
a T2 nějaká minimálńı kostra, kde dwG(T2) < dwG(T1) a rozd́ıl |E(T1)∆E(T2)| je nejmenš́ı.
Necht’ i je nejmenš́ı index takový, že ei ∈ E(T1)∆E(T2). Pak nutně ei ∈ E(T1) \ E(T2)
(proč?), a tud́ıž T2 + ei podle Důsledku 7.18 obsahuje kružnici procházej́ıćı také hranou
ej pro j > i. Potom však T3 = (T2 + ei) \ {ej} je daľśı kostrou maj́ıćı váhu dwG(T2) +
w(ei)− w(ej) ≥ dwG(T2), a proto w(ei) = w(ej). Tud́ıž T3 je minimálńı kostra

”
bližš́ı“ T1

ve smyslu symetrického rozd́ılu, což je spor s volbou T2. ✷

Jarńık̊uv (Primův) algoritmus

Ač koncepčně velmi jednoduchá, má Metoda 8.15 některé problematické implementačńı
detaily, pro které je mnohem častěji použ́ıván následuj́ıćı algoritmus (často připisován
američanu Primovi, ale mnohem dř́ıve publikován Vojtěchem Jarńıkem v 1930), založený
na běžném procházeńı grafu.

Algoritmus 8.17. Hledáńı minimálńı kostry ve váženém grafu (G,w).
Opět mějme dán souvislý vážený graf G s ohodnoceńım hran w. Nı́̌ze uvedená speci-
fická implementace procházeńı grafu využ́ıvá úschovnu rozš́ıřeným zp̊usobem, kdy ukládá
i př́ıchoźı hranu do vrcholu.
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• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch hran z
každého vrcholu, plus váhy w hran.

• Vybereme libovolný počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←
{
(u, ∅)

}
.

Kostra T = (V (G), ∅).
• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, e) ∈ U takové, že w(e) je minimálńı (kde w(∅) = 0).
Odebereme U ← U \

{
(x, e)

}
.

∗ Přidáme E(T )← E(T ) ∪ {e} (nová hrana do budoućı kostry).

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy.

– Pokud (y, f ′) 6∈ U , nebo (y, f ′) ∈ U pro nějaké w(f ′) > w(f),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, f ′)}

)
∪
{
(y, f)

}

(nalezena kratš́ı hrana f mezi zpracovanými a nezpracovanými vrcholy).

• Výstup: T udává výslednou minimálńı kostru.

Poznámka : V konkrétńı implementaci postupujeme stejně jako u Dijkstrova Algoritmu 8.11,
nejlépe za použit́ı haldy ukládaj́ıćı dvojice (y, f) podle kĺıče w(f).

Komentář: Následuje stručná ukázka pr̊uběhu Jarńıkova algoritmu, kde kostru opět
vyznačujeme tučnými čarami a zpracované vrcholu kroužky kolem.
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Rozšǐruj́ıćı studium

S běžnými grafovými algoritmy, které zahrnuj́ı zde uvedené a mnohem v́ıce, se stu-
denti informatiky seznámı́ hlouběji v každém kurzu návrhu algoritm̊u. (Nav́ıc jsou běžné
grafové algoritmy výborně popsány na Wikipedii. . . ) Rozš́ı̌reńı postupu prohledáváńı grafu
nám např́ıklad umožńı vyhledávat 2-souvislé nebo silně-souvislé komponenty. Pro hledáńı
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nejkratš́ı cesty také existuj́ı sofistikovaněǰśı algoritmy, které jsou schopny pracovat i za
př́ıtomnosti záporných hran (ale bez záporných cykl̊u), jako třeba Johnson̊uv algoritmus. My
si dále uvedeme jako př́ıklad Floyd-Warshall̊uv algoritmus s d̊ukazem správnosti v Lekci 11.

Celkově je třeba ř́ıci, že v našem kurzu se na rozd́ıl od kurz̊u algoritmických nezabýváme
v̊ubec otázkami programátorské implementace a efektivity, nýbrž studujeme matematické
aspekty grafových úloh a metod jejich řešeńı. Oba pohledy by pak dobře vybavený informatik
měl znát.

Pokud máte nav́ıc zájem se dozvědět v́ıce o zaj́ımavé české historii problému minimálńı
kostry, přečtěte si v dř́ıve zmı́něné knize Kapitoly z diskrétńı matematiky autor̊u Jǐŕıho
Matouška a Jaroslava Nešetřila.
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9 Orientované grafy, Toky v śıt́ıch

Úvod
Fakt, že grafy se často použ́ıvaj́ı k modelováńı r̊uzných druh̊u śıt́ı z reálného světa, byl

vidět již v předchoźı lekci. Na rozd́ıl třeba od cestńıch śıt́ı se nyńı budeme zabývat typem
śıt’ových úloh, ve kterých neńı podstatná délka hran a spojeńı, nýbž jejich propustnost.
(Typickými př́ıklady jsou potrubńı nebo poč́ıtačové śıtě.) Základńı úlohou v této oblasti
je problém nalezeńı maximálńıho toku v śıti za podmı́nky respektováńı daných kapacit
hran. I na tento problém si uvedeme jednoduchý klasický algoritmus a předevš́ım si budeme
vš́ımat mnohých d̊uležitých matematických d̊usledk̊u tohoto algoritmu, jmenovitě vázaných
k tzv. dualitě maximálńıho toku a minimálńıho řezu, která přirozeně vysvětluje optimalitu
řešeńı mnohých úloh. Následně si ukážeme široké využit́ı tok̊u v śıti, které sahá od grafové
souvislosti až třeba pro problém segmentace obrazu.

Jelikož pro zkoumaný typ śıt’ových úloh je kĺıčová implicitńı orientace každé hrany, v této
lekci začneme samotnou definićı orientovaného grafu a základńımi vlastnostmi; obdobně
úvodńı látce vyložené o grafech v Lekci 7.

Cı́le
Zadefinujeme orientované grafy a uvedeme si jejich základńı vlastnosti, včetně oriento-

vané souvislosti. Definujeme pojem śıtě s kapacitami hran a ukážeme si základńı algoritmus
pro úlohu hledáńı maximálńıho toku. Probereme některé d̊uležité teoretické d̊usledky pos-
tupu nalezeńı maximálńıho toku; předevš́ım dualitu toku a řezu, vyšš́ı úrovně souvislosti
grafu, hledáńı bipartitńıho párováńı a systém̊u r̊uzných reprezentant̊u.

9.1 Základńı pojmy orientovaných graf̊u

Požadavek explicitně vyjádřit směr hrany přirozeně vede na následuj́ıćı definici oriento-
vaného grafu, ve kterém hrany jsou uspořádané dvojice vrchol̊u. (V obrázćıch kresĺıme
orientované hrany se šipkami.)

s s

s

s

s

s

Definice 9.1. Orientovaný graf je uspořádaná dvojice D = (V,E), kde V je množina
vrchol̊u a E ⊆ V × V je množina hran – tj. podmnožina vybraných uspořádaných dvojic
vrchol̊u.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se přirozeně přenášej́ı na orientované grafy.

Značenı́: Hrana (u, v) (zvaná také šipka) v orientovaném grafu D zač́ıná ve vrcholu u a
konč́ı ve (mı́̌ŕı do) vrcholu v. Opačná hrana (v, u) je r̊uzná od (u, v) .

Speciálně hrana tvaru (u, u) se nazývá orientovaná smyčka.

Komentář: Orientované grafy odpov́ıdaj́ı relaćım, které nemuśı být symetrické. Mezi stejnou
dvojićı vrchol̊u mohou tud́ıž existovat dvě hrany v obou směrech, nebo jen kterákoliv jedna z
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nich nebo žádná. Všimněte si také, že orientované grafy implicitně odlǐsujeme od obyčejných
použit́ım ṕısmene D mı́sto dř́ıvěǰśıch G,H.

Např́ıklad orientovaná cesta délky n ≥ 0 je následuj́ıćım grafem na n+ 1 vrcholech

s s s s s

1 2 3
. . .

n n+ 1

a orientovaná kružnice (také cyklus) délky n ≥ 1 vypadá takto:
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Definice: Počet hran zač́ınaj́ıćıch ve vrcholu u orientovaného grafuD nazveme výstupńım
stupněm d+D(u) a počet hran konč́ıćıch v u nazveme vstupńım stupněm d−D(u).

Komentář: Součet všech výstupńıch stupň̊u je přirozeně roven součtu všech vstupńıch
stupň̊u orientovaného grafu. Důkaz viz Věta 7.3.

Všimněte si, že některá literatura použ́ıvá opačná znaménka (−/+) při značeńı
výstupńıch a vstupńıch stupň̊u, ale s t́ım nic nenaděláme a čtenář se prostě vždy muśı
zorientovat a zjistit aktuálńı situaci.

Definice: Symetrizaćı orientovaného grafu D rozumı́me neorientovaný graf G vzniklý

”
zapomenut́ım směru hran“ v D, přesněji V (G) = V (D) a uv ∈ E(G) právě když
{(u, v), (v, u)} ∩ E(D) 6= ∅.

Souvislost na orientovaných grafech

Pojem orientované souvislosti grafu D je natolik fundamentálně odlǐsný od neoriento-
vaného př́ıpadu (což je dáno právě jeho

”
směrovost́ı“), že si zaslouž́ı samostatnou diskusi

i v našem zběžném pohledu na orientované grafy. Uvedeme si na ni odstupňovaně tři
základńı pohledy:

• Slabá souvislost. Jedná se o tradičńı souvislost na symetrizaci grafu D

Komentář: Zjednodušeně a názorně se dá ř́ıci, že při cestováńı grafem
”
zapomeneme“ směr

šipek. Na obrázku:
s s s s s s❢ ❢

Tento př́ıstup sice může vypadat poněkud nesmyslně – proč šipky zavádět a pak zapomı́nat
jejich směr, avšak brzy u tzv. nenasycených cest uvid́ıme smysl představy, že cesta v orient-
vaném grafu se

”
tlač́ı“ proti směru hrany.
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• Dosažitelnost (směrem
”
ven“). Orientovaný graf D je dosažitelný směrem ven, pokud

v něm existuje vrchol v ∈ V (D) takový, že každý vrchol x ∈ V (D) je dosažitelný
orientovaným sledem z v.

s s s s s s

s s s

v ❢

Komentář: Podrobným zkoumáńım následuj́ıćıho obrázku zjist́ıme, že jeho graf neńı
dosažitelný směrem ven, nebot’ chyb́ı možnost dosáhnout vrchol b úplně vpravo. Na druhou
stranu po vypuštěńı b je zbylý graf dosažitelný ven z vrcholu a vlevo.

s

s

s

s

s

s

s

s
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• Silná souvislost. Necht’ ≈ je binárńı relace na vrcholové množině V (D) orientovaného
grafu D taková, že u ≈ v právě když existuje dvojice orientovaných cest – jedna z u
do v a druhá z v do u v grafu D. Pak ≈ je relace ekvivalence.

s s s s s su v❢ ❢

Definice 9.2. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou tř́ıdy ekvivalance relace ≈ uvedené v předchoźım. Orientovaný graf D je silně
souvislý pokud má nejvýše jednu silnou komponentu.

Komentář: Pro ilustraci si mı́rně uprav́ıme dř́ıve prezentovaný orientovaný graf tak, že bude
dosažitelný z nejlevěǰśıho vrcholu. Je výsledek silně souvislý?
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Ne, na obrázku jsou vyznačené jeho 4 silné komponenty. Vpravo zároveň uvád́ıme pro ilus-
traci obrázek kondenzace silných komponent tohoto grafu, což je acyklický orientovaný graf
s vrcholy reprezentuj́ıćımi zmı́něné silné komponenty a směry hran mezi nima.

Pro zv́ıdavé čtenáře poznamenáváme, že si mohou definici silné komponenty porovnat s
jádrem předuspořádáńı v Odd́ıle 5.4. Kde vid́ıte drobný rozd́ıl?
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9.2 Definice śıtě a toku

Základńı strukturou pro reprezentaci śıt́ı je vážený orientovaný graf (přičemž implicitńı
směr hran je v tomto kontextu nezbytný). Váhy (hran) v takovém modelu vyjadřuj́ı

”
kapacity“ jednotlivých spoj̊u a nás zaj́ımá, jak mnoho uvažované substance dokážeme
(r̊uznými cestami) přenést z daného zdroje do stoku. Podstata substance neńı d̊uležitá,
ale ta muśı být vhodně rozdělitelná.

Definice 9.3. Śıt’ je čtveřice S = (D, z, s, w), kde
∗ D je orientovaný graf,

∗ vrcholy z ∈ V (D), s ∈ V (D) jsou zdroj a stok,

∗ w : E(D)→ R

+ je kladné ohodnoceńı hran, zvané kapacita hran.

Komentář:

s s

ss

3

1

4

5

1

5

3

2
2

4

2

z s

Na obrázku je zakreslena śıt’ s vyznačeným zdrojem z a stokem s, jej́ıž kapacity hran jsou
zapsány č́ısly u hran. Šipky udávaj́ı směr hran, tedy směr prouděńı uvažované substance
po spojnićıch. Pokud směr prouděńı neńı d̊uležitý, vedeme mezi vrcholy dvojici opačně
orientovaných hran se stejnou kapacitou. Kapacity hran pak omezuj́ı maximálńı množstv́ı
přenášené substance.

Poznámka : V praxi může být zdroj̊u a stok̊u v́ıce, ale v definici stač́ı pouze jeden zdroj a stok,
z něhož / do nějž vedou hrany do ostatńıch zdroj̊u / stok̊u. (Dokonce pak r̊uzné zdroje a stoky
mohou mı́t své kapacity.)

Velikost toku v śıti

V souladu s praktickými aspekty nás u toku v śıti zaj́ımá předevš́ım to, jaké
”
množstv́ı“

substance (velikost toku) se skutečně přenese od zdroje ke stoku.

Značenı́: Pro jednoduchost ṕı̌seme ve výrazech značku e → v pro hranu e konč́ıćı ve
vrcholu v a e← v pro hranu e zač́ınaj́ıćı z v.

Definice 9.4. Tok v śıti S = (D, z, s, w) je funkce f : E(D)→ R

+
0 splňuj́ıćı

∗ ∀e ∈ E(D) : 0 ≤ f(e) ≤ w(e),

∗ ∀v ∈ V (D), v 6= z, s :
∑

e→v

f(e) =
∑

e←v

f(e).

Velikost toku f je dána výrazem ‖f‖ = ∑

e←z

f(e)− ∑
e→z

f(e).

Značenı́: Tok a kapacitu hran v obrázku śıtě budeme zjednodušeně zapisovat ve formátu
F/C, kde F je hodnota toku na hraně a C je jej́ı kapacita.
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Komentář: Neformálně tok znamená, kolik substance je každou hranou zrovna přenášeno
(ve směru této hrany, proto hrany muśı být orientované). Tok je pochopitelně nezáporný a
dosahuje nejvýše dané kapacity hrany. Nav́ıc je nutno v každém vrcholu mimo z, s splnit
podmı́nku

”
zachováńı substance“.

s s

ss

3/3

0/1

2/4

3/5

0/1
0/2

0/2

3/4

2/2

2/5

0/3

z s

Ve vyobrazeném př́ıkladě vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznámka : Obdobně se dá velikost toku definovat u stoku (či i na obecném řezu v śıti, viz dále),
nebot’ plat́ı následuj́ıćı identita odvozená z vlastnosti zachováńı substance v definici toku

0 =
∑

e∈E

(
f(e)− f(e)

)
=
∑

v∈V

(
∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

=
∑

v=z,s

(
∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

.

Proto velikost toku poč́ıtaná u zdroje je rovna opačné velikosti toku poč́ıtaného u stoku
(
∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

=

(
∑

e→s

f(e)−
∑

e←s

f(e)

)

.

9.3 Nalezeńı maximálńıho toku

Naš́ım úkolem je naj́ıt co největš́ı př́ıpustný tok v dané śıti. Pro jeho nalezeńı existuj́ı
jednoduché a velmi rychlé algoritmy. Nav́ıc tyto algoritmy maj́ı zaj́ımavé teoretické sou-
vislosti a d̊usledky uvedené později.

Definice 9.5. Úloha hledáńı maximálńıho toku v śıti S = (D, z, s, w).
Úkolem je v śıti S naj́ıt tok f ze zdroje z do stoku s podle Definice 9.4 takový, který
maximalizuje velikost ‖f‖.

Komentář: Tok velikosti 5 uvedený v ukázce v předchoźı části nebyl optimálńı, nebot’ v této
śıti najdeme i tok velikosti 6:

s s

ss

3/3

0/1

2/4

3/5

0/1
0/2

0/2

3/4

2/2

2/5

0/3

3/3

0/1

3=2/4

4=3/5

0/1
0/2

0/2

4=3/4

2/2

2/5

1=0/3

z s

Jak však poznáme, že větš́ı tok již v dané śıti neexistuje? V této konkrétńı ukázce to neńı
obt́ıžné, vid́ıme totiž, že obě dvě hrany přicházej́ıćı do stoku maj́ı součet kapacit 2 + 4 + 6,
takže v́ıce než 6 do stoku ani přitéct nemůže. V obecnosti lze použ́ıt obdobnou úvahu, kdy
najdeme podmnožinu hran, které nelze tokem

”
obej́ıt“ a které v součtu kapacit daj́ı velikost

našeho toku. Existuje však taková množina hran vždy? Odpověd’ nám dá následuj́ıćı definice
a věta.
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Pojem řezu v śıti

Definice 9.6. Řez v śıti S = (D, z, s, w) je podmnožina hran X ⊆ E(D)
taková, že v podgrafu D −X (tj. po odebráńı hran X z D) nezbude žádná orientovaná
cesta ze z do s. Velikost́ı řezuX rozumı́me součet kapacit hran zX , tj. ‖X‖ =∑e∈X w(e).

Zcela kĺıčovým poznatkem śıt’ových úloh je následuj́ıćı velmi hezká charakterizace
jejich optimálńıho řešeńı

Věta 9.7. Maximálńı velikost př́ıpustného toku v śıti je vždy rovna minimálńı velikosti
řezu v ńı.

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme trochu jinou śıt’ s ukázkou netriviálńıho
minimálńıho řezu velikosti 5, naznačeného svislou čárkovanou čarou. Všimněte si dobře,
že definice řezu mluv́ı o přerušeńı všech orientovaných cest ze z do s, takže do řezu stač́ı
započ́ıtat hrany jdoućı přes svislou čáru od z do s, ale ne hranu jdoućı zpět. Proto je velikost
vyznačeného řezu 1 + 4 = 5.

s s

ss

3

4

4

1

1

4

2

1

2
z s

Důkaz Věty 9.7 bude proveden následuj́ıćım Algoritmem 9.9.

Nenasycené cesty v śıti

Definice: Mějme śıt’ S a v ńı tok f . Nenasycená cesta P (v S vzhledem k f) je neorien-
tovaná cesta v D mezi určenými vrcholy (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazuj́ıćıch
libovolně orientovaných hran e1, e2, . . . , em, kde f(ei) < w(ei) pro ei ve směru ze z do s
a f(ej) > 0 pro ej v opačném směru.

Hodnotě w(ei) − f(ei) > 0 pro hrany ei ve směru z u do v a hodnotě f(ej) > 0 pro
hrany ej v opačném směru ř́ıkáme rezerva kapacity hran. Nenasycená cesta je tud́ıž cesta
s kladnými rezervami kapacit všech hran.

Komentář: Zde vid́ıme př́ıklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimálńı rezervou
kapacity +1.

s s s s
3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
z s

Všimněte si dobře, že cesta neńı orientovaná, takže hrany na ńı jsou v obou směrech.

Metoda 9.8. Maximálńı tok vylepšováńım nenasycených cest.
Základńı myšlenkou této jednoduché metody hledáńı maximálńıho toku v dané śıti je prostě
opakovaně vylepšovat tok podél nalezených nenasycených cest.

Komentář: Ve výše zakresleném obrázku nenasycené cesty byla minimálńı rezerva kapacity
ve výši +1, a tud́ıž nasyceńım této cesty o velikost toku 1 vzniká následuj́ıćı fragment
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př́ıpustného toku v śıti:

s s s s
4/4 2/2 0/1 1/3 3/4

z s

Zaj́ımavé je se pod́ıvat, co se stalo s prostředńımi zpětně orientovanými hranami – fakticky
byl jejich zpětný tok o 1 sńıžen/zastaven, přičemž toto množstv́ı nyńı

”
teče doprava“ (velmi

neformálně řečeno).

Fakt: Je-li minimálńı rezerva kapacity hran nenasycené cesty P ze z do s ve výši r > 0,
pak tok ze z do s zvýš́ıme o hodnotu r následovně;

∗ pro hrany ei ∈ E(P ) ve směru ze z do s zvýš́ıme tok na f ′(ei) = f(ei) + r,

∗ pro hrany ej ∈ E(P ) ve směru ze s do z sńıž́ıme tok na f ′(ej) = f(ej)− r.
Výsledný tok f ′ pak bude opět př́ıpustný.

Základńı algoritmus nenasycených cest

Rámcové implementačńı podrobnosti Metody 9.8 následuj́ı v popise konkrétńıho algo-
ritmu.

Algoritmus 9.9. Ford–Fulkerson̊uv pro tok v śıti.

• Vstup: Śıt’ S = (D, z, s, w) podle Definice 9.3.

• Tok f ← (0, 0, . . . 0).

• Dále opakujeme následuj́ıćı:

∗ Prohledáváńım grafu najdeme množinu U vrchol̊u D, do kterých se dostaneme
ze z po nenasycených cestách.

∗ Pokud s ∈ U , necht’ P znač́ı nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.

– Zvětš́ıme tok f o minimálńı rezervu kapacity hran v P .

• Opakujeme kroky výše, dokud nenastane s 6∈ U .
• Výstup: Vyṕı̌seme maximálńı tok f a také minimálńı řez jako množinu všech hran
vedoućıch z U do V (D)− U .

Př́ıklad 9.10. Ukázka pr̊uběhu Algoritmu 9.9

Následuj́ı obrázky jednotlivých krok̊u algoritmu, kde vždy levý obrázek zvýrazńı ne-
nasycenou cestu a vpravo se nasyceńım zvýš́ı celkový tok.

s s

ss

0/3

0/4

0/4

0/1

0/1

0/4

0/2
0/1

0/2
tok= 0z s
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s s

ss

0/3 0/4

0/1

0/1

0/4

0/2
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1/1

z s

s s

ss1/4

0/1

0/1

1/2
1/1

0/2

0/3 0/4
0/4

z s

s s

ss1/4

0/1

0/1

1/2
1/1

0/2

3/3 3/4
3/4

z s

s s

ss

0/1

3/3

0/1

1/2
1/11/4

0/2

3/4
3/4

z s

s s

ss

0/1

3/3

0/1

1/2
1/12/4

1/2

4/4
4/4

z s

s s

ss

0/1

3/3

0/1

1/2
2/4

1/2

4/4❢

❢
U 1/1

4/4

nasycenoz s

Závěrečný obrázek pak ukazuje výsledný tok velikosti 5 zároveň se zvýrazněným
minimálńım řezem stejné velikosti. ✷

Důkaz a d̊usledky Ford–Fulkersonova algoritmu

Důkaz správnosti Algoritmu 9.9: Pro každý tok f a každý řez X v śıti S plat́ı ‖f‖ ≤
‖X‖. Jestliže po zastaveńı algoritmu s tokem f nalezneme v śıti S řez o stejné velikosti
‖X‖ = ‖f‖, je jasné, že jsme našli maximálńı možný tok v śıti S. (Pozor, zastaveńı
algoritmu jsme zat́ım nezd̊uvodnili, to neńı tak jednoduché.)

Takže dokažme, že po zastaveńı algoritmu nastane rovnost ‖f‖ = ‖X‖, kde X je
vypsaný řez mezi U a zbytkem grafu D. Vezměme tok f v S bez nenasycené cesty ze z
do s. Pak množina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypadá situace takto:

f(e) = w(e)

f(e) = 0

U
z s

Jelikož z U žádné nenasycené cesty dále nevedou, má každá hrana e ← U (odcházej́ıćı
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z U) plný tok f(e) = w(e) a každá hrana e→ U (přicházej́ıćı do U) tok f(e) = 0, takže

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e) =
∑

e←U

f(e) =
∑

e∈X

w(e) = ‖X‖ .

Na druhou stranu, když v sumě uvažujeme všechny hrany grafu indukované na naš́ı
množině U , tj. e ∈ E(D ↾ U), analogicky dostaneme požadované

0 =
∑

e∈E(D↾U)

(
f(e)− f(e)

)
=
∑

v∈U

(
∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

−
(
∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

=

=

(
∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

−
(
∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

= ‖f‖ − ‖X‖ , tj. ‖f‖ = ‖X‖ .
✷

Z d̊ukazu Algoritmu 9.9 pak odvod́ıme několik zaj́ımavých fakt̊u:

Fakt: Pokud zajist́ıme, že Algoritmus 9.9 vždy skonč́ı, zároveň t́ım dokážeme i platnost
Věty 9.7.

Fakt: Pro celoč́ıselné kapacity hran śıtě S Algoritmus 9.9 vždy skonč́ı.

Fakt: Existuj́ı snadná vylepšeńı Algoritmu 9.9 (jako Edmonds–Karp či Dinitz), u kterých
je zaručeno, že výpočet vždy skonč́ı. Obecně k dosažeńı tohoto ćıle postač́ı vždy uvažovat
pouze nejkratš́ı nenasycené cesty, což je ale mimo dosah našeho kurzu.

Pro daľśı využit́ı v teorii graf̊u je asi nejd̊uležitěǰśı tento poznatek:

Důsledek 9.11. Pokud jsou kapacity hran śıtě S celoč́ıselné, optimálńı tok také vyjde
celoč́ıselně.

Důkaz: Postupujeme jednoduchou indukćı podle iteraćı Algoritmu 9.9:
Algoritmus zač́ıná s celoč́ıselným tokem 0. V každé daľśı iteraci bude na počátku tok
všemi hranami celoč́ıselný, tud́ıž i rezervy kapacit hran vyjdou (rozd́ılem od celoč́ıselné
kapacity) celoč́ıselně. Proto i hodnoty toku budou změněny jen celoč́ıselně, což zakončuje
indukčńı krok. ✷

9.4 Zobecněné použit́ı śıt́ı

Pojmy śıtě a tok̊u v ńı lze v kombinatorické optimalizaci zobecnit a využ́ıt několika směry.
My si zde stručně uvedeme následuj́ıćı možnosti.

• Śıtě s kapacitami vrchol̊u:

U śıtě můžeme zadat kapacity vrchol̊u, neboli kapacitńı váhová funkce je dána jako w :
E(D) ∪ V (D)→ R

+. Takovou śıt’
”
zdvojeńım“ vrchol̊u snadno převedeme na běžnou

śıt’, ve které kapacity p̊uvodńıch vrchol̊u budou uvedeny u nových hran spojuj́ıćıch
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zdvojené vrcholy. Viz neformálńı schéma:

s

s

5

43

5

2

a

b
z

s

❀

s

ss

s

5

4

3

5

2

a

b
z

s

• Śıtě s dolńımi kapacitami:

Pro hrany śıtě lze zadat také jejich minimálńı kapacity, tedy dolńı meze př́ıpustného
toku, jako váhovou funkci ℓ : E(D) → R

+
0 . Př́ıpustný tok pak muśı splňovat ℓ(e) ≤

f(e) ≤ w(e) pro všechny hrany e. V této modifikaci úlohy již př́ıpustný tok nemuśı
v̊ubec existovat, takže postup řešeńı muśı zavést počátečńı fázi, ve které se nějaký tok
splňuj́ıćı minimálńı kapacity nalezne vhodnou úpravou zadané śıtě. Poté se pokračuje
metodou nenasycených cest.

Bipartitńı párováńı

Biparitńı grafy jsou grafy, jejichž vrcholy lze rozdělit do dvou množin tak, že všechny
hrany vedou jen mezi těmito množinami, neboli podgrafy úplných bipartitńıch graf̊u.

Definice: Párováńı v (nyńı biparitńım) grafu G je podmnožina hranM ⊂ E(G) taková,
že žádné dvě hrany z M nesd́ılej́ı koncový vrchol.

Komentář: Úlohu nalézt v daném bipartitńım grafu co největš́ı párováńı lze poměrně snadno
vyřešit pomoćı tok̊u ve vhodně definované śıti. Uvedená metoda použit́ı tok̊u v śıti na řešeńı
problému párováńı přitom hezky ilustruje obecný př́ıstup, jakým toky v śıt́ıch pomohou
řešit i úlohy, které na prvńı pohled se śıtěmi nemaj́ı nic společného.

Metoda 9.12. Nalezeńı bipartitńıho párováńı
Pro daný bipartitńı graf G s vrcholy rozdělenými do množin A,B sestroj́ıme śıt’ S
následovně:

s s

s s

s s

s s
A B

1 1

1 1

z s

• Všechny hrany śıtě S orientujeme od zdroje do stoku a přǐrad́ıme jim kapacity 1.

• Nyńı najdeme (celoč́ıselný) maximálńı tok v S Algoritmem 9.9. Do párováńı vlož́ıme
ty hrany grafu G, které maj́ı nenulový tok.

Důkaz správnosti Metody 9.12: Podle Důsledku 9.11 bude maximálńı tok celoč́ıselný,
a proto každou hranou poteče bud’ 0 nebo 1. Jelikož však do každého vrcholu v A může
ze zdroje přitéct jen tok 1, bude z každého vrcholu A vybrána do párováńı nejvýše jedna
hrana. Stejně tak odvod́ıme, že z každého vrcholu B bude vybrána nejvýše jedna hrana,
a proto vybraná množina skutečně bude párováńım. Zároveň to bude největš́ı možné
párováńı, protože z každého párováńı lze naopak vytvořit tok př́ıslušné velikosti a větš́ı
než nalezený tok v S neexistuje. ✷
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Poznámka : Popsaná metoda je základem tzv. Mad’arského algoritmu pro párováńı v bipartitńıch
grafech. Úlohu nalezeńı maximálńıho párováńı lze definovat i pro obecné grafy a také ji efektivně
algoritmicky vyřešit, ale př́ıslušný algoritmus [Edmonds̊uv] neńı jednoduchý.

Výběr r̊uzných reprezentant̊u

Definice: Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Systémem r̊uzných repre-
zentant̊u množin M1,M2, . . . ,Mk nazýváme takovou posloupnost r̊uzných prvk̊u
(x1, x2, . . . , xk), že xi ∈Mi pro i = 1, 2, . . . , k.

Důležitým a dobře známým výsledkem v této oblasti je Hallova věta plně popisuj́ıćı, kdy
lze systém r̊uzných reprezentant̊u daných množin nalézt.

Věta 9.13. Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Pro tyto množiny existuje
systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když plat́ı

∀J ⊂ {1, 2, . . . , k} :
∣
∣
∣

⋃

j∈J
Mj

∣
∣
∣ ≥ |J | ,

neboli pokud sjednoceńı libovolné skupiny z těchto množin má alespoň tolik prvk̊u, kolik
množin je sjednoceno.

Důkaz: Označme x1, x2, . . . , xm po řadě všechny prvky ve sjednoceńıM1∪M2∪· · ·∪Mk.
Definujeme si bipartitńı grafG na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , k}∪{x1, x2, . . . , xm}∪{u, v},
ve kterém jsou hrany {u, i} pro i = 1, 2, . . . , k, hrany {v, xj} pro j = 1, 2, . . . , m a hrany
{i, xj} pro všechny dvojice i, j, pro které xj ∈Mi.

Komentář: Konstrukce našeho grafu G je obdobná konstrukci śıtě v Metodě 9.12: Vrcholy
u a v odpov́ıdaj́ı zdroji a stoku, ostatńı hrany přicházej́ıćı do vrcholu xj znázorňuj́ı všechny
z daných množin, které obsahuj́ı prvek xj .

Cesta mezi u a v má tvar u, i, xj , v, a tud́ıž ukazuje na reprezentanta xj ∈Mi. Systém
r̊uzných reprezentant̊u tak odpov́ıdá k disjunktńım cestám mezi u a v. Necht’ X je nyńı
libovolná minimálńı množina vrchol̊u v G, neobsahuj́ıćı samotné u a v, po jej́ımž odebráńı
z grafu nezbude žádná cesta mezi u a v. Podle této úvahy maj́ı naše množiny systém
r̊uzných reprezentant̊u, právě když každá taková odděluj́ıćı množina X má aspoň k prvk̊u.

Položme J = {1, 2, . . . , k} \ X . Pak každá hrana z J (mimo u) vede do vrchol̊u z
X ∩ {x1, . . . , xm} (aby nevznikla cesta mezi u, v), a proto

∣
∣
∣

⋃

j∈J
Mj

∣
∣
∣ = |X ∩ {x1, . . . , xm}| = |X| − |X ∩ {1, . . . , k}| = |X| − k + |J | .

(Prvńı rovnost vyplývá z minimality množiny X .) Vid́ıme tedy, že |X| ≥ k pro všechny

(minimálńı) volby odděluj́ıćı X , právě když
∣
∣
∣
⋃

j∈J Mj

∣
∣
∣ ≥ |J | pro všechny volby J , což je

dokazovaná podmı́nka naš́ı věty. ✷

Poznámka : Tento d̊ukaz nám také dává návod, jak systém r̊uzných reprezentant̊u pro dané
množiny nalézt – stač́ı použ́ıt Algoritmus 9.9 na vhodně odvozenou śıt’.

Rozšǐruj́ıćı studium

.................................................

87



10 Formalizace a d̊ukazy pro algoritmy

Úvod
Po předchoźı převážně matematické látce se náš výklad obraćı bezprostředně k infor-

matice. Mnoźı z vás si asi již všimli, že uměńı programovat neńı zdaleka jen o tom naučit
se syntaxi programovaćıho jazyka, ale předevš́ım o schopnosti vytvářet a správně formálně
zapisovat algoritmy. Přitom třeba situace, kdy programátorem zapsaný kód ve skutečnosti
poč́ıtá něco trochu jiného, než si autor představuje, je snad nejčastěǰśı programátorskou
chybou – o to zákeřněǰśı, že ji žádný

”
chytrý“ překladač nem̊uže odhalit.

Proto již na počátku studia informatiky je žádoućı klást d̊uraz na správné chápáńı zápisu
algoritm̊u i na přesné d̊ukazy jejich vlastnost́ı a správnosti. A to je téma, kterému se budeme
věnovat následuj́ıćı dvě lekce.

Cı́le
Bude zaveden zp̊usob formálńıho zápisu algoritm̊u pro potřeby daľśıho výkladu, nezávisle

na konkrétńıch programovaćıch jazyćıch. Na tomto formalismu pak bude ukazováno správné
chápáńı chováńı algoritm̊u a př́ıklady d̊ukaz̊u na konkrétńıch

”
malých“ algoritmech.

Nejd̊uležitěǰśı technikou d̊ukaz̊u bude matematická indukce. Na druhou stranu je třeba do-
dat, že uváděné algoritmy jsou pouze bezvýznamné ilustrativńı ukázky pro cvičeńı d̊ukaz̊u
a neńı úkolem tohoto textu učit čtenáře návrhu algoritm̊u.

10.1 Formálńı popis algoritmu

Před samotným závěrem našeho matematického kurzu si položme kĺıčovou otázku, co
je vlastně algoritmus? Když se na t́ım zamysĺıte, asi zjist́ıte, že to neńı tak jednoduché
přesně ř́ıci. Dokonce je to natolik obt́ıžná otázka, že si zde můžeme podat jen docela
zjednodušenou (či naivńı?) odpověd’, přesto však dostatečnou pro zamýšlenou demon-
straci matematických d̊ukaz̊u pro běžné algoritmy.

Poznámka : Za definici algoritmu je obecně přij́ımána tzv. Church–Turingova teze tvrd́ıćı, že
všechny algoritmy lze

”
simulovat“ na Turingově stroji. Jedná se sice o přesnou, ale značně

nepraktickou definici. Mimo Turingova stroje existuj́ı i jiné matematické modely výpočt̊u, jako
třeba stroj RAM, který je abstrakćı skutečného strojového kódu, nebo také třeba tzv. neproce-
durálńı (neimperativńı) modely zahrnuj́ıćı funkcionálńı a logické programováńı.

Konvence 10.1. Zjednodušeně zde algoritmem rozumı́me konečnou posloupnost ele-
mentárńıch výpočetńıch krok̊u, ve které každý daľśı krok vhodně 1 využ́ıvá (neboli záviśı
na) vstupńı údaje či hodnoty vypočtené v předchoźıch kroćıch. Tuto závislost přitom
poj́ımáme zcela obecně nejen na operandy, ale i na vykonávané instrukce v kroćıch.

Pro zápis algoritmu a jeho zpřehledněńı a zkráceńı využ́ıváme ř́ıd́ıćı konstrukce –
podmı́něná větveńı a cykly.

Komentář: Vid́ıte, jak bĺızké si jsou konstruktivńı matematické d̊ukazy a algoritmy v našem
pojet́ı? Jedná se nakonec o jeden ze záměr̊u našeho př́ıstupu. . .

1Zv́ıdav́ı studenti si mohou na tomto mı́stě uvědomit, že ve sl̊uvku
”
vhodně“ se skrývá celá hloubka

Church–Turingovy teze. V žádném př́ıpadě tak nelze mechanicky bez zamyšleńı obracet, že by každá
posloupnost krok̊u atd . . . byla algoritmem ve smyslu této teze (viz také Lekce 12).
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Př́ıklad 10.2. Zápis algoritmu pro výpočet pr̊uměru daného pole a[] s n prvky.

Algoritmus.

• Inicializujeme sum← 0 ;

• postupně pro i=0,1,2,...,n-1 provedeme

∗ sum← sum+a[i] ;

• vyṕı̌seme pod́ıl (sum/n) . ✷

Ve
”
vyšš́ı úrovni“ formálnosti (s jasněǰśım vyznačeńım elementárńıch krok̊u a ř́ıd́ıćıch

struktur algoritmu) se totéž dá zapsat jako:

Algoritmus 10.3. Pr̊uměr z daného pole a[] s n prvky.

input pole a[] délky n;
sum← 0;

foreach i← 0,1,2,...,n-1 do

sum← sum+a[i];

done

res← sum/n;

output res;

Symbolický zápis algoritmů

Značenı́. Pro potřeby symbolického formálńıho zápisu algoritmů v předmětu FI: IB000
si zavedeme následuj́ıćı pravidla:

∗ Proměnné nebudeme deklarovat ani typovat, pole odlǐśıme závorkami p[].

∗ Přiřazeńı hodnoty zapisujeme a← b, př́ıpadně a := b, ale nikdy ne a=b.

∗ Jako elementárńı operace je možné použ́ıt jakékoliv aritmetické výrazy v běžném
matematickém zápise. Rozsahem a přesnost́ı č́ısel se zde nezabýváme.

∗ Podmı́něné větveńı uvedeme kĺıčovými slovy if ... then ... else ... fi , kde
else větev lze vynechat (a někdy, na jednom řádku, i fi).

∗ Pevný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy foreach ... do ... done , kde část za
foreach muśı obsahovat předem danou množinu hodnot pro přǐrazováńı do ř́ıd́ıćı
proměnné.

∗ Podmı́něný cyklus uvedeme kĺıčovými slovy while ... do ... done . Zde se může
za while vyskytovat jakákoliv logická podmı́nka.

∗ V zápise použ́ıváme jasné odsazováńı (zleva) podle úrovně zanořeńı ř́ıd́ıćıch struktur
(což jsou if, foreach, while).

∗ Pokud je to dostatečně jasné, elementárńı operace nebo podmı́nky můžeme i ve
formálńım zápise popsat běžným jazykem.

Vyzbrojeni t́ımto značeńım a matematickým aparátem
”
dokazováńı“ si nyńı můžeme

dovolit se pod́ıvat na mnohé základńı (a jednoduché) algoritmy novým kritickým pohle-
dem.
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Co poč́ıtá následuj́ıćı algoritmus?

Př́ıklad 10.4. Je dán následuj́ıćı symbolicky zapsaný algoritmus. Co je jeho výstupem
v závislosti na vstupech a, b?

Algoritmus 10.5.
input a, b;

res← 7;

foreach i← 1,2,...,b-1,b do

res ← res + a + 2·b + 8;
done

output res;

Nejprve si zkusmo vypoč́ıtáme hodnoty výsledku res v počátečńıch iteraćıch cyklu:

b = 0: res = 7,
b = 1: res = 7 + a+ 2b+ 8,
b = 2: res = 7 + (a+ 2b+ 8) + (a + 2b+ 8), . . .

Co dále? Výčet hodnot naznačuje pravidelnost a závěr, že obecný výsledek po b iteraćıch
cyklu bude mı́t hodnotu

res = 7 + b(a + 2b+ 8) = ab+ 2b2 + 8b+ 7 .

Jak však toto dokážeme? Nejlépe asi indukćı podle vstupńı hodnoty b, ale to neńı formálně
úplně přesné, nebot’ s hodnotou b muśıme pracovat jako se zcela obecným pevným
parametrem a zároveň ji měnit(?) podle potřeb indukce. Pro tuto část odkazujeme do
Odd́ılu 10.3. ✷

10.2 O
”
správnosti“ a dokazováńı programů

Jak se máme přesvědčit, že je daný program poč́ıtá
”
správně“?

∗ Co třeba laděńı programů? Jelikož počet možných vstupńıch hodnot je (v principu)
neohraničený, nelze otestovat všechna možná vstupńı data.

∗ Situace je zvláště komplikovaná v př́ıpadě paralelńıch, randomizovaných, interak-
tivńıch a nekonč́ıćıch programů (operačńı systémy, systémy ř́ızeńı provozu apod.).
Takové systémy maj́ı nedeterministické chováńı a opakované experimenty vedou k
r̊uzným výsledk̊um. (Nelze je tud́ıž ani rozumně ladit, respektive laděńı poskytne jen
velmi nedostatečnou záruku správného chováńı za jiných okolnost́ı. . . )

∗ V některých př́ıpadech je však třeba mı́t naprostou jistotu, že program funguje tak
jak má, př́ıpadně že splňuje základńı bezpečnostńı požadavky.

– Pro
”
malé“ algoritmy je možné podat přesný matematický d̊ukaz správnosti.

– Nar̊ustaj́ıćı složitosti programových systémů a požadavky na jejich bezpečnost si
pak vynucuj́ı vývoj jiných

”
spolehlivých“ formálńıch verifikačńıch metod.

Komentář: Mimochodem, co to vlastně znamená
”
poč́ıtat správně“?
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Ukázka formálńıho d̊ukazu algoritmu

Př́ıklad 10.6. Je dán následuj́ıćı symbolicky zapsaný algoritmus. Dokažte, že jeho
výsledkem je

”
výměna“ vstupńıch hodnot a, b.

Algoritmus 10.7.
input a, b;

a ← a+b;

b ← a-b;

a ← a-b;

output a, b;

Pro správný formálńı d̊ukaz si muśıme nejprve uvědomit, že je třeba symbolicky odlǐsit
od sebe proměnné a,b od jejich daných vstupńıch hodnot, třeba ha, hb. Nyńı v kroćıch
algoritmu poč́ıtáme hodnoty proměnných:

∗ a = ha, b = hb,
∗ a← a+ b = ha + hb, b = hb,
∗ a = ha + hb, b← a− b = ha + hb − hb = ha,
∗ a← a− b = ha + hb − ha = hb, b = ha,

V jednotlivých kroćıch tak jasně vid́ıme, že pro kterékoliv vstupńı hodnoty ha, hb bude
ve výsledku obsahem proměnné a hodnota hb a obsahem proměnné b hodnota ha. T́ımto
jsme s d̊ukazem hotovi. ✷

10.3 Jednoduché indukčńı dokazováńı

Př́ıklad 10.6 je poněkud extrémńı ukázkou ve smyslu toho, že v praxi jen málokdy zk-
oumaný algoritmus udělá tak málo krok̊u, že bychom každý krok mohli studovat zvlášt’.
Předevš́ım počet krok̊u (cykl̊u či iteraćı) býva proměnný a závislý na vstupu a pak
muśı nastoupit lepš́ı d̊ukazové prostředky, předevš́ım matematická indukce, která je

”
jako

stvořená“ pro formálńı uchopeńı opakovaných sekvenćı v algoritmech.

Př́ıklad 10.8. Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus v závislosti na vstupech a, b navrát́ı
výsledek ab+ 2b2 + 8b+ 7 (viz Př́ıklad 10.4).

Algoritmus 10.9.
input a, b;

res← 7;

foreach i← 1,2,...,b-1,b do

res ← res + a + 2·b + 8;
done

output res;

V prvé řadě si z d̊uvodu formálńı přesnosti přeznač́ıme mez cyklu v algoritmu na
foreach i← 1,2,...,c do .. (kde c = b). To děláme proto, že jinak by se nám pletla
hodnota b vstupuj́ıćı do přǐrazeńı do proměnné res s hodnotou počtu provedených iteraćı
cyklu. Poté postupujeme přirozeně indukćı podle počtu c iteraćı (už nezávisle na vstupńı
hodnotě b); dokazujeme, že výsledek výpočtu algoritmu bude

res = (a+ 2b+ 8)c+ 7 = ac+ 2bc+ 8c+ 7 .
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Pro c = 0 je výsledek správně res = 0 + 7. Pokud dále předpokládáme platnost
vztahu res = ac + 2bc + 8c + 7 po nějakých c iteraćıch cyklu foreach, tak následuj́ıćı
iterace pro i← c+ 1 (jej́ıž pr̊uběh na samotné hodnotě i nezálež́ı) změńı hodnotu na

res ← res+ a+ 2b+ 8 = ac+ 2bc+ 8c+ 7 + a + 2b+ 8 =

= a(c+ 1) + 2b(c+ 1) + 8(c+ 1) + 7 .

Důkaz indukćı je t́ım hotov. ✷

Př́ıklad 10.10. Zjistěte, kolik znak̊u ’x’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n vs-
tupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 10.11.
foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

foreach j← 1,2,3,...,i-1,i do

vytiskni ’x’;

done

done

Nejprve si uvědomı́me, že druhý (vnořený) cyklus vždy vytiskne celkem i znak̊u ’x’.
Proto iteraćı prvńıho cyklu (nejsṕı̌se) dostaneme postupně 1 + 2 + · · · + n znak̊u ’x’

na výstupu, což již v́ıme (Př́ıklad 2.8), že je celkem 1
2
n(n + 1). Budeme tedy dokazovat

následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 10.11 vyṕı̌se právě 1
2
n(n+1) znak̊u ’x’.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je zřejmá, neprovede se ani
jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 znak̊u ’x’, což je správně.

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Prvńıch n0 iteraćı
vněǰśıho cyklu podle indukčńıho předpokladu vyṕı̌se (ve vnitřńım cyklu) celkem 1

2
n0(n0+

1) znak̊u ’x’. Pak již následuje jen jedna posledńı iterace vněǰśıho cyklu s i← n=n0+1

a v ńı se vnitřńı cyklus j← 1,2,...,i=n iteruje celkem n = n0 + 1 -krát. Celkem tedy
bude vytǐstěn tento počet znak̊u ’x’:

1

2
n0(n0 + 1) + n0 + 1 =

1

2
(n0 + 1 + 1)(n0 + 1) =

1

2
n(n + 1)

Důkaz indukčńıho kroku je hotov. ✷

10.4 Rekurzivńı algoritmy

Rekurentńı vztahy posloupnost́ı, stručně uvedené v Odd́ıle 3.4, maj́ı svou přirozenou
obdobu v rekurzivně zapsaných algoritmech. Zjednodušeně řečeno to jsou algoritmy,
které se v pr̊uběhu výpočtu odvolávaj́ı na výsledky sebe sama pro jiné (pokud možno
striktně menš́ı) vstupńı hodnoty. U takových algoritmů je zvláště d̊uležité kontrolovat
jejich správnost a také proveditelnost. My si tuto oblast algoritmů osvětĺıme několika
jednoduchými př́ıklady.

Př́ıklad 10.12. Symbolický zápis jednoduchého rekurzivńıho algoritmu.

Algoritmus . Rekurzivńı funkce factorial(x)

if x < 1 then t← 1;

else t ← x · factorial(x-1);
return t

92



Co je výsledkem výpočtu? Jednoduše řečeno, výsledkem je faktoriál vstupńı přirozené
hodnoty x, tj. hodnota x! = x · (x−1) · · · · ·2 ·1. (Záporné a necelé vstupńı hodnoty x pro
zjednodušeńı ignorujeme, ale poctivě napsaný program by si samozřejmě měl př́ıpustnost
vstupu kontrolovat sám!) Všimněte si ještě, že algoritmus i pro vstup x = 0 správně
vyhodnot́ı 0! = 1. ✷

Fibonacciho č́ısla

Pro daľśı př́ıklad rekurze se vrát́ıme k Odd́ılu 3.4, kde byla zmı́něna známá Fibonac-
ciho posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . . . Ve skutečnosti tuto posloupnost
budeme uvažovat již od nultého členu, tj. jako 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . .

Algoritmus 10.13. Rekurzivńı výpočet funkce fibonacci(x)

Pro dané přirozené x ≥ 0 vypoč́ıtáme x-té Fibonacciho č́ıslo následovně:

if x < 2 then t← x;

else t ← fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t

Komentář: Správnost Algoritmu 10.13 je v́ıceméně zřejmá z jeho př́ımé podoby s
rekurentńım vzorcem v definici Fibonacciho č́ısel. Zamyslete se však, jak je to s praktickou

”
proveditelnost́ı“ takového algoritmu. . . Vid́ıte (př́ıpadně si zkuste naprogramovat), že čas
výpočtu roste velmi rychle? Třebaže hodnotu fibonacci(30) t́ımto algoritmem spoč́ıtáte
poměrně rychle, s výpočtem fibonacci(40) už budete mı́t větš́ı problémy a fibonacci(50) asi
bude mimo vaše možnosti. To skutečně neńı dobrý algoritmus! Pod́ıvejte se také na bodoućı
Př́ıklad 11.5, který odhaduje, jak mnoho (exponenciálně) krok̊u výpočtu je potřeba.

Proto si v daľśım Př́ıkladu 10.14 uvedeme poněkud (ve skutečnosti velmi výrazně) lepš́ı
algoritmus výpočtu, podobaj́ıćı se přirozenému lidskému postupu psańı člen̊u posloupnosti

”
do řádku na paṕır“. Doporučujeme si oba algoritmy zkusit implementovat a mezi sebou
porovnat.

Př́ıklad 10.14. Nerekurzivńı algoritmus pro Fibonacciho č́ısla.

Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus pro každé přirozené n poč́ıtá tutéž hodnotu jako
rekurentńı funkce fibonacci(n) v Algoritmu 10.13 (ale mnohem mnohem rychleji).

Algoritmus .
input n;

b[0]← 0; b[1]← 1;

foreach i← 2,3,...,n do

b[i] ← b[i-1]+b[i-2];

done

output b[n]

Důkaz: Indukćı podle ř́ıd́ıćı proměnné i budeme dokazovat, že po i-té iteraci cyklu
algoritmu bude vždy platit b[i] = fibonacci(i): Co se týče báze indukce, toto vyplývá z
úvodńıho přǐrazeńı. Pro libovolné i ≥ 2 předpokládáme platnost indukčńıho předpokladu
b[j] = fibonacci(j) pro j ∈ {i − 1, i − 2}. V i-té iteraci cyklu pak nastane b[i]← b[i −
1] + b[i − 2] = fibonacci(i − 1) + fibonacci(i − 2) = fibonacci(i) podle definice. T́ım je
d̊ukaz hotov pro hodnotu i = n. ✷
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Rozšǐruj́ıćı studium

Náš výklad pohĺıž́ı na algoritmy a programováńı tzv. procedurálńım neboli imperativńım
paradigmatem. Vedle toho existuj́ı i jiné př́ıstupy k programováńı, jako zmı́něné funkcionálńı
nebo logické. Na FI se s jinými př́ıstupy studenti seznámı́ třeba v předmětu Neimperativńı
programováńı. Pro náš předmět však výběr výpočetńıho paradigmatu neńı nejd̊uležitěǰśı.

Smyslem této lekce bylo předevš́ım ukázat, že u jednoduchých algoritm̊u lze (a je vhodné)
je matematicky formálně zapisovat i dokazovat jejich správnost. Samozřejmě je iluzorńı
předpokládat, že obdobné d̊ukazy správnosti podáme i pro velké softwarové projekty č́ıtaj́ıćı
až milióny řádk̊u, ale postupy a techniky naučené při ověřováńı jednoduchých algoritm̊u s
úspěchem využijete i při kontrole a laděńı jednotlivých kousk̊u velkých projekt̊u.

O mnoha r̊uzných pokročilých technikách formálńı verifikace program̊u se v př́ıpadě
zájmu dozv́ıte v pokračuj́ıćım studiu. Tyto techniky jsou schopny na vhodném

”
modelu“ ru-

tinně a matematicky přesně ověřovat (ne)existenci mnoha běžných programátorských chyb.
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11 Pokročilé dokazováńı nad algoritmy

Úvod
Př́ımo navazujeme na Lekci 10 a pokračujeme v ukázkách matematického dokazováńı

nad vybranými krátkými algoritmy. Výklad již bude trochu náročnějśı a mı́sto uměle
přichystaných (a v podstatě triviálńıch) př́ıklad̊u se budeme věnovat i několika obecným
dobře známým algoritm̊um. Dá se ř́ıci, že tato lekce je

”
vrcholem“ v naš́ı snaze o matem-

atické dokazováńı algoritm̊u v informatice. Soustřed’te se v ukázkách d̊ukaz̊u na pochopeńı,
jak jednotlivé formálńı matematické kroky koresponduj́ı s pr̊uběhem algoritm̊u.

Cı́le
Naš́ı snahou v těchto dvou lekćıch je čtenáři ukázat poměrně vyčerpávaj́ıćı přehled

zp̊usob̊u a trik̊u, které lze využ́ıt k analýze a dokazováńı správnosti rozumně krátkých al-
goritm̊u. Tyto poznatky by měly základem toho, aby si čtenář jako programátor uměl po
sobě své algoritmy

”
přeč́ıst“ a ověřit jejich skutečnou správnost na lokálńı úrovni.

11.1 Dokazováńı konečnosti algoritmu

Co bývá snad ještě horš́ı, než chybný výsledek algoritmu? Je to situace, kdy spuštěný
algoritmus běž́ı

”
do nekonečna“ a v̊ubec se nezastav́ı.

Komentář: Všimněte si, že jsme se zat́ım v d̊ukazech Lekce 10 v̊ubec nezamýšleli nad
t́ım, zda naše algoritmy v̊ubec skonč́ı. (To neńı samozřejmé a d̊ukaz konečnosti je nutno v
obecnosti podávat!) Prozat́ım jsme však ukazovali algoritmy využ́ıvaj́ıćı jen foreach cykly,
přitom podle naš́ı konvence obsahuje foreach cyklus předem danou konečnou množinu hod-
not pro ř́ıd́ıćı proměnnou, neboli náš foreach cyklus vždy muśı skončit. Ale už v př́ı̌st́ım
algoritmu využijeme while cyklus, u kterého v̊ubec neńı jasné kdy a jestli skonč́ı, a tud́ıž
bude potřebný i d̊ukaz konečnosti.

Právě nad takovou situaćı a jej́ı možnou prevenćı se v tomto odd́ıle zamysĺıme.
Předeśıláme, že daľśı podnětná látka k témuž tématu se nacháźı ještě v Lekci 12.

Př́ıklad 11.1. Zastav́ı se vždy výpočet následuj́ıćıho primitivńıho algoritmu?

Algoritmus 11.2.
input x;

while x>5 do

x ← x+1;

done

output x

Odpověd’ je samozřejmě NE, jak každý vid́ı pro jakýkoliv vstup x větš́ı než 5. Jak však
tuto negativńı odpověd’ matematicky dokázat? To neńı zcela jednoduché, a proto si
pomůžeme následuj́ıćım trikem:

• Předpokládejme pro spor, že Algoritmus 11.2 někdy skonč́ı pro x > 5. Necht’ přirozené
n > 5 je zvoleno tak, že Algoritmus 11.2 skonč́ı pro x = n po nejmenš́ım možném počtu
ℓ pr̊uchod̊u cyklem while.

Pak jistě ℓ > 0, nebot’ na začátku je podmı́nka x>5 splněna z definice n. Po prvńım
pr̊uchodu pak x = n + 1 > 5, avšak nyńı již Algoritmus 11.2 muśı skončit po ℓ − 1 < ℓ
daľśıch pr̊uchodech cyklu. To je spor s volbou x = n coby vstupńı hodnoty s nejmenš́ım
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možným počtem pr̊uchod̊u (pro x = n + 1 totiž do ukončeńı výpočtu proběhne o jeden
pr̊uchod méně – o ten jeden vykonaný na začátku naš́ı úvahy). ✷

Když algoritmus vždy konč́ı

Na rozd́ıl od předchoźı ukázky se budeme dále věnovat pozitivńım př́ıpad̊um, kdy algo-
ritmy poslušně konč́ı své výpočty.

Metoda 11.3. Jednoduchý d̊ukaz konečnosti.
Máme-li za úkol dokázat, že algoritmus skonč́ı, vhodný postup je následuj́ıćı:

∗ Sledujeme zvolený celoč́ıselný a zdola ohraničený parametr algoritmu (třeba přirozené
č́ıslo) a dokážeme, že se jeho hodnota v pr̊uběhu algoritmu neustále ostře zmenšuje.

∗ Př́ıpadně předchoźı př́ıstup rozš́ı̌ŕıme na zvolenou k-tici přirozených parametr̊u a
dokážeme, že se jejich hodnoty v pr̊uběhu algoritmu lexikograficky ostře zmenšuj́ı.

Jedná se zde vlastně o vhodné (a zjednodušené pro daný účel) využit́ı principu matem-
atické indukce. Pozor, naše

”
parametry“ v̊ubec nemusej́ı být proměnnými v programu, a

přesto jsou s programem implicitně nerozlučně svázány.

Komentář: Např́ıklad pro rekurzivńı funkci factorial(x) z Př́ıkladu 10.12 př́ımo
využijeme parametr x, který se ostře zmenšuje, pro snadný d̊ukaz ukončenosti.

Zamysĺıme-li se nad Metodou 11.3 do hloubky (matematické), zjist́ıme, že stejně jako
matematická indukce je založená na této vlastnosti: V každé podmnožině přirozených
č́ısel existuje jedno nejmenš́ı (tomu se ř́ıká dobré uspořádáńı). Proto garance zmenšováńı
přirozené hodnoty parametru algoritmu prostě muśı znamenat ukončenost jeho výpočtu,
bez ohledu na to, co náš vymyšlený parametr znamená. Nejlépe je to ilustrovat názornými
př́ıklady.

Př́ıklad 11.4. Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus vždy skonč́ı pro jakýkoliv přirozený
vstup x.

Algoritmus .
input x;

while x < 100 do

y ← 0; x ← x+1;

while y < x do

y ← y+1;

done

done

Postupujme podle Metody 11.3 – jak však dosáhneme
”
zmenšováńı parametru“, když

hodnoty proměnných x,y se zvětšuj́ı? To neńı až tolik obt́ıžné, prostě budeme hodnoty
x,y vhodně odeč́ıtat od velké konstanty. Vtip je v tom dobře zvolit vzorec parametru
(vlastńım odhadem chováńı algoritmu doplněným o poznáńı, že v proměnných x,y se
nevyskytnou nikdy hodnoty větš́ı než 100):

p(x, y) = 1012 − 101 · x− y

Pak je již rutinou dokázat, že v pr̊uběhu algoritmu (tj. pokud se aspoň jednou vnoř́ı do
cyklu) je vždy p(x, y) > 0 a v každém pr̊uchodu vněǰśıho i vnitřńıho cyklu se p(x, y) ostře
zmenš́ı. Čtenář necht’ si toto ověř́ı sám. ✷
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Př́ıklad 11.5. Dokažte, že následuj́ıćı algoritmus (viz dř́ıvěǰśı 10.13) vždy skonč́ı pro
jakýkoliv přirozený vstup x.

Algoritmus . Rekurzivńı výpočet funkce fibonacci(x) pro přirozené x.
if x < 2 then t← x;

else t ← fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t

Nyńı je na prvńı pohled přirozené sledovat př́ımo parametr x. Indukćı podle něj
pak snadno odvod́ıme, že výpočet fibonacci(x) vždy skonč́ı, nebot’ jsou rekurzivně
volány jen menš́ı hodnoty parametru. V čem je tedy možný nedostatek tohoto př́ımého
př́ıstupu? V zásadě pouze jediný; neźıskáme z něj žádný rozumný horńı odhad
počtu krok̊u algoritmu. Pro vysvětleńı, problém spoč́ıvá zhruba v tom, že v bodě
fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2) se výpočet

”
rozvětvuje“ a my muśıme vhodným

zp̊usobem umět seč́ıst počty krok̊u obou větv́ı.
Na druhou stranu při trikové volbě parametru p(x) = 2x pro použit́ı Metody 11.3

v každé iteraci rekurzivńıho voláńı fibonacci(x) pro x ≥ 2 v součtu nastane

p(x− 1) + p(x− 2) = 2x−1 + 2x−2 ≤ 2 · 2x−1 − 1 < 2x.

Co přesně znamenaj́ı slova
”
v součtu“? To je, že všechny větve rekurzivńıho

výpočtu dohromady na jedné úrovni sńıž́ı sledovaný parametr. Počet iteraćı výpočtu
fibonacci(n) tak bude vždy nejen konečný, ale podle uvedené úvahy př́ımo striktně
menš́ı než p(n) = 2n.

Přesto, tento algoritmus je velmi pomalý a mnohem lepš́ıho výpočetńıho času výpočtu
Fibonacciho č́ısel dosáhneme třeba s alternativńım algoritmem Př́ıkladu 10.14. ✷

Dodatek: Jak konstruovat cykly permutace

Pro mı́rně složitěǰśı ilustraci výše uvedeného konceptu dokazováńı konečnosti se pod́ıváme
na snadný postup nalezeńı rozkladu permutace na cykly, u kterého však v̊ubec neńı na
prvńı pohled jasné, zda má skončit.

Algoritmus 11.6. Cykly permutace.
Pro danou permutaci π na n-prvkové neprázdné množině A = {1, 2, . . . , n} vyṕı̌seme jej́ı
cykly (viz Odd́ıl 6.2) takto:

U ← {1, 2, . . . , n} = A;
while U6= ∅ do

x ← min(U); (nejmenš́ı prvek množiny)
zač́ınáme výpis cyklu ’〈’ ;
while x∈U do

vytiskneme x;

U ← U\{x} ; x ← π(x) ;
done

ukonč́ıme výpis cyklu ’〉’ ;
done

Jak dokážeme správnost a konečnost tohoto algoritmu? Plat́ı, že př́ımá aplikace
indukce podle n nepřinese nic podstatného. Důkaz si tentokrát rozděĺıme na dvě části
(podle dvou while cykl̊u).
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Věta. Za předpokladu, že vnitřńı while cyklus pro jakoukoliv počátečńı volbu
x skonč́ı, vyṕı̌se cyklus permutace π obsahuj́ıćı x a odebere všechny prvky tohoto
cyklu z množiny U, Algoritmus 11.6 vždy skonč́ı se správným výsledkem.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle počtu cykl̊u v permutaci π. Jediný cyklus v π (báze
indukce) je vypsán dle předpokladu věty a množina U z̊ustane prázdná, tud́ıž vněǰśı while
cyklus skonč́ı po prvńı iteraci a výsledek je správný.

Podlě Věty 6.3 se každá permutace dá zapsat jako složeńı disjunktńıch cykl̊u. Necht’

π je tedy složena z ℓ > 1 cykl̊u. Po prvńı iteraci while cyklu zbude v restrikci permutace
π na množinu U celkem ℓ− 1 cykl̊u. Podle indukčńıho předpokladu pak tyto zbylé cykly
budou správně vypsány a algoritmus skonč́ı. ✷

Komentář: Vid́ıte, že v tomto d̊ukaze indukćı je indukčńı krok zcela triviálńı a d̊uležitý je
zde předevš́ım základ indukce?

Věta. Pokud π je permutace, tak vnitřńı while cyklus vždy skonč́ı a nalezne
v π cyklus obsahuj́ıćı libovolný počátečńı prvek x ∈ U . Nav́ıc všechny prvky
nalezeného cyklu odebere z množiny U .

Důkaz: Zde př́ımo zopakujeme argument d̊ukazu Věty 6.3: Vezmeme libovolný prvek
x = x1 ∈ U a iterujeme zobrazeńı xi+1 = π(xi) pro i = 1, 2 . . . , až dojde ke zopakováńı
prvku xk = xj pro k > j ≥ 1. (To muśı nastat, nebot’ A je konečná.) Jelikož prvek xj
byl již odebrán z U , v kroku x = xk dojde k ukončeńı našeho while cyklu. Nadto je π
prostá, a proto nemůže nastat xk = xj = π(xj−1) pro j > 1. Takto byl nalezen a odebrán
z U cyklus 〈a1, . . . , ak−1〉 a d̊ukaz je hotov. ✷

11.2 Přehled technik d̊ukazu indukćı

Doposud v našem textu byla matematická indukce představována ve své př́ımočaré formě,
kdy dokazované tvrzeńı obvykle př́ımo nab́ızelo celoč́ıselný parametr, podle nějž bylo
potřebné indukci vést. Indukčńı krok pak prostě zpracoval přechod

”
n = i → n = i+1“.

To však u dokazováńı správnosti algoritmů typicky neplat́ı a našim ćılem zde je ukázat
možné techniky, jak správně indukci na dokazováńı algoritmů aplikovat. Uvid́ıme, jak si
z nab́ızej́ıćıch se parametr̊u správně vybrat a jak je př́ıpadně kombinovat.

Technika fixace parametru

Prvńı technika d̊ukazu prostě dopředu za některé parametry dosazuje (obecně zvolené)
konstanty. Tato technika je vhodná pro př́ıpady, kdy je sice v algoritmu v́ıce parametr̊u,
ale

”
zjevně“ docháźı ke změně jen jednoho (nebo části) z nich a chováńı algoritmu ke

zbylým
”
neměnným“ parametr̊um je dobře předv́ıdatelné.

Př́ıklad 11.7. Mějme následuj́ıćı algoritmus. Co je jeho výsledkem výpočtu?

Algoritmus .
input x, y;

res ← 0;

while x > 0 do

res ← res + y; x ← x-1;

done

output res;
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Sledováńım algoritmu zjist́ıme, že hodnota proměnné res bude nar̊ustaj́ıćım
součtem y + · · ·+ y, dokud se x nesńıž́ı na nulu. Poté odhadneme:

Věta. Pro každé x, y ∈ N Algoritmus 11.7 vypoč́ıtá hodnotu součinu res = x · y.
Jaký je vhodný postup k d̊ukazu tohoto tvrzeńı indukćı? Je snadno vidět, že na hodnotě
vstupu y vlastně nijak podstatně nezálež́ı (lze y fixovat) a d̊uležité je sledovat x. Tato
úvaha nás dovede k následuj́ıćımu:

Důkaz: Budiž hy ∈ N libovolné ale pro daľśı úvahy pevné. Dokážeme, že pro každý
vstup x ∈ N je výsledkem výpočtu hodnota r0 + x · hy, kde hy byla hodnota vstupu y a
r0 byla hodnota v pracovńı proměnné res na začátku uvažovaného výpočtu (pro potřeby
indukce, r0 = 0 na úplném začátku). Podle principu matematické indukce uplatněné na
parametr x dostáváme snadno:

∗ Báze x = 0 znamená, že tělo cyklu ve výpočtu ani jednou neproběhne a výsledkem
bude počátečńı r0.

∗ Indukčńı krok. Necht’ je tvrzeńı známo pro x = i a uvažujme nyńı vstup x = i+1 > 0.
Prvńım pr̊uchodem cyklem se ulož́ı res← res + y = r0 + hy = r1 a x← x − 1 = i.
Počátečńı hodnota pracovńı proměnné res nyńı (pro naše indukčńı úvahy) tud́ıž je
r0 + hy = r1 a podle indukčńıho předpokladu je pak výsledkem výpočtu hodnota

r1 + i · hy = (r0 + hy) + i · hy = r0 + (i+ 1) · hy = r0 + x · hy .

Důkaz matematickou indukćı je t́ımto ukončen. ✷

Komentář: Všimněte si, že techniku fixace parametru jsme mlčky použili již v Př́ıkladě 10.8.

Indukce k součtu parametr̊u

Druhou techniku je vhodné použ́ıt předevš́ım v př́ıpadech, kdy se v pr̊uběhu algoritmu
vždy některý parametr zmenšuje, ale pokaždé je to některý jiný parametr, takže v indukci
se nelze zaměřit jen na jeden z nich. Jedná se sṕı̌se o situaci u rekurzivńıch algoritmů.

Př́ıklad 11.8. Je dán následuj́ıćı rekurentńı algoritmus.
Algoritmus . Funkce kombinacni(m,n) pro přirozená m,n.
res ← 1;

if m> 0 ∧ n> 0 then

res ← kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1);

fi

return res;

Výše uvedený vzorec (a ostatně i název funkce) naznačuje, že funkce má co společného
s kombinačńımi č́ısly a Pascalovým trojúhelńıkem

(
a+ 1

b+ 1

)

=

(
a

b+ 1

)

+

(
a

b

)

,

je však třeba správně
”
nastavit“ význam parametr̊u a, b. . .

Věta. Pro každé parametry m,n ∈ N je výsledkem výpočtu funkce
kombinacni(m,n) hodnota res =

(
m+n
m

)
(kombinačńı č́ıslo) – počet všech m-

prvkových podmnožin (m+ n)-prvkové množiny.
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Důkaz indukćı vzhledem k součtu parametr̊u i = m+ n:

∗ Báze i = m + n = 0 pro m,n ∈ N znamená, že m = n = 0. Zde však s výhodou
využijeme tzv.

”
rozš́ı̌reńı báze“ na všechny hraničńı př́ıpady m = 0 nebo n = 0 zvlášt’.

V obou rozš́ı̌rených př́ıpadech daná podmı́nka algoritmu neńı splněna, a proto výsledek
výpočtu bude iniciálńı res = 1. Je toto platná odpověd’?

Kolik je prázdných podmnožin (m = 0) jakékoliv množiny? Jedna, ∅. Kolik je m-
prvkových podmnožin (n = 0) m-prvkové množiny? Zase jedna, ta množina samotná.
T́ım je d̊ukaz rozš́ı̌rené báze indukce dokončen.

∗ Indukčńı krok přecháźı na součet i + 1 = m + n pro m,n > 0. Nyńı je podmı́nka
algoritmu splněna a vykonaj́ı se rekurentńı voláńı

kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1) .

Rekurentńı voláńı se vztahuj́ı k výběru podmnožin m − 1 + n = m + n − 1 = i -
prvkové množiny, např́ıklad M = {1, 2, . . . , i}. Výsledkem tedy je, podle indukčńıho
předpokladu pro součet i, počet (m − 1)-prvkových plus m-prvkových podmnožin
množiny M .

Kolik nyńı je m-prvkových podmnožin (i + 1)-prvkové množiny M ′ =M ∪ {i+ 1}?
Pokud ze všech podmnožin odebereme prvek i + 1, dostaneme právě m-prvkové
podmnožiny (z těch neobsahuj́ıćıch i + 1) plus (m − 1)-prvkové podmnožiny
(z těch p̊uvodně obsahuj́ıćıch i + 1). A to je v součtu rovno kombinacni(m-1,n)

+ kombinacni(m,n-1), jak jsme měli dokázat. ✷

Ześıleńı dokazovaného tvrzeńı

Velmi častou situaćı při dokazováńı algoritmu je, že se zaj́ımáme o hodnoty některých
proměnných nebo

”
výstupy“ některé funkce, ale ke správnému matematickému d̊ukazu

muśıme
”
postihnout“ i chováńı jiných funkćı a proměnných v algoritmu. Taková situace

pak typicky vede na potřebu ześıleńı požadovaného tvrzeńı v matematické indukci.

Př́ıklad 11.9. Zjistěte, kolik znak̊u ’z’ v závislosti na celoč́ıselné hodnotě n vs-
tupńıho parametru n vyṕı̌se následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus 11.10.
st ← "z";

foreach i← 1,2,3,...,n-1,n do

vytiskni řetězec st;

st ← st . st ; (zřetězeńı dvou kopíı st za sebou)
done

Zkuśıme-li si výpočet simulovat pro n = 0, 1, 2, 3, 4 . . . , postupně dostaneme počty ’z’

jako 0, 1, 3, 7, 15 . . . . Na základě toho již neńı obt́ıžné
”
uhodnout“, že počet ’z’ bude

(asi) obecně určen vztahem 2n − 1. Toto je však třeba dokázat!

Komentář: Jak záhy zjist́ıme, matematická indukce na naše tvrzeńı př́ımo
”
nezab́ırá“, ale

mnohem lépe se nám povede s následuj́ıćım přirozeným ześıleńım dokazovaného tvrzeńı:

Věta. Pro každé přirozené n Algoritmus 11.10 vyṕı̌se právě 2n − 1 znak̊u ’z’ a
proměnná st bude na konci výpočtu obsahovat řetězec 2n znak̊u ’z’.
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Důkaz: Postupujeme indukćı podle n. Báze pro n = 0 je zřejmá, neprovede se ani
jedna iterace cyklu a tud́ıž bude vytǐstěno 0 = 20− 1 znak̊u ’z’, což bylo třeba dokázat.
Mimo to proměnná st iniciálně obsahuje 1 = 20 znak ’z’.

Necht’ tedy tvrzeńı plat́ı pro jakékoliv n0 a položme n = n0 + 1. Podle indukčńıho
předpokladu po prvńıch n0 iteraćıch bude vytǐstěno 2n0−1 znak̊u ’z’ a proměnná st bude
obsahovat řetězec 2n0 znak̊u ’z’. V posledńı iteraci cyklu (pro i← n=n0+1) vytiskneme
daľśıch 2n0 znak̊u ’z’ (z proměnné st) a dále řetězec st

”
zdvojnásob́ıme“. Proto po n

iteraćıch bude vytǐstěno celkem 2n0−1+2n0 = 2n0+1−1 = 2n−1 znak̊u ’z’ a v st bude
uloženo 2 · 2n0 = 2n0+1 = 2n znak̊u ’z’. ✷

11.3 Zaj́ımavé algoritmy aritmetiky

Pro daľśı ukázky d̊ukazových technik pro algoritmy se pod́ıváme na některé krátké algo-
ritmy z oblasti aritmetiky. Např́ıklad

”
zbytkové“ umocňováńı na velmi vysoké exponenty

je podkladem známé RSA šifry:

Algoritmus 11.11. Binárńı postup umocňováńı.
Pro daná č́ısla a, b vypočteme jejich celoč́ıselnou mocninu (omezenou na zbytkové tř́ıdy
modulo m kv̊uli prevenci přetečeńı rozsahu celých č́ısel v poč́ıtači), tj. ab mod m,
následuj́ıćım postupem.

res← 1;

while b> 0 do

if b mod 2 > 0 then res ← (res·a) mod m ;

b ← ⌊b/2⌋ ; a ← (a·a) mod m ;

done

output res;

K d̊ukazu správnosti algoritmu použijeme indukci podle délky ℓ binárńıho zápisu č́ısla b.

Věta. Algoritmus 11.11 skonč́ı a vždy správně vypočte hodnotu ab mod m.

Důkaz: Báze indukce je pro ℓ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. Přitom pro b = 0 se cyklus
v̊ubec nevykoná a výsledek je res = 1. Pro b = 1 se vykoná jen jedna iterace cyklu a
výsledek je res = a mod m.

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro ℓ0 ≥ 1 a uvažme ℓ = ℓ0 + 1. Pak zřejmě b ≥ 2 a vykonaj́ı se
alespoň dvě iterace cyklu. Po prvńı iteraci budou hodnoty proměnných po řadě

a1 = a2, b1 = ⌊b/2⌋ a res = r1 = (ab mod 2) mod m.

Tud́ıž délka binárńıho zápisu b1 bude jen ℓ0 a podle indukčńıho předpokladu zbylé iterace
algoritmu skonč́ı s výsledkem

res = r1 · a b1
1 mod m =

(
ab mod 2 · a2⌊b/2⌋

)
mod m = ab mod m.

✷

Euklid̊uv algoritmus

Již z dávných dob antiky pocháźı následuj́ıćı zaj́ımavý a koneckonc̊u velmi jednoduchý
postup–algoritmus pro nalezeńı největš́ıho společného dělitele dvou č́ısel.
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Algoritmus 11.12. Euklid̊uv pro největš́ıho společného dělitele.
Pro zadaná přirozená č́ısla p, q poč́ıtá následovně:

input p, q;

while p>0 ∧ q>0 do

if p>q then p ← p-q;

else q ← q-p;

done

output p+q;

Věta. Pro každé p, q ∈ N na vstupu algoritmus vrát́ı hodnotu největš́ıho
společného dělitele č́ısel p a q, nebo 0 pro p = q = 0.

Důkaz opět povedeme indukćı podle součtu i = p + q vstupńıch hodnot. (Jak jsme
psali, je to přirozená volba v situaci, kdy každý pr̊uchod cyklem algoritmu sńıž́ı jedno z
p, q, avšak neńı jasné, které z nich.)

• Báze indukce pro i = p + q = 0 je zřejmá; cyklus algoritmu neproběhne a výsledek
ihned bude 0.

• Ve skutečnosti je zase výhodné uvažovat rozš́ı̌renou bázi, která zahrnuje i př́ıpady,
kdy jen jedno z p, q je nulové (Proč? Jedná se o všechny př́ıpady, kdy pr̊uchod cyklem
neproběhne, neboli touto indukćı sledujeme počet pr̊uchod̊u cyklem.) Pak výsledek
p + q bude roven tomu nenulovému z obou sč́ıtanc̊u, což je v tomto př́ıpadě zároveň
jejich největš́ı společný dělitel.

• Indukčńı krok. Mějme nyńı vstupńı hodnoty p = hp > 0 a q = hq > 0 – tehdy
dojde k prvńımu pr̊uchodu tělem cyklu našeho algoritmu, přičemž hp + hq = i + 1.
Předpokládejme hp > hq; poté po prvńım pr̊uchodu tělem cyklu budou hodnoty p =
hp − hq a q = hq, přičemž nyńı p+ q = hp ≤ hp + hq − 1 = i.

Podle indukčńıho předpokladu (jelikož nyńı p + q ≤ i) tud́ıž výsledkem algoritmu
pro vstupy p = hp − hq a q = hq bude největš́ı společný dělitel NSD(hp − hq, hq).
Symetricky pro hp ≤ hq algoritmus vrát́ı NSD(hp, hq − hp). (Kde NSD() krátce
označuje největš́ıho společného dělitele.)

Důkaz proto bude dokončen následuj́ıćım Lematem 11.13. ✷

Lema 11.13. Pro každá přirozená a, b plat́ı NSD(a, b) = NSD(a−b, b) = NSD(a, b−a).
Komentář: Všimněte si, že dělitelnost je dobře definována i na záporných celých č́ıslech.

Důkaz: Ověř́ıme, že c = NSD(a − b, b) je také největš́ı společný dělitel č́ısel a a b
(druhá část je pak symetrická).

∗ Jelikož č́ıslo c děĺı č́ısla a − b a b, děĺı i jejich součet (a − b) + b = a. Potom c je
společným dělitelem a a b.

∗ Naopak necht’ d nějaký společný dělitel č́ısel a a b. Pak d děĺı také rozd́ıl a− b. Tedy
d je společný dělitel č́ısel a − b a b. Jelikož c je největš́ı společný dělitel těchto dvou
č́ısel, nutně d děĺı c a závěr plat́ı. ✷

Relativně rychlé odmocněńı

Na závěr odd́ılu si ukážeme jeden netradičńı krátký algoritmus a jeho analýzu a d̊ukaz
ponecháme zde otevřené. Dokážete popsat, na čem je algoritmus založen?
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Algoritmus 11.14. Celoč́ıselná odmocnina.
Pro dané přirozené č́ıslo x vypočteme dolńı celou část jeho odmocniny ⌊√x⌋:

p← x; res← 0;

while p> 0 do

while (res+ p)2 ≤ x do res ← res + p ;

p ← ⌊p/2⌋ ;
done

output res ;

Poznámka : Zamysleli jste se, jaký maj́ı algoritmy v tomto odd́ıle vlastně význam? Vždyt’ stejné
úlohy jistě sami vyřeš́ıte každý jednou jednoduchou foreach smyčkou. Pod́ıvejte se však (ale-
spoň velmi zhruba) na počet krok̊u, které zde uvedené algoritmy potřebuj́ı vykonat k źıskáńı
výsledku, a srovnejte si to s počty krok̊u oněch

”
jednoduchých“ algoritmů.

Pro skutečně velká vstupńı č́ısla zjist́ıte propastný rozd́ıl – s takovým
”
jednoduchým“ algo-

ritmem, třeba ’foreach i← 1,...b do res← res·a mod m done’, se pro obrovské hodnoty
b výsledku nikdy nedočkáte, kdežto Algoritmus 11.11 stále poběž́ı velmi rychle. (Spoč́ıtáte, jak
rychle?) Obdobně je tomu u Algoritmu 11.14.

11.4 Dynamický algoritmus

Lekci zakonč́ıme krátkou, ale velmi hezkou ukázkou tzv. dynamického algoritmu, který je
znám pod jmény Floyd-Warshall̊uv.

Komentář: Kĺıčovou myšlenkou dynamických algoritmů je rozklad problému na pod-
problémy, jejichž řešeńı jsou postupně ukládána pro daľśı možné použit́ı. Metoda je obzvláště
vhodná v př́ıpadech, kdy rozložené podúlohy si jsou podobné a mohou se opakovat.

Metoda 11.15. Dynamický výpočet všech nejkratš́ıch cest
mezi vrcholy v grafu G na množině vrchol̊u V (G) = {v0, v1, . . . , vN−1}.
• Na počátku necht’ d[i,j] udává 1 (př́ıpadně váhu–délku hrany {vi, vj}), nebo ∞
pokud hrana mezi i, j neńı.

• Po kroku t ≥ 0 necht’ plat́ı, že d[i,j] udává délku nejkratš́ı cesty mezi vi, vj, která
už́ıvá pouze vnitřńı vrcholy z množiny {v0, v1, . . . , vt−1} (prázdné v t = 0).

• Při přechodu z kroku t na následuj́ıćı krok t + 1 upravujeme vzdálenost pro každou
dvojici vrchol̊u vi, vj – jsou vždy pouhé dvě možnosti:

∗ Bud’ je cesta délky d[i,j] z předchoźıho kroku t stále nejlepš́ı (tj. nově povolený
vrchol vt nám nepomůže),

∗ nebo cestu vylepš́ıme spojeńım přes nově povolený vrchol vt, č́ımž źıskáme menš́ı
vzdálenost d[i,t]+d[t,j]→ d[i,j]. (Nakreslete si obrázek.)

• Po N kroćıch úprav je výpočet hotov.

Výpočet nejkratš́ıch cest

Alternativně si zaṕı̌seme postup této metody až překvapivě krátkým symbolickým algo-
ritmem:
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Algoritmus 11.16. Výpočet všech nejkratš́ıch cest; Floyd–Warshall

input ’Pole d[,] délek hran (nebo ∞) grafu G’;

foreach t ← 0, 1, . . . , N − 1 do

foreach i← 0, 1, . . . , N − 1, j← 0, 1, . . . , N − 1 do

d[i,j] ← min( d[i,j], d[i,t]+d[t,j] );

done

done

output ’Matice vzdálenost́ı dvojic d[,]’;

Poznámka : V praktické implementaci pro symbol ∞ použijeme velkou konstantu, třeba
MAX INT/2. (Nelze použ́ıt př́ımo MAX INT, nebot’ by pak došlo k aritmetickému přetečeńı.)

Věta 11.17. Algoritmus 11.16 v poli d[i,j] správně vypočte vzdálenost mezi každou
dvojićı vrchol̊u vi, vj.

Důkaz povedeme matematickou indukćı podle ř́ıd́ıćı proměnné t cyklu. Báze je snadná
– na počátku kroku t = 0 udává d[i,j] vzdálenost mezi vi a vj po cestách, které nemaj́ı
vnitřńı vrcholy (tj. pouze př́ıpadně existuj́ıćı hranu).

Přejdeme-li na krok t+ 1, muśıme určit nejkratš́ı cestu P mezi vi a vj takovou, že P
použ́ıvá (mimo vi, vj) pouze vrcholy {v0, v1, . . . , vt}. Tuto nejkratš́ı cestu P si hypoteticky
představme: Pokud vt 6∈ V (P ), pak d[i,j] již udává správnou vzdálenost. Jinak vt ∈
V (P ) a označ́ıme P1 podcestu v P od počátku vi do vt a obdobně P2 podcestu od vt do
konce vj . Podle indukčńıho předpokladu je pak délka P rovna d[i,t]+d[t,j].

V kroku t = N jsme hotovi se všemi vrcholy. ✷

Rozšǐruj́ıćı studium

V oblasti zjǐst’ováńı a zd̊uvodňováńı správnosti algoritm̊u a poč́ıtačových program̊u ex-
istuj́ı (mimo heuristických metod jako laděńı program̊u) rozsáhlé sofistikované př́ıstupy
souhrnně nazývané souslov́ım formálńı verifikace. Pravděpodobně se s některými z nich
setkáte při daľśım teoretickém studiu, ale obecně lež́ı daleko za hranicemi našeho studijńıho
textu.

Na druhou stranu jsme se na začátku této lekce dotkli jiného zaj́ımavého problému – zda
algoritmus skonč́ı sv̊uj výpočet a kolik

”
krok̊u“ tento výpočet bude trvat. Prvńı podotázka

je poměrně abstraktńı a zabývá se j́ı discipĺına vyč́ıslitelnosti, kdežto druhá podotázka
počtu krok̊u výpočtu má velmi konkrétńı dopady na praktickou použitelnost algoritmu:
Však si sami vyzkoušejte, kolik krok̊u výpočtu bude trvat

”
hloupý“ rekurzivńı výpočet

Fibonacciho č́ısla! V obecnosti otázky počtu krok̊u nutných k dokončeńı výpočtu algoritmu
studuje discipĺına zvaná výpočetńı složitost, která je jistým zp̊usobem schopna předpovědět,
zda na daný problém existuje rozumně rychlý přesný algoritmus nebo ne.

104



12 Nekonečné množiny, Zastaveńı algoritmu

Úvod
Bystrého čtenáře m̊uže snadno napadnout myšlenka, proč se vlastně zabýváme doka-

zováńım správnosti algoritm̊u a program̊u, když by to přece (snad?) mohl za nás dělat
automaticky poč́ıtač samotný. Bohužel to však nejde a je hlavńım ćılem této lekce ukázat
matematické d̊uvody proč tomu tak je.

Konkrétně si dokážeme, že nelze algoritmicky rozhodnout, zda se daný algoritmus na
svém vstupu zastav́ı nebo ne. Hlavńımi nástroji, které použijeme, budou nekonečné množiny
a d̊ukazová technika tzv. Cantorovy diagonály, která se ve velké mı́̌re použ́ıvá právě v
teoretické informatice. Touto lekćı se tak krátce vymańıme ze zajet́ı naivńı teorie množin,
která právě v této oblasti má své nepřekonatelné limity. (Pro zv́ıdavé – obdobně, ale mnohem
složitěji, lze dokázat že ani matematické d̊ukazy nelze obecně algoritmicky konstruovat. . . )

Cı́le
Zavedeme si ve zjednodušeném (a stále

”
poněkud naivńım“) pohledu nekonečné množiny

a na nich techniku d̊ukazu Cantorovou diagonálou. Pak tuto kĺıčovou d̊ukazovou techniku
teoretické informatiky využijeme k d̊ukazu algoritmické neřešitelnosti problému zastaveńı.

12.1 O nekonečných množinách a kardinalitě

Zat́ımco v naivńı teorii jsme si velikost konečné množiny definovali jednoduše jako počet
jej́ıch prvk̊u vyjádřený přirozeným č́ıslem, pro nekonečné množiny je situace obt́ıžná a
mnohem méně intuitivńı. Co nám třeba bráńı zavést pro velikost nekonečné množiny
symbol ∞? Ponejv́ıce závažný fakt, že neńı

”
nekonečno“ jako

”
nekonečno“ (Věta 12.2)!

Právě proto si pro určeńı mohutnosti nekonečných množin muśıme vypomoci
následuj́ıćım př́ıměrem: Velikosti dvou hromádek jablek dokážeme i bez poč́ıtáńı porov-
nat tak, že budeme z obou hromádek po řadě odeb́ırat dvojice jablek (z každé jedno), až
dokud prvńı hromádka nez̊ustane prázdná – druhá hromádka pak je větš́ı (nebo nejvýše
rovna) té prvńı.

Definice: Množina A je
”
nejvýše tak velká“ jako množina B, právě když existuje injek-

tivńı funkce f : A→ B. Množiny A a B jsou
”
stejně velké“ právě když mezi nimi existuje

bijekce. V př́ıpadech nekonečných množin pak mı́sto “velikosti” mluv́ıme formálně o jejich
kardinalitě.

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

Komentář: Uvedená definice kardinality množin
”
funguje“ velmi dobře i pro nekonečné

množiny:

∗ Např́ıklad N a Z maj́ı stejnou kardinalitu (jsou
”
stejně velké“, tzv. spočetně nekonečné).

∗ Lze snadno ukázat, že i Q je spočetně nekonečná, tj. existuje bijekce f : N→ Q, stejně
jako bijekce h : N→ N2.

∗ Existuj́ı ale i nekonečné množiny, které jsou
”
striktně větš́ı“ než libovolná spočetná

množina (př́ıkladem je R ve Větě 12.2).

∗ Později dokážeme, že existuje nekonečná posloupnost nekonečných množin, z nichž každá
je striktně větš́ı než všechny předchoźı.
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Pro porovnáváńı velikost́ı množin někdy s výhodou využijeme následuj́ıćı přirozené,
ale nelehké tvrzeńı (bez d̊ukazu):

Věta 12.1. Pro libovolné dvě množiny A,B (i nekonečné) plat́ı, že pokud existuje injekce
A→ B a zároveň i injekce B → A, pak existuje bijekce mezi A a B.

Cantorova diagonála, aneb kolik je reálných č́ısel

Prvńım kĺıčovým poznatkem ukazuj́ıćım na neintuitivńı chováńı nekonečných množin je
následuj́ıćı d̊ukaz, který dal historicky vzniknout metodě tzv. Cantorovy diagonály.

Věta 12.2. Neexistuje žádné surjektivńı zobrazeńı g : N→ R.

Důsledek 12.3. Neexistuje žádné injektivńı (tud́ı̌z ani bijektivńı) zobrazeńı h : R→ N.
Neformálně řečeno, reálných č́ısel je striktně v́ıce než všech přirozených.

Důkaz (Věty 12.2 sporem): Necht’ takové g existuje a pro zjednodušeńı se omezme
jen na funkčńı hodnoty v intervalu (0, 1). Podle hodnot zobrazeńı g si takto můžeme

”
uspořádat“ dekadické zápisy všech reálných č́ısel v intervalu (0, 1) po řádćıch do tabulky:

g(0) = 0. 1 5 4 2 7 5 7 8 3 2 5 . . .
g(1) = 0. 4 . . .
g(2) = 0. 1 . . .
g(3) = 0. 3 . . .
g(4) = 0. 9 . . .

...
...

. . .

Nyńı sestroj́ıme č́ıslo α ∈ (0, 1) následovně; jeho i-tá č́ıslice za desetinnou čárkou bude
1, pokud v i-tém řádku tabulky na diagonále neńı 1, jinak to bude 2. V našem př́ıkladě
α = 0.21211 . . .

Kde se naše č́ıslo α v tabulce nacháźı? (Nezapomeňme, g byla surjektivńı, takže α
někde muśı být.) Konstrukce však ukazuje, že α se od každého č́ısla v tabulce lǐśı na
aspoň jednom desetinném mı́stě, to je spor. (Až na drobný technický detail s rozvojem
. . . 9̄.) ✷

12.2
”
Naivńı“ množinové paradoxy

Analogickým zp̊usobem k Větě 12.2 lze dokázat následovné zobecněńı vyjadřuj́ıćı se o
jakékoliv množině a j́ı přǐrazené striktně větš́ı.

Věta 12.4. Necht’ M je libovolná množina. Pak existuje injektivńı zobrazeńı f : M →
2M , ale neexistuje žádné bijektivńı zobrazeńı g :M → 2M .

Důkaz: Dokážeme nejprve existenci f . Stač́ı ale položit f(x) = {x} pro každé x ∈M .
Pak f :M → 2M je zjevně injektivńı.

Neexistenci g dokážeme sporem. Předpokládejme tedy naopak, že existuje bijekce
g :M → 2M . Uvažme množinu K ⊆ M definovanou takto:

K = {x ∈M | x 6∈ g(x)}.

Jelikož g je bijektivńı a K ∈ 2M , muśı existovat y ∈ M takové, že g(y) = K. Nyńı
rozlǐśıme dvě možnosti:
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– y ∈ g(y). Tj. y ∈ K. Pak ale y 6∈ g(y) z definice K, spor.

– y 6∈ g(y). To podle definice K znamená, že y ∈ K, tj. y ∈ g(y), spor.
✷

Komentář: Dvě navazuj́ıćı poznámky.

• Technika použitá v d̊ukazech Vět 12.2 a 12.4 se nazývá Cantorova diagonálńı metoda,
nebo také zkráceně diagonalizace.

Konstrukci množiny K lze znázornit pomoćı následuj́ıćı tabulky:

a b c d · · ·
g(a)

√ − − √ · · ·
g(b)

√
− − √ · · ·

g(c) − √
−

√ · · ·
g(d) − − √ √ · · ·
...

...
...

...
...

. . .

Symbol
√

resp. − ř́ıká, že prvek uvedený v záhlav́ı sloupce patř́ı resp. nepatř́ı do množiny
uvedené v záhlav́ı řádku. Tedy např. d ∈ g(b) a a 6∈ g(d). Množina K poté obsahuje ty
diagonálńı prvky označené −, tj.

”
převraćı“ význam diagonály.

• Z toho, že nekonečna mohou být
”
r̊uzně velká“, lze lehce odvodit řadu daľśıch fakt̊u.

V jistém smyslu je např. množina všech problémů větš́ı než množina všech algoritmů
(obě množiny jsou nekonečné), a proto nutně existuj́ı problémy, které nejsou algoritmicky
řešitelné.

Cantor̊uv paradox

Naivńı teorie množin, jak jsme si ji uvedli i v tomto předmětu, trṕı mnoha neduhy
a nepřesnostmi, které vyplynou na povrch předevš́ım při

”
neopatrné manipulaci“ s

nekonečnými množinami. Abychom se těmto
”
neopatrnostem“ vyhnuli bez př́ılǐsné for-

malizace, dva základńı z těchto paradox̊u si nyńı ukážeme.

Př́ıklad 12.5. Uváž́ıme-li nyńı nekonečnou posloupnost množin

A1, A2, A3, A4, · · ·

kde A1 = N a Ai+1 = 2Ai pro každé i ∈ N, je vidět, že všechny množiny jsou nekonečné
a každá je striktně větš́ı než libovolná předchoźı.

Kde však v tomto řazeńı kardinalit bude
”
množina všech množin“? Na tuto otázku, jak

sami asi ćıt́ıte, nelze podat odpověd’. Co to však znamená? ✷

∗ Takto se koncem 19. stolet́ı objevil prvńı Cantor̊uv paradox nově vznikaj́ıćı teorie
množin.

∗ Dnešńı moderńı vysvětleńı paradoxu je jednoduché, prostě
”
množinu všech množin“

nelze definovat, taková v matematice neexistuje.

Brzy se však ukázalo, že je ještě mnohem h̊uř. . .
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Russel̊uv paradox

Fakt: Neńı pravda, že každý soubor prvk̊u lze považovat za množinu.

∗ Necht’ X = {M | M je množina taková, že M 6∈M}. Plat́ı X ∈ X ?

– Ano. Tj. X ∈ X . Pak ale X splňuje X 6∈ X .

– Ne. Pak X splňuje vlastnost X 6∈ X , tedy X je prvkem X , tj., X ∈ X .

∗ Obě možné odpovědi vedou ke sporu. X tedy nelze prohlásit za množinu. Jak je ale
něco takového v̊ubec možné?

Komentář: Vid́ıte u Russelova paradoxu podobnost př́ıstupu s Cantorovou diagonalizaćı?
Russel̊uv paradox se objevil začátkem 20. stolet́ı a jeho

”
jednoduchost“ zasahuj́ıćı úplné

základy matematiky (teorie množin) si vynutila hledáńı seriózńıho rozřešeńı a rozvoj
formálńı matematické logiky.

Pro ilustraci tohoto paradoxu, slyšeli jste už, že
”
v malém městečku žije holič, který hoĺı

právě ty muže městečka, kteř́ı se sami nehoĺı“? Zmı́něné paradoxy naivńı teorie množin
zat́ım v tomto kurzu nerozřeš́ıme, ale zapamatujeme si, že většina matematických a infor-
matických discipĺın vystač́ı s

”
intuitivně bezpečnými“ množinami.

12.3 Algoritmická neřešitelnost problému zastaveńı

Výše vysvětlené myšlenky diagonalizace a princip̊u základńıch paradox̊u naivńı teorie
množin sice vypadaj́ı

”
velmi matematicky“. Přesto je však téměř beze změny lze aplikovat

i na bytostně informatickou otázku, zda lze algoritmicky poznat, pro které vstupy se daný
algoritmus v̊ubec zastav́ı. Negativńı odpověd’ na tuto otázku je jedńım z fundamentálńıch
výsledk̊u informatiky a přitom má překvapivě krátký a čistý d̊ukaz diagonalizaćı.

Fakt: Uvědomme si (velmi neformálně) několik základńıch myšlenek.

∗ Program v každém programovaćım jazyce je konečná posloupnost složená z konečně
mnoha symbol̊u (ṕısmena, č́ıslice, mezery, speciálńı znaky, apod.) Necht’ Σ je množina
všech těchto symbol̊u. Množina všech programů je tedy jistě podmnožinou množiny
⋃

i∈NΣi, která je spočetně nekonečná. Existuje tedy bijekce f mezi množinou N a
množinou všech programů. Pro každé j ∈ N označme symbolem Pj program f(j). Pro
každý program P tedy existuje i ∈ N takové, že P = Pi.

∗ Každý možný vstup každého možného programu lze zapsat jako konečnou posloup-
nost symbol̊u z konečné mnočiny Γ. Množina všech možných vstup̊u je tedy spočetně
nekonečná a existuje bijekce g mezi množinou N a množinou všech vstup̊u. Pro každé
j ∈ N označme symbolem Vj vstup g(j).

∗ Předpokládejme, že existuje program Halt , který pro dané i, j ∈ N zastav́ı s výstupem
ano/ne podle toho, zda Pi pro vstup Vj zastav́ı, nebo ne.

∗ Tento předpoklad dále dovedeme ke sporu dokazuj́ıćımu, že problém zastaveńı nemá
algoritmické řešeńı.

Věta 12.6. Neexistuje program Halt, který by pro vstup (Pi, Vj) správně rozhodl, zda se
program Pi zastav́ı na vstupu Vj.

Důkaz: Sporem uvažme program Diag s následuj́ıćım kódem:
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input k;

if Halt(k,k) = ano then while true do ; done

(Program Diag(k) má na rozd́ıl od Halt jen jeden vstup k, což bude d̊uležité.)

Fungováńı programu Diag lze znázornit za pomoćı následuj́ıćı tabulky:

P0 P1 P2 P3 · · ·
V0

√ − − √ · · ·
V1

√
− − √ · · ·

V2 − √
−

√ · · ·
V3 − − √ √ · · ·
...

...
...

...
...

. . .

Symbol
√

resp. − ř́ıká, že program uvedený v záhlav́ı sloupce zastav́ı resp. nezastav́ı pro
vstup uvedený v záhlav́ı řádku. Program Diag

”
zneguje“ diagonálu této tabulky.

Podle našeho předpokladu (Diag je program a posloupnost Pi zahrnuje všechny pro-
gramy) existuje j ∈ N takové, že Diag = Pj. Zastav́ı Diag pro vstup Vj?

– Ano. Podle kódu Diag pak ale tento program vstouṕı do nekonečné smyčky, tedy
nezastav́ı.

– Ne. Podle kódu Diag pak ale if test neuspěje, a tento program tedy zastav́ı.

Předpoklad existence programu Halt tedy vede ke sporu. ✷

Komentář: Otázkami algoritmické (ne)řešitelnosti problémů se zabývá teorie vyč́ıslitelnosti.
Metoda diagonalizace se také často využ́ıvá v teorii složitosti k d̊ukazu toho, že dané dvě
složitostńı tř́ıdy jsou r̊uzné.

Rozšǐruj́ıćı studium

Látka této lekce zabrousila až do teoretických hlubin matematické logiky a teorie množin.
Daľśı studium v těchto oblastech se dá očekávat hlavně u student̊u specificky zaměřených
teoretickým směrem (a mı́̌ŕıćıch sṕı̌se do akademické než aplikačńı sféry), zaj́ımaj́ıćıch se o
matematiku samotnou nebo o teorii vyč́ıslitelnosti. Proto také uvedené pokročilé poznatky
Lekce 12 nebudou vyžadovány u zkoušky tohoto předmětu.
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Závěrem

Gratulujeme všem, kteř́ı se naš́ım nelehkým učebńım textem
”
prokousali“ až sem, a

přejeme mnoho úspěch̊u v daľśım studiu informatiky.
Konečně znovu připomı́náme, že ned́ılnou součást́ı našeho studijńıho textu je Inter-

aktivńı osnova předmětu IB000 v IS MU a v ńı přiložené online odpovědńıky určené k
procvičováńı přednesené látky.

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2013/IB000/index.qwarp
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